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PRESCRIPTION DU SPECTRE DU LAPLACIEN
DE HODGE-DE RHAM

PAR PIERRE GUERINI

RESUME. — On prescrit, pour un domaine euclidien de topologie donnée, toute partie finie du spectre
du Laplacien de Hodge—de Rham, avec multipliditéu 2. Les domaines répondant a cette question ne
dépendent pas du degré des formes différentielles lorsque celui-ci est comprizentre 1. De plus, on
prescrit dans ce cas également le volume. On obtientautted similaire dans le cas des variétés compactes.

La preuve s'appuie sur une généralisation aux formes différentielles des “haltéres de Cheeger” ainsi que
sur un résultat de convergence du spectre lorsqu’on relie ensemble des variétés par des cylindres de longueur
fixée et de rayon qui tend veds
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ABSTRACT. — We prescribe, for a Euclidean domain with given topology, any finite part of the spectrum
of the Hodge and de Rham Uagian, with multiplicity1 or 2. The domains which yield this result do not
depend on the degree of the differential forms when it is betw®esrdn — 1. Moreover we also prescribe
the volume in this case.

We get a similar result for a compact manifold. The proof relies on a generalization to differential forms
of the “Cheeger’s dumbbell balls” as well as on a result of convergence of the spectrum for manifolds
connected together with cylinders of fixed lengths and radii which tefd to

0 2004 Published by Elsevier SAS

1. Les résultats

Dans [10], Yves Colin de Verdiére montre I'existence, a partir d’une suite croissante finie de
nombres réels strictement positifs, d'un domasoelidien ou d’'une vaété riemannienne dont
le spectre pour les fonctions commence par cette suite (dans le cas des domaines, on considére le
probléme de Neumann puisque, pour le probléme de Dirichlet, le rapport entre la deuxiéme et la
premiére valeur propre est borné, en vertu de I'inégalité de Payne—Pdlya—Weinberger, voir [22]).

Nous donnons dans cet article un résultat similaire dans le cas des formes différentielles. A la
différence de ce qui est fait dans [10], nous ne prescrivons le spectre qu’avec multiptiaige
Toutefois nous demeurons dans une classe de difféomorphismes donnée.

De plus, lorsque le degré des formes différentielles est compris 2etre — 1 (dans le cas
des domaines et lorsqu’on considére les conditions de bord “absolues”) o enfre/'2] (dans
le cas des variétés compactes), le domaine ou la métrique sont indépendaatd'de prescrit
également le volume.

Dans le cas des fonctions, nous redonnons rapidgrsar les domaines euclidiens ou les
variétés différentielles de dimension plus grande ou égdteed de topologie donnée, une
construction de laplaciens satisfaisant a la prescription d’une partie finie sans multiplicité de
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PRESCRIPTION DU SPECTRE DU LAPLACIEN DE HODGE-DE RHAM 271

son spectre (sans prescrire le volume). Cela permet d’obtenir simplement, par différentiation, la
prescription du spectre désformes.

Commencons par donner le cadre géhéed’étude (voir [14] et [23]) :

Soientn, un entier plus grand ou égalaet 2, un domaine borné d&™ (dont le bord sera
toujours lisse). Soit égaleme(/, g) une variété riemannienne compacte orientable sans bord
de dimensiom > 2. Le laplacien est défini par

A=di+dd,

oud est la différentielle ef = (—1)?("~P)+1 « dx est la codifférentiellex étant 'opérateur de
Hodge.

Dans le cas des domaines, les deux problémes a bord considérés sont :

— le probléme relatif (R) (qui généralise le probléme de Dirichlet) :

Aw=)Aw,
{ﬁw:Q
J*ow = 0;

— le probléme absolu (A) (qui généralise le probleme de Neumann) :

Aw=pw,
{J*iNW—O,

J*iNdw = O,

ou J: 90 — Q est l'inclusion canoniquelN la normale extérieure au bord &t le produit
intérieur parV.

Pourp € {0,...,n}, on notepy ,(2) (resp. Az ,()) la k-iéme valeur propre non nulle
comptée sans multiplicité du laplacien agissant suptesrmes différentielles suf2 avec les
conditions de bord (CB) absolues (A) (resp. relatives (R)). Comme I'opérateur de Hodge échange
les deux types de conditions de bord et commute avec le laplacien, powrdoff, ..., n} et
toutk € N*, /\k,p(Q) = Mk,n—p(Q)-

Notons aussi, dans le cas des variétés compactesppoi0, ..., n}, vy (M, g) 1a k-iéme
valeur propre non nulle comptée sans multiplicité du laplacien agissant syr-flasnes
différentielles suf M, g). Ici, pour toutp € {0, ...,n} et toutk € N*,

I/k,p(Mag) = Vk,n—p(]\/fa g)

En vertu du théoréme de Hodge, le noyau du laplacien suys-fesmes différentielles (qui,
dans le cas des domaines, satisfont les CB (A) ou (R)) est canoniquement isomoyt# au
groupe de cohomologie réelle (absolue ou relative, dans le cas a bord) de la variété. Nous nous
restreindrons souvent au spectre des formes différentiedastes Nous noterons alors, pour
toutp > 1, ik, (92), lak-iéme valeur propre correspondante, Qu@avec CB (A)) ety ,(M, g),
la k-iéme valeur propre correspondante &Uf, g). Notons que par la déagposition de Hodge,

(1.1)  mp=inf{fnp, f1pr1} (I<p<n—1), pro=ir1, Hin=Ffkn-1
et
np=inf{t p, 1 pr1} A<p<n—1), Vko=0k1, Vkn=7"Ukn-1-
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272 P. GUERINI
De plus, par dualité de Hodge, pour tout {1,...,n} ettoutk > 1
(12) Dk,p = ﬁk,n—p-ﬁ-l .

Enoncés des théorémes :

THEOREME 1.1. — Soient(?, un domaine d®™ (n > 2), V, un réel strictement positif &t
un entier plus grand ou égal & On se donne les suites finies strictement croissantes

1. (0<)pu10<--<pro;

2. pourtousn >3etpe{2,....,n—1}, (0<)fi1,p <+ < fiK p-
Alors:

— Il existe un domain€; difffomorphe & tel que pour touk € {1,..., K},

1,0 (S21) = pure,1 (1) = k0.

— Il existe un domain€ difffomorphe &2, de volumé/, tel que pourtoup € {2,...,n—1}
ettoutk € {1,..., K}, fig,p(Q2) = fig,p. De plus,ui »(Q2) > figcn—1(22).

THEOREME 1.2. — SoientM, une variété différentielle compacte connexe sans bord de
dimensiom > 2, V, un réel strictement positif & un entier plus grand ou égal &

On se donne a nouveau des suites finies strictement croissantes

1. (O<)V10< < VK,

2. pourtousn >4 etpe{2,...,[n/2]}, (0<)inp <+ <Ukp.
Alors:

— Il existe une métrique; sur M telle que pour touk € {1,..., K},

Vk,o(M,91) = vi,1 (M, 1) = vk

(sin>3)et
vko(M,g1) =var—1,1(M,91) = var,1(M,g1) = vk o
(sin=2).
— Il existe une métrique, sur M de volumé/ telle que pour toup € {2,...,[n/2]} (n > 4)

ettoutk € {1,..., K}, U p(M, g2) = Uk p.

Remarquel.3. — La multiplicité des valeurs proprése correspondant pas nécessairement
a des formes propres exactes) que I'on prescrit dans le cas des domaines euclidiens peut étre,
d’'aprés le théoréme 1.1 et la décomposition (1.1), librement choisie égaleua, lorsque
n>4etpe{2,....,n—2}.

Il en est de méme pour les variétés compactes lorsques etp € {2,...,[n/2] — 1}. De
plus, lorsquer > 4, la multiplicité dev, ,, 2 (M, g2) est toujours2, pour toutk.

L'existence du domaind2, (théoréme 1.1) et de la métriqug (théoreme 1.2) repose
principalement sur les constructions de la section 2 ainsi que sur un résultat publié par McGowan
dans le cas des-formes différentielles (lemme 2.3 de [21]) et qui se généralise aux formes
différentielles de degré quelconque (voir lemme 1 de [19] ainsi que I'annexe A, pour un résume
succinct).

L'existence de?; et deg; sera, comme on I'a dit plus haut, une reformulation de la preuve
originale de Colin de Verdiere, via une estimation de I'asymptotique des petites valeurs propres
qui apparaissent lorsqu’on relie des domaines esin@riétés par des anses de petit rayon (voir
[2]). On montre que I'on prescrit ainsi également le spectreldesmes grace a une nouvelle
application du lemme de McGowan.
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PRESCRIPTION DU SPECTRE DU LAPLACIEN DE HODGE-DE RHAM 273

2. Les haltéres de Cheeger généralisées

Cette section présente la généralisation aux formes différentielles des haltéres de Cheeger.
Nous y démontrons les deux théorémes suivants :

THEOREME 2.1.— Soit un entiern > 2. Pour toutp € {0,...,n — 2}, il existe une
famille (Qp_,u)ue}oyl/w] de domaines d&", difffomorphes a des boules, de diamétre majoré
indépendamment de, telle quelim, .o fi1,p+1 (2p.) = 0. De plus, il existe une constante
K(n) strictement positive et indépendante detelle que pour toutu et tout ¢ # p,
f2,p+1 (Qpu) = K(n) €tfing (Qpu) > K(n).

Grace au théoreme de Hodge, nous obtenons alors facilement :

COROLLAIRE 2.2.-Les inégalités de Faber—Krahn et de monotdgnigir [6]) ou de Payne—
Pdélya—Weinberge(voir [22] et [5]) ne sont vérifiées pour le probleme relatif sur les domaines
euclidiens que dans le cas des fonctions.

THEOREME 2.3. — Soit un entiern > 2. Pour toutp € {1,...,[n/2]}, il existe une famille
(5™, gp.u)ueyo,1/10) @’hypersurfaces d&" !, diffomorphes a la sphef#’, de diametre majoré
indépendamment de telle que:

1. ﬂl,p(sna gp,u) = ﬁl,n—p-ﬁ-l (Sn’ gp,u)—’u—>00a

2. U2 p(S™, 9pu) = P2n—p+1(S™, gp.u) = K (n) etsig#p,n—p+1,01,4(5™, gpu) = K(n),

ou K (n) est une constante strigteent positive indépendante de

2.1. Construction de petites valeurs propres

Nous effectuons dans cette section la construction des don@jne®t des métriques,, ,,
sur.S™.

Lhaltéere de Cheeger généraliséer( > 3,1 < p <n — 2). La petite valeur propre sur
I'haltére de Cheeger classique provient de la fonction harmorfiguel ) sur la réunion de deux
boules (cette réunion n’étant rien d’autre qu’un voisinage tubulaire de la sphére de dimension
0). Lorsqu’on réunit ces deux boules par un cylindre, cette fonction harmonique donne lieu a
une fonction test orthogonale aux constantes et associée a un petit quotient de Rayleigh. C’est en
suivant cette idée qu’on effectue notre construction.

Soit la spheres? contenue dan&? ! ¢ R® = RPT! x R*—P~1,

Soit également, pour < 1/10, OF(u), l'ouvert de R"~? obtenu comme réunion de la
boule euclidienneB™~?(0,1/5) avec le cylindrgl0,2/5] x B"P~1(0,u) (de sorte que I'axe
du cylindre passe par le centre de la boule). On 1@%éu) comme indiqué en annexe B afin
d’obtenir un domaine encore not® (u).

On forme alors le domain&” (u) de R", difféfomorphe a un voisinage tubulaire 4&, en
plongeant danR" le produit deS? parO¥ (u) :

I7:SP xR"P - R",

(x,av 4+ apraepra+ -+ anen) = aN () + apyo Epio() + - + an En(z),
ou(N, Epta,..., E,) estunrepere orthonormé mobile le long%ie de I'orthogonal d&5” dans
R™ (N (z) étant le vecteur orthogonal rentrant& dansR?+! au pointz) et (v,epi2,...,ex,)
est une base orthonorméele ? (v étant un vecteur directeur de I'axe du cylindre(@gu)) :
voir figure 1 (oun =3 etp =1).

L'ouvert UY(u) n'est pas une boule topologique & (il posséde les mémes groupes de

cohomologie absolue que la sphéfd.
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274 P. GUERINI

Afin d’obtenir une boule topologique on en fait la réunion avec I'ouvert convexe
BPYL(0,1) x B"P71(0,u).

Lorsquep = 0, cet ouvert correspond au cylindre de petit rayon qui relie les deux boules
extrémales de I'haltéere de Cheeger classique. Spit, le domaine obtenu par lissage de ce
voisinage.

La boule que I'on a alors est un voisinage d&%sdu disque de dimensign+ 1 inclus dans
RrHL =RP+L x {0}"~P~1; il est obtenu par déformation d’une boule euclidienne que I'on rend
“épaisse” prés du bord? et “fine” plus loin. Nous appellerons partie “épaisse” I'ouvgft(u)
et partie “fine” 'ouvertBP™1(4/5) x B"~P~1(0,u).

Nous allons commencer par prouver que les boflgs possédent une petite valeur propre
pour les(p — 1)-formes.

Notation 2.4. — Désignons pay,, (7 < 1), la fonction définie par (cf [12], proposition 1.3.1) :

0 sio<r<n,
72 .

lr) = E2lnr =iy sin<r< 7,
1 sir = ./n.

Début de la preuve du théoréme 2.1 (existence de petites valeurs propfgeus-montrons
ici que pour toutr > 3 etp € {1,...,n — 2}, limy—0 p1,p(p,) =0 (l€ casn > 2,p =0 est
classique).

Soit W), le domaineZ? (S¥ x B"~?(0,1/5)). Nous avondd,,(W,) ~ H,(SP) ~R. Soit%,
la sphéredW,, N BP*1(0,1) etU, , le 2\/u-voisinage tubulaire darig™ de %,,.

Soit I'application :

Xau:Qpu — R,

T Xau (dist(a:, Ep)) siz € Up.u,

1 siz € Wy \ Upu,

z—0 siz€Qpo \ (WpUUpw),

ou la fonctionyy,, a été définie en 2.4. Posans, = X4, wp. Cette forme test est lisse, nulle sur
la partie fine dé,, ,, et vérifie les CB (A) a I'ordre).
Comme la codimension dais’ del, estn — p > 2, le quotient de Rayleigh de la forme test
tend vers O avee.
Mais Q, ,, est difffomorphe & une boule et ne posséde donc pas de cohomologie absolue en
degrép > 1. On applique alors le principe du Min/Max.0
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PRESCRIPTION DU SPECTRE DU LAPLACIEN DE HODGE-DE RHAM 275

Etudions a présent le cas des hypersurfaces compactes :

Preuve du théoréme 2.3 (premiére partie)Seit pour toutn > 2 g, ,, la métrique induite
par R**1 sur le bord du domain€,_;, C R**! construit plus haut. Comm&,_; ,, est
difffomorphe a une boule, noadbtenons ainsi des métriqgisur des hypersurfaces B&+!
qui sont difffomorphes a des sphéres.

Les hypersurface¥Q), ,, he sont autres que la réunion de deux sphéres par un cylindre de petit
rayon (haltéres de Cheeger compactes). Lepcasl (ainsi quep = 2 lorsquen = 2) est donc
entierement résolu par [1].

Lorsquen > 3 I'hypersurfaced?, ., est constituée de I'mage par I'applicatiaf ",
définie cette fois-ci sus?~! x R"~P*2 du produitS?—! x S»~P*1 (partie “épaisse”), recollée
avecBP x S"P+l(y) (partie “fine”, S"~P*1(u) est la sphére de dimensian- p et de rayon

Comme dans le cas des domaines, on obtient une petite valeur propre peurl€sformes
en prolongeant par O ur{p — 1)-forme harmonique suf? (SP~! x S"—PT1),

Le reste de la preuve de 2.3 (et en particulier le fait que les petites valeurs propres que
I'on vient de construire sont en fait associées a des formes propres coexactes) sera traité en
section 2.2.2. O

Remarque2.5. — Nous ne savons pas encore, a ce stade des démonstrations, si les petites
valeurs propres que I'on a construites ici sont associées a des formes propres exactes ou
coexactes. Ce sera en particulier I'objet de la section suivante.

2.2. Existence de bornes inférieures uniformes

Le but de cette section est d'étudier plus précisément le spectre des formes exactes des boules
et des sphéres que nous avons construites. Il s'agit de compléter la preuve des théorémes 2.1 et
2.3 en donnant des minorationsiépendantes du parametre

Nous établirons en particulier que les petites valeurs propres construites dans la preuve
précédente ne peuvent pas étre associées a desfexactes ce qui permettra, par différentiation
des formes propres, d'obtenir les petites valeurs propres annoncées.

L'outil fondamental & cette fin est le lemme de McGowan que nous présentons en annexe A.
Tandis que les petites valeurs propres sont liées a I'existence grtorene harmonique sur la
sphére de dimensign ce lemme de McGowan permettra précisément de limiter le nombre de
petites valeurs propres en fonction de la dimension des espaces de cohomologie i€&elleede
fait que dim(H°(S?)) soit toujoursl si p > 0 ou 2 si p = 0 nous obligera a traiter a part le cas
des fonctions et desformes.

2.2.1. Unlemme préparatoire
Notation 2.6. — Nous poserons, polir< p < n/2, V¥ (u) = dUP " (u) N 8,1 ., ou, dans
ce casl]{”l(u) et(,_ 1, sontdes domaines d&"*!.

Le but principal de cette section 2.2.1 est de minorer indépendammenageemiére valeur
propre pour leg-formes exactes (A} € {1,...,n}, des ouvertd/?(u) définis en section 2.1,
ainsi que des variétés a bovef (u). Ce sera I'objet du lemme 2.7 suivant :

LEMME 2.7.— Il existe une constant& > 0 quinedépendnidgec {1,...,n—2} (n > 3),
nidek € {0,...,n}, nideu < 1/10 telle que pour toug, p etu,

1,k (Uf(u)) > K.
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Il existe une constant&” > 0 qui ne dépend nidg € {1,...,[n/2]}, nidek € {0,...,[n/2]},
nidew < 1/10 telle que pour toug, p etu,

fin e (VY () > K.

Commencons par étudier la premiéere valewppe pour les fonctions vifiant les conditions
de Neumann sur

— une boule euclidienne d&", m > 2 a laquelle on a rajouté un cylindre de section petite et

de longueur fixée.

— une sphere privée d'une petite boule et ditnique produit au vainage de cette boule.

On se donne une boule euclidienne de raypha laquelle est recollée, de maniére a obtenir
un ouvert a bord lisse, un domaine cylindrique de longugéret de rayon: (< 1/10) (notons
que les domaine®? (u) sont de ce type).

Notons, pour tout:, 2* ce domaine etd), I'axe du cylindre.

En recollant suivant la tranche du cylindre deux copiesXe on obtient une haltére de
Cheeger du typ€ ,, dansR™ (cf. section 2.1).

Ce domaine posséde un hyperplan de symétrie (I'hyperplan de recollement). Ngtlans
symétrie correspondante.

Afin d’étudier le cas compact, nous considérerons aussi la variété a bord de dimension
S% = 000, N ON* (Qp,., €St dans ce cas un domaineRI&+1).

Le lemme suivant est une conséquence directe de [1] et [2] :

LEMME 2.8.— Il existe une constantg(m) > 0 qui ne dépend que de, telle que pour tout
u, fi2,1(Qo,u) = A(m) etin 1(0Q0,,) = A(m).

Montrons alors le résultat suivant :
PROPOSITION 2.9. — Pour toutu, fiy,1(Q%) > A(m) etfiy 1(S*) = A(m).

Preuve. -Comme on I'a vu dans la preuve de la premiére partie du théoréme 2.1, il existe une
fonctionwy ,, sur €y ,,, antisymétrique (sous I'action dg) et telle quelim,, .o R(wo,») = 0.

Soit ug tel que pour touty < ug, R(wo.w) < A(m)/2. On raisonne alors par I'absurde en
supposant qu'il existe une valeur de< ug telle quefis 1 (%) = us2,0(2%) < A(m)/2. Soit f,,
une fonction propre non nulle correspondante f,, = us2 o(2%) fu, f. Satisfait aux conditions
de bord (N) etf,, est orthogonale aux fonctions constantes.

Notonsg,, la fonction sui, ,, obtenue par symétrisation g.

Cette fonction est orthogonale aux fonctions constantes ainsi qu’aux fonctions antisymé-
triques. De plus, elle est* sur , et vérifie 'équationA g, = 12 0(2%) g, presque partout
surl .

Par conséquent, les fonctiang ,,, g, et la fonction constantesont deux & deux orthogonales
et sont des fonctions-test sy ,, associées a des quotients de Rayleigh plus petitsidug /2.

Cela contredit le fait qué& ,, ne posséde que deux valeurs propres strictement plus petites que
A(m).
La minoration deu; o(S*) se fait de méme. O

Considérons a présent un domaine quelconque de dimensipr2 auquel on rattache un
domaine cylindrique de longueur> 0 fixée et de rayoru qui tend vers 0, ou une variété
riemannienne de dimension dont on excise une petite boule puiont on modifie la métrique
au voisinage du bord afin d’obtenir la métrique prodit] x S™ ! (u).

Nous allons donner des minoratis utiles pour la suite de certaines valeurs propres du spectre
des formes exactes de ces variétés.
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PRESCRIPTION DU SPECTRE DU LAPLACIEN DE HODGE-DE RHAM 277

Nous avons ici besoin d’expliciter un peu la construction de ces ensembleQ. Bodomaine
deR™. On déforme le bord d€ au voisinage d’'un point du bord de sorte qu’il existe, > 0
tel que les courbures principales soient toutes nulles dafsumoisinage dex.

Quitte a réduires., on peut supposer que contient une moitié de la boule euclidienne de
centrezr et de rayon:.. Nous noterons encofe ce nouveau domaine. On peut alors recoller un
domaine cylindrique de longuelr- 0 et de rayoru < u. (I'axe du cylindre étant orthogonal en
x a052). NotonsQ*! le domaine, difféomorpheQ, obtenu par cette construction.

Si (M, g) est une variété riemannienne de dimensionon modifie la métrique afin que
celle-ci soit euclidienne sur u?w.-voisinage d'un point. On excise alors une boule de rayon
u/2 (u < u.). Notons(M*", g), la variété & bord que I'on obtient ainsi. On modifie ensuite la
métrique (afin d’obtenir une métrique lisse) au voisinage du bord afin d’'obtenir la métrique
produit]0, 1] x S™~(u). Notons(M ™!, g*!), la variété riemannienne a bord ainsi obtenue.

PROPOSITION 2.10. — Il existe trois constantes;, as, az Strictement positives qui ne
dépendent que de telles que pour toup > 2 et toutu < u. /4,

a1

az 2
—_— aau
(@) T 03

ﬂLp(Qu"l) 2

etpourtoutp € {2,....,m — 1} (sim > 3) et toutu < u./4,

~ Mu’l, w,l > a1 )
:uL;D( g ) m + as u2

Preuve. -Commencons par I'étude des domainedidiens. Considérons le recouvrement de
Qw! schématisé en figure 2. Le domaine!:! est le domain€ ; le domaineQ*"? s’obtient de
la maniére suivante :

On se donne une demi-boule de rayon 1 a laquelle est rattaché (de facon lisse) un cylindre de
rayonl/4 et de longueut /4. L'ouvert™!2 est alors I'image de ce domaine par I'homothétie de
rapportdu (on suppose, sans nuire a la généralité wueu,. /4). Le petit cylindre de longueur
et de rayon: dont est munf2*2 est contenu dans le cylindre @', Le domaine2*!3 est un
domaine de bord cylindrique de longuéur v ; c’est donc un convexe de diaméete2!. Enfin,

Qubiz = Qubl nQui2 gt Qw23 = Qw2 0 Qwh3 sont des convexes de diameétre majoré par
2u.

— CommeN™b! est indépendant de ses valeurs propres le sont aussi.

— Par définition d€&2*"-2, il existe une constant&, > 0 qui ne dépend que de telle que les

valeurs propres non nulles 8“2 soient toutes minorées paf, /u>.

Fig. 2. Recouvrement d@*.
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— D’aprés le lemme 3.3 et la remarque 3.5, les premiéres valeurs propres non néites’de
sont minorées pak3 /u? oll K3 est une constante positive non nulle qui ne dépend que de
m.

— Afin d’estimer le spectre d&*“"'2 et de Q*/23, on utilise le théoréme suivant (cf.
théoreme 1.1 de [18]) :

THEOREME 2.11. — Soit{2 un domaine convexXxR” (n > 2) de diametre](£2). Il existe une
constante”; := C4(n) > 0 telle que pour toup € {0,...,n}

Ch
d()?’

NLp“))B

Il s’ensuit que les valeurs propres non nulles e 12 et de Q%23 sont minorées par

Kinter/u?, 0U Kiyer > 0 €St une constante indépendanteide
CommeH?P~1(Quwh12) = gp=1(Qwh23){0} sip > 2, le lemme de McGowan permet alors

d’affirmer I'existence de trois constantes, as, a3 strictement positives qui ne dépendent que

dem, telles que pour toyt > 2 et toutu < u. /4,

~ Qu,l > L
,ul,p( ) [LIZ2(Q) + a3 u2

Etudions alorg M ™!, g*!)

Choisissons le recouvrement suivantdé' :

L'ouvert M;“! est la variété\/*! privée du cylindre2u, I[ x S™ 1 (u).

Louvert M est le cylindrdu, I[ x S™ ! (u).

Lintersection)M;4' = M N M3 est alors le cylindréu, 2u[ x S™ 1 (u).

Alors :

- la variétéM{"l, munie de la métrique induite paf-! est quasi isométrique (avec des
constantes indépendantes @ea la variété(M", g). D'apres la proposition 3.3 de [13]
et le résultat de convergence de [3], les valeurs propres exactes (A) pouifdanes
sur (Mlu’l,g“’l) (p < m) sont uniformément minorées par rapport gar une constante
strictement positive.

— llestimmédiat que le spectre exact (A)(cM;’l, g™!) est uniformément minoré par rapport
au.

— De méme les valeurs propres exactes (Aj&g%5', g*!) sont plus grandes qui/, .. /u2,
ou K/ ... > 0ne dépend pas de

On conclut par le lemme de McGowan, sachant di® ! (Ju,2u[ xS™ 1(u)) est nul si

2<ps<m—-1. 0O

Nous allons a présent établir le lemme 2.7 annoncé en début de section. Ce résultat sera
fondamental dans la preuve du lemme 2.13.

Preuve du lemme 2.7.1) Etude déJ} (u).

Premiére étape : L'applicatiofiy de la section 2.1, qui permet de définir 'ouveérf (u),
est une quasi-isométrie entre le proddif(u) x S? et UY(u). Les constantes de cette quasi-
isométrie sont indépendantes dear la distance entr&? (u) et le centre 0 ne dépend pas de
u. Ainsi, par la proposition 3.3 de [13] (contrdle du spectre par quasi-isométries) il suffit, pour
montrer le lemme, de minorer les premiéres valeurs propres non nulles du spectre des formes
exactes (avec conditions de bord absoluesptie:) x S?.

Deuxieme étape : Par la formule donnant le spectre d’'un produit, il suffit de minorer les
premiéres valeurs propres exactes absolug3{de).
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1. Minoration dejiy 1 (OF (u)).
Minorer ji1 1 (0¥ (u)) signifie minoreru; o(OY (u)). Mais cela provient de la proposition
2.9.
2. Minoration dejiy ,,—p (0% (u)).
Elle provient du théoreme de Faber—Krali{f (u) est un domaine d&" 7).
3. Minoration deii; 1 (O% (u)), k€ {2,...,n—p—1}.
C’est une conséquence directe de la proposition 2.10 (avea: — p eti = 1/5).
2) Etude d&VF (u).
Comme précédemment, il suffit d’étediles valeurs propres du prodi$it—! x S*, ouS* a
été définie plus haut et est ici de dimension p + 1.
Le résultat provient alors des propositions 2.2.&0 ainsi que de la formule donnant le spectre
d’un produit. O

2.2.2. Application : minorations indépendantes de:

Comme annoncé en introduction de cette section, nous nous intéressons ici aux valeurs propres
des domaine§), ,, qui ne tendent pas vefsavecu. Le cas des haltéres de Cheefgr,, est
classique (voir section précédente).

Nous donnons ici des estimations du spectre des foexastegA) de 2, ,, (lemmes 2.12 et
2.13), poum compris entrd etn — 2. Le théoréme de décomposition de Hodge permet alors de
revenir au spectre non nécessairement exact.

Nous donnons ensuite le cas des- 1)-formes (A) sur2,_1,, = Qn—2,u-

Intéressons-nous a présent a la premiere valeur propre poLiféesies exactes (A) sur les
domaines?, ,, (0 < p < n — 2). Cette valeur propre demande une étude particuliere. En effet,
quel que soit le domaine (connexe) que I'on étudie, le lemme de McGowan (tout comme le lemme
classique de minoration des valeurs propres du probléme de Neumann en fonction des valeurs
propres d’'un recouvrement ouvert, voir corollaire 4.65 de [16]) permet de minorer au mieux
la deuxieme valeur propre pour lésformes exactes (A) (tout domaine connexe possédant un
espace de dimensiande fonctions harmoniques (N)). lraéthode sera donc ici d'utiliser les
symétries des domain€y, ,, afin de se ramener & des domaieie I'on a déja étudiés.

LEMME 2.12. — Il existe une constante positive non nulle(n) qui ne dépend que de> 3
telle que pour toup € {1,...,n — 2} et toutu < 1/10,

/11,1 (Qp,u) = CVl (n)

Preuve du lemme 2.12.Gonsidérons le recouvrement €% ,, constitué de I'ouvert/? (u)
étudié a la section précédente,st-@-dire de la partie épaisse £l ,, et du convexe central
(partie fine)U (u), de diamétre< 1.

Par le lemme 2.7, nous avops o(UT (u)) > C1 et, d'apres le théoréme 2.11,

p1,0(US (u)) = C1,

ou C est une constante non nulle positive indépendante. dénsi, le corollaire 4.65 de [16]
donneus o(p..) = Cf.
Supposons que lorsque tend vers 0,u10(£2,.,) tende vers 0. Commes o(€2p..) est
uniformément minoré, la multiplicité de; o (©2,,.,) est, pour: assez petit, exactement 1.
Rappelons que la partie épaisse{tle, a été construite a partir d’'un voisinage de la sphére
unité S? € RPH c R® = RPH x R"~P~1, || s’ensuit que les domainés, ,, sont invariants par
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les éléments du groupe

G:{(R 0 ),RESO(p+1,R)}<SO(n7R).
0 In—p—l

Soit f,, une fonction propre non nulle pour les conditions de Neumanrsyy, associée a
11,0(Qp..). CommeG est connexef, est également invariante sous I'action@eConsidérons
alorsle domainézp_,u =Q,,. N P, ouP estun hyperplan quelconque contengit x R~
Ce domaine n’est autre qu’une copie{dg_, ,, en dimensiom — 1. Notonsfu la restriction de
fu an «. Cette fonction est non nulle et invariante phrOr a cause de I'invariance gg sous
l'action deG, R(f.) = R(f.) (ainsi,lim, .o R(f,) =0) eth fu=0.

Lorsquep = 1, on raisonne alors comme dans la preuve de la proposition 2.9::

Il existe une constanté(n) > 0 indépendante de, telle queys (21 .) > A(n).

Mais les fonctionsf,, (symétrique),wo ,, (antisymétrique, cf. preuve du lemme 2.9)let
(fonction constante), s@l,u sont deux a deux orthogonales et sont associées a des quotients de
Rayleigh qui tendent veisavecu, ce qui, par le principe du Min/Max, est une contradiction.

On montre alors, pour tout > 4, le casp > 2 par récurrence. O

Dans les lemmes suivants, on s'intéresseaformes en générah(> 3, p € {1,...,n—2}).

LEMME 2.13.-Soitn > 3. Il existe des constantes positives non nLﬂTe(srL,p), 1=1,2,qui
ne dépendent pas de telles que
pourtoutpetge{1,...,n—2},q#p+1
ﬂl,q(Qp.,u) 2 C’l(nap)v
/12,p+1(Qp,u) >
De plus, pour toup € {1,...,n — 2},

21, (L) = i1 p1(Qpu)-

Preuve. -Le casp = 1 vient d'étre traité au lemme 2.12. La suite repose sur le lemme de
McGowan. Considérons le recouvrement suivantXe, (voir schématisation en figure 3) :
le premier ouvert/7 (u), est la partie “épaisse” d@,, .. Le second[/} (u), est le domaine
convexe lissé difféomorphe au produit?*1(0,1/2) x B"~P~1(0,u). Enfin, lintersection
UP(u) N UL (u) = U, (u) est un voisinage d&?(7/10) qui se rétracte sus?(7,/10).

Nous avons :

H(Ufy(u)) ={0} siq¢{0,p}
=R siqe{0,p}.
— Minorants du spectre exact & (u)
Par le lemme 2.7, nous avons :

Vqe{0,...,n}, /ll,q(Uf(u)) > K,

ol K est une constante positive non nulle indépendante de

— Minorants du spectre exact 6&, (u)
Cet ouvert est I'image par la quasi-isométfig introduite en section 2.1 du produit
Cp(u) x SP ou Cp(u) est un domaine convexe d&'~? de diamétre< 1. De méme que

4€ SERIE— TOME 37 — 2004 N° 2



PRESCRIPTION DU SPECTRE DU LAPLACIEN DE HODGE-DE RHAM 281

Uﬁ(u)

COVRECD

U

~

Uf (u)

A\‘

Fig. 3. Schématisation du recouvrement(ijg, .

dans la preuve du lemme 2.7, les constantesetie quasi-isométrie ne dépendent pas de
u. Ainsi, d’apres la proposition 3.3 de [13], il suffit de contrdler le spectre exact absolu du
produitC), (u) x S? muni de la métrique canonique. Mais par le théoréme 2.11, les premiéres
valeurs propres non nulles d&,(u) sont minorées par une constante strictement positive
indépendante de. Donc, par la formule donnant le spectre d'un produit, nous avons les
minorations uniformes pour?; (u).
— Minorants du spectre exact 8& (u) :
Cela provient a nouveau du théoréme 2.11.
Les minorations données ci-dessus permettent d’appliquer le lemme de McGowan :
Commedim(H 4~ (UY,(u))) = 0 lorsqueg # p+1, i1 4(Qp,.) €St minorée indépendamment
dew pour ces valeurs dge#p + 1.
En particulier, pour toup € {1,...,n — 2}, une forme propre non nulle poyys ,(2,..) ne
peut étre exacte puisquien,, .o (t1,,(Q2pw) = 0. AiNSi, p1p(Lp.w) = f1,p+1(2pu). Linégalité
inverse étant toujours vérifiée, nous obtenops; (2 ) = f1,p+1(Qpu)-
Maintenantdim(H? (U}, (u))) = 1 pourtoutp € {1,...,n—2}; donc le lemme de McGowan
donne encore un minorant indépendant.g®ur iz ,4+1(Qp.). O

L'objet de la suite de cette section est d’étudier les valeurs propres des spféres.,) qui
ne tendent pas vefsavecu.

LEMME 2.14. —Il existe une constante positive non nullg; (n) qui ne dépend que de> 4
telle que pour toup € {2,...,[n/2]} et toutu < 1/10,

1,1 (8™, gpu) = Co,1(n).

La preuve est la méme que pour le lemme 2.12.

LEMME 2.15. — Il existe une constante positive non nL(f]é(n) qui ne dépend pas de telle
que pourtoup € {1,...,[n/2]}

U2,p(S™, gp,u) 2 él(”)v
71.4(S™, gpu) = C'(n) siq#p, ge{1,...,[n/2]}.
Preuve. -Le casp = 1 a déja été traité dans la premiére partie de la preuve du théoréme 2.3.
De plus, le cap > 2, ¢ =1 provient du lemme 2.15. Intéressons-nous aucas2, ¢ > 2. On
applique encore le lemme de McGowan4, g,, ,) en choisissant le recouvrement donné par
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les deux ouvert§’? (u) et V¥ (u) = UL ™" (u) N 0D, 1., = BP(0,1/2) x S"P(u) (U, ici, les
domaine€/? " (u) etQ,_, ., sontdes ouverts d&" ). L'intersectionV? (u) NV (u) = V& (u)

a méme cohomologie absolue que le prodiit! x S*~P. En particulier, siy € {2,..., [n/2]},
HI~1(SPr=1 x §7~P) est isomorphe & si ¢ = p et est nul sinon. De plus, les valeurs propres
non nulles dé/% (u) sont minorées par une constante strictement positive indépendanteale
conclusion résulte alors du lemme 2.7

Les lemmes 2.13 et 2.15 complétent la preuve du théoréme 2.3.

Remarque2.16. — Les métriques construites skit au théoréme 2.3 possedent exactement
une petite valeur propre pour leformes exactes et une petite valeur propre pouflesp+1)-
formes exactes. Il n'y a pas de petite valeur propre pour les autres degrés. Les deux petites
valeurs propres se déduisent I'une de I'autre par dualité. Toutefois, au niveau de leur construction
géométrique, leurs provenances sont différentes. La petite valeur prpprprovient de la
disparition degp — 1)-formes harmoniques non nulles lors de la transformation (par chirurgie)
de SP~1 x Sn~P*l en une sphéré™. La variété a bord intermédiaire egf (u) qui possede
un espace dép — 1)-cohomologie réelle de méme dimension que celuiSde! x §m—r+!
(carp < (n + 1)/2); cette variété n'a pas de petite valeur propre pourplésrmes exactes
vérifiant les CB (A). En revanche, la petite valeur propre,_,+1 sur (S™, g,.,) apparait déja
sur les variété¥” (u) (comme petite valeur propre pour les— p + 1)-formes vérifiant les CB
(A)). En effet, déja lors du passage &' x S"~P+1 aVP(u), il y a, contrairement au degré
p — 1, disparition de I'espace de cohomologie en degrép + 1. Notons quel”(u) possede
également une petite valeur propre en deg(€B (A)) provenant de la disparition desformes
harmoniques d&?~! x S"=P*1 (H"(VF(u)) = {0}). Cette petite valeur propre ne se retrouve
pas sur(S™, g, ..) ; la raison en est quB ™ (S™) est, de méme que posP—! x S"PT1 égal &
R.

3. Obtention de grandes valeurs propres a volume fixé

Nous donnons ici une construction qui permettegpdescrire le volume dans nos théoremes
de prescription (sauf pour les fonctions et leformes qui vérifient les CB (A)).

Nous obtenons en particulier que 'inégalité Weinberger (voir [24]) ne donne un majorant
de la premiére valeur propre non nulle, qui ne fait intervenir que le volume, que dans le cas des
fonctions et (par différentiation des fonctions propres) bésrmes (A).

THEOREME 3.1. — Soit un domain& C R™ (n > 2).
SoitA, un réel positif.

Il existe un domain& 4 € R™ difffomorphe &2 tel que:
— Vol(f24) = Vol(Q?),

— Pourtoutp € {2,...,n}, u1,,(Qa) > A.

Remarque3.2. — Une telle propriété était déja connue pour les variétés compactes (voir [19]).
Nous utiliserons d’ailleurs ce dernier résufpaur la prescription du volume dans le cas compact
(sauf pour les fonctions et lds (n — 1) etn-formes).

La premiéere étape de la preuve consiste a estimer le spectre du produit d'un intervalle par une
boule :

LEMME 3.3. - Soit, pourn > 2, C, 1., 'ouvert cylindrique B~ (r) x ]-1,1[, oul etr sont
deux réels strictement positifs.

Alors, il existe une constantd > 0 indépendante dé et der telle que pour toutp €
{2,...,n}, iminf, oo p1,p(Crpr) = A/
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Remarque3.4. — Notons que I'ouved, ; . ne posséde pas un bord lisse. Toutefois, dans [7]
et [8], Cheeger définit la théorie spectraleaetaines variétés singuliéres. Les ouveélls .,
qui sont convexes, entrent dans ce cadre. On peut trouver dans [15], un résumé succinct de cette
théorie que nous utilisons ici.

Preuve du lemme 3.3.Soit p € {2,...,n}. Soit, H,(B"1(r)x]-1,1]), le sous espace
vectoriel de L2(B"~'(r)x |-l,1[) engendré par les produits geformes propres (A) sur
B"~1(r) et de fonctions propres (A) sil, ([ ou de(p — 1)-formes propres (A) suB™*(r)
et del-formes propres (A) su,![. Si a A 3 est un tel produit, oa est associée a la valeur
propreu et ala valeur propre’, a A 8 se trouve dans le domaine du Laplacien (A) sur I'ouvert
singulierB™~1(r)x ], 1] et est associée a la valeur propre- 1.'.

De plus, nous avons

Hy (B 1(r)x ], 1) = L2(B" " (r) x ]-L,1[).

En effet, les produits de formes lisses a support compact sont densds;das ' (r)x |, 1[) ;
de plus, si un tel produit est orthogonat& (B™~*(r)x |-1,1[), alors il est nul.

Ainsi, comme sur un domaine de dimensiom > 2 (en fait de dimensionm > 1),
difffomorphe a une boule, il n'y a pas geormes harmoniques (A) pour> 1, nous avons
alors, pour toup € {2,...,n}, laformule :

111, (Crir) = inf { g1, (B" (1)), pi1,p—1 (B" (1)) + pa1 (], 1)) },
ce qui achéve la preuve du lemmex

Remarque3.5. — La propriété de I'ouvert-prodwt, ; » donnée par le lemme 3.3 est encore
vérifiée si on liss€,, ; , (voir annexe B).

On minore les valeurs propres du domaine lissé, paue, en utilisant le lemme de McGowan
et 3.3 (il suffit de prendre pour recouvrement deux ouverts indépendahtusteextrémités de
cylindre lissé, ainsi que le cylindre central non lissé).

Remarque3.6. — Le lemme 3.3 et la remarque 3.5 montrent qu'il est possible de construire
des domaines convexes de voluirevec des valeurs propres aussi grandes que I'ont veut. Ainsi,
le théoreme de Weinberger n’est pas satisfait dans le cas des formes différentielles de degré non
nul (pour les CB (A)), méme en se restreignant a des domaines convexes.

Preuve du théoréeme 3.1 (idée)lidée de la construction est de reli€r a un domaine
cylindrique de rayon fixé et de grande longueur de sorte que :

— ce nouveau domaine est difffomorphe,a

— le volume du nouveau domaine est arbitrairement grand,

— la premiére valeur propre non nulle pour feformes (A),p € {2,...,n} est minorée par

une constante strictement positivelépendante de la longueur du cylindre.

Ce dernier point repose sur le lemme de McGowan et le lemme 3.3.

Une homothétie donne alors le résultat.

Nous omettrons ici les détails de la preuve (trés similaire au travail de [19]). La démonstration
compléte se trouve dans [17]O

Remarque3.7. — La longueur du cylindre que comporte le domdinhe est d’autant plus
grande que le minorant est grand.

De plus, grace au lemme de McGowan et au lemme 3.3, il n'est pas difficile de montrer
I'existence d'une constant€(n) > 0 indépendante déel telle que si I'on rallonge le cylindre
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d'une longueurl > 0, les valeurs propres du domaine correspondant restent minorées par
C(n) A.
Cecireste valable lorsqu'il s’agit de variétés compactes.

Remarque3.8. — Les théoremes 2.1, 2.3 et 3.1 reposent sur des phénomenes topologiques.
En effet, un domain& étant donné, il possede, en degréoujours de la cohomologie absolue
et ne possede jamais de cohomologie relative. En revanche, on a beaucoup plus de liberté dans le
cas des formes différentielles. En effet, les bouleRtte(rm > 2) n'ont jamais de cohomologie
absolue, en degré plus grand ou égal Mais pour tout entiep > 1, il existe un domaine qui
posséde de la cohomologie relative en deg(# suffit de choisir un voisinage tubulaire d’une
sphére de dimensian— p).

Le premier fait permet de montrer le théoréme 3.1 ; le deuxiéme est a la base du théoréme 2.1
(2). Le résultat de [19] ainsi que le théoreme 2.3 reposent sur le méme phénoméne.

Remarque3.9. — Nous construisons de grandes valeurs propres a vdlpoer les(n — 1)-
formes (A). Mais dans [19], Gentile et Pagliara n’obtiennent de grandes valeurs propres sur les
variétés compactes que paug p < n — 2. Cela s’explique par le fait qu'il n’y a pas d’influence
du spectre des fonctions (A) sur celui deformes (R) sin > 3 (alors que pour les variété sans
bord, le spectre des fonctions se retrouve, par différentiation, sur le spectre dés 1 &}-
formes).

De plus, dans la preuve de notre lemme 3.3, on minore la premiére valeur propre pour
les (n — 1)-formes (A) du produit d’'un long intervalle par une boule de dimension 1,
indépendamment de la longueur de l'intervalela est possible puisqu’une telle boule ne
possede pas dg — 1)-formes harmoniques (A). Mais minorer la premiére valeur propre non
nulle pour les(n — 1)-formes (A) du produit d'un intervalle par une sphére de dimension
n — 1, indépendamment de la longueur de l'intervatiest pas possible puisqu’une telle sphére
possede deg: — 1)-formes harmoniques, d’ou la restriction du résultat de [19].

Remarque3.10. — Les domaineQ 4 du théoréme 3.1 auront un rayon interne d’autant plus
petit queA sera grand. En fait, le rayon interne est un paramétre nécessaire pour conserver un
contrdle par le haut des valeurs propresQ2Stst un domaine euclidien d&* (n > 2) et p est
son rayon interne, il existe une constattg > 0 qui ne dépend que de la dimension, telle que
pour toutp € {0,...,n}, u1,(2) < C,/p?. La preuve est classique.

4. Prescription : cas desdlomaines euclidiens
4.1. Existence de),

4.1.1. Premiére étape

Le théoreme 2.1 donne (quitte a utiliser des homothéties) I'existence de domaines difféo-
morphes a des boules euclidiennes, de diametre contrdolé, tels que la premiére valeur propres
(pour lesp-formes (A)) est fixée a I'avance alors que la seconde est aussi grande que I'on veut.

Nous allons obtenir ici le méme résultat sur des boules topologiques auxquelles est rattaché
un cylindre de petit rayon.

Plus précisément, le but de cette étagtede montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1. — Soient trois réeld}, > 0, Dy > 0 eta > 0.
Il existe une suite strictement décroissafitg,)..cn+ de réels positifs, qui tend ver® et,
pour toutp € {2,....,n — 1} et toutk € {1,..., K}, une suite de domaings$, k. . )men-
difféomorphes a des boules, telles que pour toabut & et toutm :

4€ SERIE— TOME 37 — 2004 N° 2



PRESCRIPTION DU SPECTRE DU LAPLACIEN DE HODGE-DE RHAM 285

TaB. 1
Récapitulatif

Qp_1u (pe {2,...777,—1})

1,p tend verd) avecu
f12,p minorées par une constante
f1,q,9€4{2,...,n =1} \ {p} strictement positive indépendante de

— f1,p(Qp km) = Bk,

- ﬁ?,p(ﬂp,k,m) 2 100 /]K,py

= [i1,¢(Qpkm) = afir p, pOUrg € {2,...,n— 1} \ {p},

— Vol(Qp k.m) < Vo,

- diam(ﬂpykym) < Dy,

— chaque domaing,, ;. ,,, est muni d’'un cylindr€,, de longueutD,/2 et de rayore,,.

Remarque4.2. — Le réela sera déterminé dans la preuve du lemme 4.15. Ce sera une
constante qui ne dépendra que de la dimension

On utilise ici les domaines construits dans la section 2. Considéronspgo{&,...,n — 1},
la famille de boules topologiqué®,—1 .,) Nous récapitulons les propriétés spectrales de
ces domaines dans le tableau 1.

Quitte a utiliser une homothétie de rapport camsele, on supposera que les domaifgs; ,,
(p€{2,...,n— 1}) ont un diamétre strictement plus petit ql)g/2 et un volume strictement
majoré pany /2.

On recolle maintenant a la partie épaissedgs; ,, le domaine cylindrique

ug1/10°

10, Do[ x B~} (eo),

ol B"~1(eg) désigne la boule euclidienne de dimension- 1 et de rayone, > 0 (le réel

€y est choisi assez petit pour que, d’'une paat,cbnstruction ait un sens et que, d'autre
part, les domaines obtenus aient un diameétre et un volume strictement majo®@gs pa¥}
respectivement). On lisse I'ouvert ainsi obtenu comme indiqué en annexe B.

Notation 4.3. — Nous noterons, popre {2,...,n — 1}, Q,, , ., les domaines ainsi obtenus.
\oir figure 4.

D’aprés la proposition 2.10, il existe une constante 0 indépendante de, telle que
£1,p(Qp1/10,60) = C-

D’autre part, les minorations récapituléesdée tableau 1 ne sont pas affectées par I'ajout du
cylindre. Plus précisément :

Fig. 4.Qp,u,e; -
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LEMME 4.4. - |l existe une constani€ > 0 indépendante de < 1/10 et dee telle que:

- ﬂQ,p(Qp,u,eo) 2 Cl,

— pourg € {25 RN 1} \ {p}* ﬂl,q(Qp.,u,eo) 2 c.

Preuve du lemme 4.4.G’est la méme preuve que celle du lemme 2.13 : |la partie épaisse du
recouvrement utilisé pour applier le lemme de McGowan est cette fois rattachée au cylindre
de rayoneg ; mais ce cylindre ne perturbe pas, d'apia proposition 2.10, les minorations du
spectre de cette partie épaiss&

Fixons a présente {2,...,n —1}.
1. Supposons dans un premier temps @g, Soit plus petit ou égal a

c/
[io.p :=infq c, ————— ».
Hop =10 {C’ max{lOO,a}}

Le réeleg et l'entierk € {1,..., K} étant donnés, il existe alors, par continuité des valeurs
propres d&?, ., ., par rapport au paramétre> 0, ux, < 1/10 tel que
= 11.p(Dp,uy.co) = Fkps
- /12,17(917,%60) =100 ﬁK,p'
- ﬁl,q(Qp,u,eo) > O‘ﬂK,pa pourg € {2a ceey M= 1} \ {p}’
— Vol(Qp u.e0) < Vo,
— diam(Qp,uy,e0) < Do.
2. Plagons-nous dans un second temps dans le ¢ag QU fio p-
Notonshj = +\/fio,p/ LK ,p-
Comme dans le cas précédent, on peut construire un dofgipe, , tel que :

o~ ’ _~ £0,p
Mlap(QP-,uk-,éo) = Pkp fie

— fizp(, 4 c0) = ¢ =100 fig p,
= 1,q(Qpue,) = ¢ = figp, pourg € {2,...,n —1}\ {p},
— Vol (€] )< Vo,

p,ur,€o0
- diam(Q}, ,,, ,) < Do.
Soit alorsQ,, v, ., 'image deQ;, ,,, ., par 'homothétie de rappoft; < 1. Nous avons :

- ﬁl,p(Qp,uk,eo) = [Uk,ps

- /12,17(917,%60) =100 ﬁK,p'

= [i1,4(Qpyusen) = @ fig p, POUrg € {2,...,n — 1} \ {p},

— Vol(2p us.e0) < Vo,

— diam(Qp,uy,e0) < Do.
Les ouverts),, ., , sont munis d’un cylindre de rayon inférieur ou égajal a fin de la preuve
de la proposition 4.1 est alors aisée.

Notation 4.5. — Nous poseronsg = max{fix. 2,...,bK,n—1}-

Remarque4.6. — Le contrdle du volume des boulgge I'on va rattacher au domaine initial
est nécessaire afin de prescrire le volume.

De plus, afin de ne pas avoir d’'interférences entre les valeurs propres que I'on veut prescrire
pour les(n — 1)-formes exactes (A) et le spectre des fonctions (D), nous aurons besoin de
travailler dans un cylindre de rayon suffisamment petit.

Ainsi, dans toute la suite, nous fixerovigset D, de sorte que :

__Vol()
- Vo= 3(n—2)K'’

— Ao(B"1(10 Do) > 100 fix, ou B"~1(10 Do) est la boule euclidienne de dimension
n — 1 et de rayon 0 Dy.
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4.1.2. Deuxieéme étape
On se donneB(?,..., B{"™, n — 2 boules fermées dér* )%, de centrg(1,...,1), non
réduites au pointl, ..., 1), de rayon plus petit ou égalld 10, qui respectent la non multiplicité :

Vpe{2,...,n—1}VEW € BY, i, /677 < < fir /€L,
Nous poserong, = B{*) x --- x B{" "),

Notation 4.7. — Pour toup € {2,...,n — 2}, toutk € {1,..., K} et tout
£r =(g”,....e) e BY

soit Q£<p> , l'image de}, ;. ,, par 'homothétie de rapposép). Quitte a réduire le rayon des

boulesB{® ..., B{" ", ona encord/ol(Q ) < Vo etdiam(Q ) < Do.
E ko

4.1.3. Troisieme étape
Nous allons maintenant recoller les domaim%&) . a un domaine difffomorphe Q, tel
o,

que, pour touly € {2,...,n — 1}, la premiére valeur propre non nulle pour lggormes (A)
soit assez grande. Ce domaine devra avoir un diameétre assez grand pour que I'on dispose de la
place nécessaire pour lui recoller tousﬂeésp) . De plus, il nous faudra contrdler son volume.

Enfin, il nous faut travailler dans un tube ‘de rayon plus petitquB, (voir remarque 4.6). Or
le théoréme 3.1 et la remarque 3.7 nous donnent justement I'existence d’un domaine adéquat :

Soit un réelg > 0 (cette constante sera précisée dans la preuve du lemme 4.15); il existe
un domaineQ)’ a bord lisse, difféfomorphe 8, tel que, pour toug etp € {2,...,n — 1},
p1,4(Q) = 6 i (voir notation 4.5). Ce domain®’ posséde un cylindrel de longueur plus
grande quel0n K Dy ; son volume vaulVol(£2)/3. Enfin, si I'on rallonge le cylindre d'une
longueur! > 0, on peut supposer que le bas du spectre non nugdesmes (A) g € {2,...,

n — 1}) reste minoré pag jix .

Notonse 4, le rayon du cylindreA.

Quitte a utiliser une homothétie de rappaonvenable, on peut supposer g(é est
effectivement contenu dans un cylindre de rayon plus petitiguB, (I'axe de ce tube étant
parallele a celui du cylindre de’).

Considérongn — 2)K pointsmy 2,...,MK2,...,M1 n-1,---, MK n—1 du bord ded. On
choisit ces points de sorte que les normales en ces poftitsaient deux a deux paralléles ; de
plus, on peut supposer que les demi-cylindres d’axes respectifs ces demi-droites normales et de
rayon4 D ne s'intersectent pas entre eux et n’intersectentlas

Donnons-nous alorst = (@) ... ¢»=V) ¢ By. Pour toutpe{2,...,n—1}, tout
ke{l,...,K} ettoutm € N*, on recolle alors &' (n — 2) K domaines cylindriques d’axes
respectifs les normales@®Y’ enmy 2,...,MK2,...,M1n—1,-.., MK n-1, de rayorf,(f’) € €t

de Iongueuf,(f) (on peut supposer qug < €.4/3). Le lissage de I'ouvert s’effectue en suivant
la méthode indiquée dans I'annexe B.

Notation 4.8. — Nous appellerori3; ,,, le nouveau domaine ainsi construit.

On peut alors rassembler; étant donné, chaqlﬁg(m avec§l n,, le long de 'embout
correspondant, de sorte que l'intersection de chacun des deux cylindres ait une longueur
5,(3’)/2 + 25,(37) €m/10. Voir figure 5; sur ce dessin le domaine du typg,, est représenté, pour
plus de clarté, par des boules et non par des haltéres -ce que nous ferons dans tous les dessins qu
suivront.

Notons temporalrememft”fépm ce nouveau domaine.
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Remarque4.9. — Le domainél, m qui consiste ef)’ auquel on recolle des cylindres, est un
domaine intermédiaire entfe etQ

Nous introduisons ce domaine af|n de pouvoir effectuer facilement le recollemenf®mtre
les ouverts de tpr££p>7m, tout en restant dans la classe des ouverts a bord.lisse

Par contruction,

Vol(€2)
3

Vol(©2) 2 Vol(2)
3n—2)K 3

Vol (5,) <

adm +(n-2)K

tmp
,€,m

Notation 4.10. — Soif2; ¢ .., le domaine obtenu alors (cf. figures 5 et 6).
Par construction, pour togsetm, 2 ¢ ., est difféomorphe & et posséde le méme volume.

Il ne reste plus qu’arallonger le cylindsé de ) afin d’atteindre le méme volume q@e

Remarque4.11. — Ces domain€;; ¢ ,, sont contenus dans un tube de rayon plus petit que
10 Dy. Par conséquent, pour tagiet toutm, 1, (Qem) > ik n—1-
Notation 4.12. — Nous noteron@’&m le domainef) ,,, dont on a rallongé le cylindre de

la méme longueur quy"” . Ainsi, Qp¢em peut se voir comm@gm auquel on rajoute les
domalnesﬂfip),m

;Lfm

— = Qem
o : le(cp)’m :
24 st T
—
| .
(p)/2|
><—>'

Fig. 5. Jonction des deux cylindres.

Qge) Qgggfn’m
N
_2
j I}U Q )“ I 2€ 4
B |// \\| A \\ |
N << —-> W
Qg,m %, "

Fig. 6. Qﬂyéym.
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Enfin, nous aurons aussi besoin de considérer le dorfizipgconstitué du domain@’ dont
on a également rallongé le cylindre de la méme Iongueu@@ém.

4.1.4. Quatrieme étape

Cette étape consiste a prouver, pour pabmpris entre etn — 1, un résultat de convergence
desK premiéres valeurs propres pour jeformes (A) de la suite de domain€s, ¢ ..., lorsque
m tend verst-oo.

PROPOSITION 4.13. —
— L'application
BO - (Ri)(n72)K7
E (112 Qgm)s s i 2(Qgom)s - s =1 Qg )s - s i n—1(Qjaem))
est continue.
— On ala convergence

Mk,p
m—-+o00 g(p) 2°

Vp€{2,...,n—1},Vke{l,...,K}, ﬂk,p(ﬂﬂ,f,m)

Montrons la proposition 4.13.

Le premier point est une conséquence de la proposition 3.3 de [13].

Le second point est plus délicat. Nous le démontrons dans les pages qui suivent.

Considérons un entier donpés {2,...,n —1}.

Nous devrons montrer que les formes propres exactes associéds ptemieres valeurs
propres (fir,p(Qi.e,m))1<k<kx S€ concentrent, lorsque: tend vers+oo, sur les domaines
respectifsi)§<p)_m

k
Considérons, poys € {2,...,n — 1}, les ensembles de domaines :
O(;D) = {Q£§p)7m, ceey Qég).’m}.

Il s’agit des domaines qui donneront le spectre;gésrmes exactes.

Notation 4.14. — Pourn e N*, p € {2,...,n — 1} et{ € By soit Q%) " le domaine obtenu

[,€,m?

de la méme fagon que; ¢ ,, mais sans recoller les domaines de I'ensend®{e .

LEMME 4.15. — Il existem,, € N* tel que pour toutn > m, et tout{ € By,

i p(QF) ) = 5.

Preuve. -l s’agit d'une conséquence de la proposition 2.10 et des propriétés spectrales des
domaines du typ@£<q> . via le lemme de McGowan.
v

On considere le recouvrementﬂ%”) constitué par :
— les domaineQ£<q) yked{l,. K} q#p,

- le domalneﬂ’ m (voir notation 4.12).
D’apres la proposmon 2.10 et la remarque 3.7 et puisguarie dans un compact, les valeurs
propresi p( ) Sont minorées par une constantgs) > 0 qui peut étre rendue aussi grande
gue I'on veut pourvu gug etm soient assez grands.
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Notons que, dans la proposition 2.10, on étudispectre d’'un domaireuquel on rajoute un
seul cylindre. Toutefois, le résultat est le méme si I'on rajoute plusieurs cylindres (en nombre
fini).

De plus, sig # p, etk e{1,...,K}, [Llyp(ﬂgl(cq%m) > afikp.

Enfin les intersections des ouverts du recouvrement sont des domaines convexes de diamétres
respectiff,(cq) /2.

D’apres le théoréme 2.11, les valeurs propres (exactes) de ces intersections sont minorées par
une constante positive non nulle qui ne dépend que de la dimension. De plus, ces intersections
ne possédent pas de cohomologie absolue en degré différent de

Par le lemme de McGowan, il existe trois constamates0, b > 0, ¢ > 0 qui ne dépendent que
de la dimension, telles que
a

i (¥em) > T
o C

D’ou le résultat, pourvu que et 5 soient choisis assez grands, ce choix ne dépendant que de la
dimension. O

Nous allons maintenant donner la premiere é@péa preuve de la convergence du spectre,
a savoir I'étude de la limite supérieure d&s premieres valeurs propres non nulles pour les
p-formes exactes (A) d€; ¢, lorsquem tend vers+oo :

LEMME 4.16.—Soitp € {2,...,n — 1}. Pour toutk € {1,..., K},

. ~ ~ 2
T sup jig (g, ,m) < finp /647

m——+oo

Avant de prouver ce lemme nous aurons besoin de montrer qu'une forme propre dont on
contrdle la normelL? sur le domaine(lé<p> ., tend versO au bout du cylindreC,, . Plus

. , - k ’ e N
précisément, som£<p> ., unep-forme propre exacte (A), de norne surQ) . , associée a
k k

~ ~ 2
la valeur proprmLp(QE;f)ym) = Mk,p/é“,(f) _
On peut écrirenyf(p) = do/f , ou a;(p) est une(p — 1)-forme propre coexacte (A)
k Cre oM

(p)
PG
associée également a la valeur prqmg/g,(fn.

Notons qugz(a/gff),m) = ||d0/51<€p)’m||2/|‘a;)<€p)7m||2- Donc

_ HOZE;;)MHQ

®2°

1 = -
Nkyp/fk

H%;f),m

En particulier,Ha’f@) || est bornée indépendammentide
PO
Soit alorsfy, une fonction lisse suﬂé(p) ,, telle que : sur le cylindref, ne dépend que de
e

I'abscisse le long de I'axef, vautl sur une IongueLﬁ,ip) en partant de I'extrémité, puis décroit

jusqu’ao sur une Iongueu;‘r,i”’/G ; fo vaut alors) sur le reste du domaine (voir figure 7). Notons
gue le gradient d¢, est borné indépendammentae

LEMME 4.17.— Nous avons

i Moo JE=0 et lim Io(ocgp I3 =0
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Q€<p>

7 N fo:O

Fig. 7. Fonctionfo surQE(p) -
I

Preuve. -La preuve repose sur le fait que, paug p < n — 2, la premiére valeur propre du
spectre deg-formes coexactes du cylindre tend verso lorsquem tend verstoco.
Nous allons montrer tout d’abord qugfo ) m) est borné indépendamment de Par
o

définition,
(e ) =ldfoagm 3410 foaewm I3

Mais d fo )y = d fo A O + fo dafip))m. Donc

[dhagn ali= [ ldfonage,

Qe,m
+ / 2fod fo /\agl(cp).’m /\*dagl(cp)ym + / |f0 daé,(f),mP
Qpem Qpem
=1+ 1)+ Is.

Mais
Li<ld folloollagw 13-
2. I <2| fod follos llagen , I3 I dergin I3
3. Is <[ foll | [dagin 13
Commeaglip)_’ est propre, associée a la valeur prop;gq)/g (p)2 (qui est majorée indépendam-

ment dem et méme dg), et qu’elle est de normg, ||d fo er) mH% est bien majorée indépen-
o,

damment den.
On démontre de méme qu|&$f0a£(p>m||§ est bien majorée indépendamment de
FAA

Maintenant la formefy Qo) oy est une forme-test sur le cylind€e , (qui vérifie les conditions

de bord (A) a I'ordred). Mais pour2 < p < n — 1, limy,— 400 ft1,(Ce,, ) = +00. DONc, comme
le cylindre ne posséde pas de formes harmoniques (A)-sauf en degré

0- hm R(fo Qer) ) = +o0.

m——+00
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Donc
, o ) 0
o = — .
Mol = Ry age Jm e
W

Maintenant,

6(f0agff'),m) = Jodow) ) = Vs -
Donc 5(f0a£(p> ,,) Vérifie les conditions de bord (A) a 'ordi@ sur le cylindre. De plus, on
montre comme plus haut que la normedﬁe(foagl(cp>7m) est majorée indépendammentae
Par conséquent, on meatcomme précédemment qllié( fo a££p>7m)||§ tend vers 0. O

COROLLAIRE 4.18.—
mlil}rloo lfo a;£p>7m||§ =0.

Preuve. -On choisit une fonctiorf, 1 de méme type qué mais qui vautl en tout point ou
fo estnon nulle. Par le lemme 4. 1%, 4 oo ||fo_,10z£<p) mH% = 0. Il s’ensuit que
W

. . ) 2 —
mEIEOOHZVfoO‘&(CP)’mHQ 0.
Le résultat provient alors de la formule

&

foa/ﬁ,(f),m = [Lk (5 (fOOégl(Cp)Jn) + ivfoagff),m) . O

sP
Preuve du lemme 4.16.l-entier p étant donné dang2,...,n — 1}, pour toutk €
{1,...,K,}, on considére la fonction Iissfé;g”) surﬂém ,,, définie comme suit (voir figure 8) :
n
cette fonction est nulle en dehors@dg ¢ . \ Q£<p> . Décrivons-la donc Sng(m " On partde

I'extrémité du cylindre deﬂfip)’m : ép) est nulle sur la Ionguel&(cp) em /10 puis croit jusqu'a
1 (avec un gradient borné indépendammentgesur une Ionguewf,(f)/2 et vautl sur le reste

du domaine. Notons que, sur le cylindgfréf’) ne dépend que de I'abscisse le long de I'axe. La

fonction f,gp) ainsi que ses dérivées d’ordrest 2 sont en particulier bornées indépendamment
dem.
Soit a présent les formes teﬁ(tfl(”) o )y d( }f) Q) )
)

&r)m

Montrons que pour tout € {1,..., K},

lim R(d( 1(p) O‘éf’),m)) = ﬂkyp/gl(cpﬂ'

m——+o0

Nous devons pour cela maat que les quantités

la oo s = Idale 3]

et

I8d(77 e Iz = 13 dae, 5]
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N ﬁﬁ,m
A/
)
| |
I |
I I
I |
X
T I
g4 <=
e :
/ \
f@) =1 f) =g
f]gp) =0 flgp) =1

Fig. 8./ et f{P).

tendent ver$ lorsquem tend verstoo : Par définition dq‘,ﬁ”) et deag(p) ' les normed.? sont
. . >k ’
prises sur le domalnﬁégm - Nous avons alors :
N

[l e Iz~ A 113]
o,

= ‘<d(f;5p) Oé;;p>7 )+ dOég(p) |d (f,ﬁ”) Oé;@) ) — d%(m_’ >‘
< Hd(flgp) 0/5@) )+ daE@) H2 Hd f(p) 5@)) ) — daE@) H
< (Jd s /\ag(m o+ (1+ £ )Ildagm [2)

x (I £ Nl N2+ 10— £7) dalg) | l2)-

Mais comme la norme de’ (o, vaut{“,(fﬂ/ﬂk,p et f,gp) a un gradient borné indépendamment

dem, dek AN M2+ (1 +f(p))|\da{§_(p) |2 est borné indépendammentuie
LM

g(p)
De plus, par le lemme 4.17 et le corollaire 4.18,f ") Negw o, )2 et (1— Py dagw) 2
v
tendent vers lorsquem tend verstoo. En effet, Iafonctlory‘(p) est différente dé en des points
ou fo vautl. Donc||\d(fk Vo) 1y )3 — ||da5<p) .. I5] tend vers) lorsquem tend verstoo.

On montre de méme qqﬁéd(f(p) o (), )H% - ||6do/£(p) 3| tend vers O lorsque: tend
LM

Vers+oo.
Commel|da’ £, ||2 etldda’ £, ||2 sont bornées indépendammentrdeon a le résultat

sur le quotient de Raylelgh
Maintenant, ces formes-test sont exactes et deux a deux orthogonales.
Il suffit alors d’appliquer le principe du Min-Max. O
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T
| I
<> <>
(p) (p)
S S
4 2

Fig. 9. Fonctiory.

Il faut maintenant montrer que pour taue {1,..., K},

(p)2
gt

liminf fig p (R em) = fir,p/E

m——+oo

Tout d’abord, de méme que pour les domaim%@) . les formes propres exactes (A)
P

de normel sur Q; ¢, associées a des valeurs propres bornées indépendamment de
s’évanouissent sur les cylindres. On considére la fonction lissar chaqu&?;, ¢ ,,, définie
comme suit : la fonctioy vaut0 en dehors des cylindres; sur les cylindrgsie dépend que
de l'abscisse le long de I'axe et vausur un intervalle de Iongueuiff)/Q autour du milieu de
I'axe. De plusg a un gradient borné indépendammentdeVoir figure 9.

LEMME 4.19.-Soitpe {2,...,n— 1}.

Soitdg, unep-forme propre exactéA) de normel sur €2 ¢ ,,, associée a une valeur propre
majorée indépendamment de

Grace au théoreme de Hodge, la form@eut étre choisie coexacte et satisfait les conditions
de bord(A).

Alors nous avonsim,,, .« ||g /|3 = 0 etlim,, . ||gdo||3 = 0.

Preuve. -Une nouvelle application du lemme de McGowan montre qu'’il existe une constante
strictement positiv€’, non nulle etindépendante detm telle que pourtoup € {2,...,n—1},
f1,p(Qae,m) = C. Alors, ||¢]|> < 1/C. La suite de la preuve est alors identique a celle de 4.17
et4.18. O

La suite de la preuve de 4.13 consiste en uroraigment par récurrence qui montre, a la fois,
la convergence de& premiéres valeurs propres non nullestjg; ,,, pour lesp-formes exactes

(A) vers ([Llyp/dpn, .. .,ﬂK’p/gg)Q) et la concentration des formes propres correspondantes
sur les domaineﬁgw .
e

Soit (d¢7*,...,d¢}), une base orthonormale de formes propres exactes (A) associées aux
valeurs propregii ,(Qi¢e.m), - - -, fk,p(2j.e,m). On peut supposer que les formgs, . .., ¢
sont coexactes et vérifient les conditions de bord (A).

Soit la fonctionf® qui vaut1 surfl&m ainsi que le long de chaque petit cylindre, sur une

longueur respective d@p)/2 — 5,(;7) em/10, puis décroit ver§ sur une Iongueuf,(f)/2 et vaut
0 sur le reste d€; ¢, Encore une foisf ) ne dépend, sur les cylindres, que de I'abscisse le
long de I'axe. Les dérivées d€») sont bornées indépendamment:de\Voir figure 8. Notons
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gue c’est en des points ou la fonctignvaut1 que les fonctionsf(l’),fl(p), ce ;f) sont non
constantes.

L'idée qui sous-tend ce qui suit repose sur le fait que les fonctions propres tendeatiders
ol on les modifie. Notons en particulier qu’il n’est pas nécessairef tier f,g”) vaille 1 1a ou

f,gp) n’est pas constante.
Comme dans la preuve du lemme 4.16, le lemme 4.19 donne

g d fP )+ qd FP ) + -+ q(d FP 1) = g(dp) + ol
et
Id FP |2+ ld F P2 + -+ [ld 7 = ||| + 0@

aveclim,, 1o v(l) =0etlimy,, 400 v( ) — 0.
Commeg(d¢T) et||det||? sont bornés indépendammentide

g dfP ) +q(d fP o) + -+ qd PP

liminf R(¢7") = liminf

s PR OGP 2+l PGP+ + S S
A présent, les formeg f P g7, .. .| df}f%{” sont exactes et vérifient les conditions de bord (A)
al'ordre0.

On en déduit que
g(dfP o) +qdfP o) + -+ ald fP o)
IIdf<P>¢’”H2+IIdffp)¢m|\2+ |l f P o2
L (P2 ) 1 F PG + i p /67 1 £ 072
ld f@ @12 + [|d fP @12+ - + [|d £12 o |2
fircp /€0 A £ o)
ld F@SI2 + | d fP 2+ + ||d f2 o712

avec, d’aprés le lemme 4.1,517]0((2&72 m) = 5,UK 51, = 4fi1, p/g % (car Bé”) et Bé”“)
ont un rayon majoré pdr/10) et avec,ul,,,/g1 < qu,p/gK
Donclim inf o, oo R(dST) > fir /€72, c’est—a-dire

Hmin i p Qe m) > /67

Par le lemme 4.16, on en déduit qli®,,— oo fi1,p(Qjae,m) = ;ll,p/épﬂ. De plus, par le
lemme 4.19,

im [|dfPG7 2+ AT+ D =1
S'il existait une sous-suit@ 4(,,))men telle que
tim _[|d fP610 | =10
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R(dg;*™ ) aurait une limite plus grande ou égalga, /&P % + 31y, /€2 > iy, /€72 ce
qui n’est pas vrai. Ainsi, nous avoiis,,, . o ||d f®)¢7|| = 0.

On montre de méme que pour tawt {2,..., K}, lim,, 400 del-(”)qﬁ””g =0.

Supposons avoir montré que pour LR K et pour tout € {1,..., L},

= im0 4, p/g w2

- 11mm~>+oode ¢mH2:O|

— Vi€ {1 K\ (i}l oo A P 0|2 = 0.

Montrons alors que :

- 11mm~>+oo ﬂL+1,p/fépJ)rf,

= limy,— oo [|d f p)¢L+1”2 =

- Vie{l,... . K}\{L+1}, hmmﬂm ld f{ ¢l = 0.

D'aprés le Iemme 4.19,les qu0t|eﬂ?s{d¢L+1) et

g(d fP¢r, )+ d fPer )+ +ad fP )
ld F® @ I+ 1 d FP o7 |+ + ld 2o

ont méme limite inférieure.
Puisque les formegig?, ..., d¢%) sont deux a deux orthogonales et que, par hypothése de
récurrence, les formdgg?, ..., d¢7T") se concentrent respectivement Qél’p) QE@ o
2

nous avons, pour tout € {1,..., L}, lim,— o0 (do} df,gp)ngl) =0. Par consequent, par
définition des domaine@g(p) o si m est assez grand,
Fu

q(df(p)¢?+1)+q(df1(p) 7o)t +q<df§?> )
IIdf<P>¢T+1H2+de1 ¢L+1||2+ +deK o112
(@ el ) lld @ L+1||2+50uK,p/§<P>2 Id 1P 7|2
TP 2 N FP S 12 4 S o2
. 507 /67 (1d o |12
ld FOGz (12 4 ld fP G, (12 4+ [ d f P b |12
fine1p/ €L N L 0P P+t i /€02 d £ 672
ld FP 673 12+ ld P67 |12+ -+ ld FP o 12

avec, par le lemme 4.1%; , (€2 ; m) = O = 5fr11p = 4fing, p/§L+1 On en déduit déja
que

liminf R(AGF) > fizerp/E0) T

m— 400

d’ol, par le lemme 4.18imy, o0 fir+1,p(Q,e,m) = [LLJer/g%’ﬁ. On montre alors comme
dans I'étape d'initialisation de la récurrence que

dim [dfPO7 ]2 =0

etque pourtouj € {1,..., K} \ {L + 1}, limy,— oo ||df;p)¢’g+1|\2 =0.
Ceci termine la preuve de la proposition 4.13.
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Remarque4.20. — Nous avonstilisé de facon fondamentale le fait que les valeurs propres a
prescrire n’ont pas de multiplicité. En effet, steeela qui nous a permis de “localiser” les formes
propres afin d’obtenir la convergence du spectre.

Terminons a présent le théoréme 1.1 lorsgue3 etp € {2,...,n — 1}.
Pour toutm € N* et touté € By, soit le domaing;; ¢, de la proposition 4.13. Soit alors la
suite d’applicationg®,, ),en+ définie par :

®,,: By — R(DE,
E (I2(Qaem) — fin2, - fuic2(Qem) — firc,2,- - -
f1n—1(Qae.m) — Brn—1s - i, n—1(Qigm) — fikn—1)-

Soit égalementapplication

®: By — RODKE,

£ Ai2 AK2 Ain-1 AKn—1 -
6(2)2 Ml,?a"wg@) MK’2"“’£(7L—1)2 Ml,n—17"'7§(n_1)2 KK n-1 |-
1 K 1 K

D’aprés le premier point de la proposition 4.13, la syiig,,) est une suite d’applications
continues sur le compaély.

De plus, I'applicationd est un difféomorphisme.

D’aprés le second point de la proposition 4.13, la s(itg,) converge simplement vefs.

CommeB, est compact et que les applicatichg et® sont continues, la convergence est en
fait, d'aprés le théoréme de Dini, uniforme. On applique alors le lemme suivant (voir [10]) :

LeEmMME 4.21.— Soit (®,,), une suite d'applications continues d'une boule fermée
By c RX — RX | qui converge uniformément vers un difféomorphigntz B, sur un compact
deRX contenand dans son intérieur.

Alors, sim est assez grand,est dans I'image dé,,,.

Ainsi, il existe un entied/y € N et un élémen{, € By tels qued,,, (£o) = 0, c’est-a-dire tels
que pourtoup € {1,...,n—1} ettoutk € {1,..., K}, fir p(Qp.e0,Mm) = iie,p- ON choisit donc
Q= Qgo, Mo

4.2. Existence de;

Nous allons redonner rapidement une preuve du théoréme 1.4 deda®]multiplicité et
prescrivant également le spectre deformes(A).

La preuve s'appuie sur le résultat de [2] donnkagymptotique des petites valeurs propres
lorsqu’on relie des domaines par des anses de petit rayon.

Les domaines que nous allons construire serosivdisinages tubulaires de graphes en étoile.

Le lemme suivant, qui est classique, montre que I'on peut prescrire le spectre sans multiplicité
de tels graphes :

LEMME 4.22.- SoitS, I'ensemble des matrices symétriques réelles d’oddre- 1 qui ne
posseédent des termes non nuls que sur la diagonale, la premiére ligne et la premiére colonne.

Soity = (0 < p1 < -+ < pg ), UNe suite strictement croissante de réels positifs qui commence
ao.

Il existe une famille déC + 1 réels strictement positife = (ao, . . ., ax) et une famille dex
réels strictement positifs = (ko1, ko2, - - -, Ko i) tels que la matricéB(a, k) € S définie par:
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K

1
.
j=1 7107
bii =a; siie{l,...,K},
K04
1 .
bo.j =bj0=—\/@a; — pourje {1,....K}
0j

admette la suite: pour spectre.
De plus, I'application qui aao,...,ax associe le spectre de la matridB(a, ) est un

difféomorphisme local s .

La preuve est classique; elle repose de maniere fondamentale sur le fait qu’on prescrit sans
multiplicité. Voir par exemple [11].
Nous pouvons alors établir la proposition :

PROPOSITION 4.23. — Soitn > 2, p € {0,1}.

Soit By, une petite boule fermée d&* )X, de centre(1,...,1), non réduite au point
yeony 1)

Il existe un difféomorphism®&, sur By a valeurs dan$Ri)K qui vérifie

(1

@0(1,...,1):(/11,...,#}{);

il existe d'autre part un réet, > 0 tel que pour tout < ¢ et touté € By, il existe un domaine
Q6. a bord lisse et difffomorphe, tel que:
— L'application

By — (R})X,

£ (Ulyp(Qp,u-,E-,e)v .- -vNK,p(pruyéye))
est continue.
— On ala convergence

(”1717(9177#75,6)’ ‘e vNK,p(Qp7u7£,E)) P Do(&).
Ici, By devra étre assez petit pour que IEspremieres valeurs propres non nulles d’'une
certaine matrice paramétrée gadonnent un difféomorphisme (par rapport a la varighle

Preuve de la proposition 4.23.GonstruisonsY, , ¢ : Soit la matriceB(a, x) donnée par le
lemme 4.22 de spectfe< u; o < -+ < pix,0-

Soit K boules euclidienne®?!, ..., Q¥ de volumes respectif%, s # Notonsr;, les
diameétres respectifs de ces boules. Sans @ulaeénéralité, on peut supposer que le bord de ces
boules est euclidien sur ug-voisinage d’un point (o est une constante positive non nulle);
cela permettra de recoller les domaines de facon lisse.

Pour touti € {1,..., K}, soitQi(&;), 'image deQ’ par I'hnomothétie de rappog;. Soit alors
un domaine de volumg, difféomorphe &2, dont le bord contient un ouvert &' de diamétre
plus grand qué(r; + - - - + rx ) (cf figure 10). On notera encoféce domaine.

Suivant la construction indiquée dans [2], on relie de fagon lisse chacune des @ddlesx
Q) par des-anses (la liaison se faisant Ia ou le bord est euclidien ; on supposegqtiaférieur a
€o pour que I'on puisse effectuer tous ces recollements). Rappelons ga@nsss sont du type

Ai(e) = {(xl,...,xn,l,xn) ER"™ z, € |-s4, 8], \/2F+- -+ 22, gpi(zn)},
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(= —=)

Fig. 10. Déformation d€2.

Qi(&)

Fig. 11. Construction d& , ¢,

ou p; est une fonction lisse sur I'intervalles;, s;[ (s; > 0).

De plus, on choisit la fonctiop; de sorte quq’f;i p}‘"(t) dt = ko, (ou les réelszg ; sont
donnés dans le lemme 4.22).

Notonsflo_#_,g_,€ le domaine ainsi obtenu, qui est bien diffeomorplse @&f. figure 11).

Soit alorsQ, . ¢, limage deQq ,, ¢ . par 'homothétie de rappotym,—1 "~ V/2, our,_;
est le volume de la sphére ungé—1.

Le résultat de [2] permet alors d’affirmer que

(111,0(Qoee)s - 1E,0(Qo e ) 3‘130 (€),

ou Py (&) est la suite de® premiéres valeurs propres non nulles de la matB¢e(¢), x) (avec
a(€)i = (a;/(&)"))-

Notons que siB, est assez petite, I'applicatigh— P, (&) est bien un difféomorphisme (le
fait qu'il N’y ait pas de multiplicité est ici fondamental).

Enfin, si £ = (1,...,1), on obtient le spectre dé(a,x) qui, par construction, vaut
(1, i)

Nous avons ainsi construit notre domaidg,, ¢ .

Maintenant une nouvelle appligan du lemme de McGowan montre qg »( . ¢.c) est
minoré par une constante positive non nulle indépendantet@; »(Q ,.¢.c)—c—0 + 00.

Ainsi les K premiéres valeurs propres non nulles pourldgsrmes def, ¢ . sont celles
associées a des formes propres exactes; elles proviennent donc des fonctions (A).
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On peut donc choisir eégalement , ¢ - = o,,.¢,c POUre assez petit. O

On termine alors comme en section 4.1 par une application du lemme 4.21.

5. Cas des variétés riermnniennes compactes

Le preuve du théoreme 1.2 est mot pour mot la méme que celle du théoreme 1.1. Nous ne la
referons donc pas.
Notons juste les modifications a apporter par rapport au cas euclidien :
1. Construction de la métrique, .
La preuve est la méme, compte tenu que I'on peut, de méme que dans le cas euclidien,
contrdler 'asymptotique des petites valeurs propres lorsqu’on relie des variétés rieman-
niennes par des anses (voir [4] et [2]).
De plus, les homothéties sur les domainastsemplacées par des homothéties sur la mé-
trique.
Lorsque la dimension vadt les petites valeurs propres que I'on obtient pour les fonctions
en reliant des variétés par des anses de pgftitrae retrouvent (via I'opérateur de Hodge)
au niveau deg-formes. On prescrit donc le spectre deformes avec multiplicit® dans
ce cas. En revanche, si la dimension vaut au mdjren contréle comme dans le cas des
domaines, grace au lemme de McGowan, le spectré-d@snes exactes.
2. Construction de la métrique.
— On utilise le théoreme 2.3 au lieu de 2.1 (généralisation dans le cas compact des halteres
de Cheeger).
— Les homothéties sur les domaines sortoea remplacées par des homothéties sur la
métrique.
— Le théoréme 3.1 est remplacé par le résultat de [19].
— Dans la preuve de I'équivalent du lemme 4.15, on n'utilise pas le théoréme 2.11 mais
simplement le fait que I'on peut contréler le spectre gdermes exactes absolues du
produit d’un intervalle par une petite boule euclidienne.

Remarque5.1. — Par l'inégalité de Weinbergeraiv [24]), nous ne pouvons pas prescrire le
volume en méme temps que le spectre dans le cas des fonctionslefodeses qui vérifient les
CB (A) sur les domaines euclidiens.

En revanche, le résultat de [9] montre qu'il n’y a pas d’obstruction a prescrire le volume
lorsqu’on prescrit le spectre des fonctions sunasétés compactes. Un tel travail a été fait par
Lohkamp dans [20].

Annexe A. Le lemme de McGowan

Il s’agit d’un résultat qui remonte a Cheeger et qui fut démontré par McGowan dans le cas des
2-formes différentielles exactes d'une variété gamte (voir [21], lemme 2.3). Il se généralise
auxp-formes différentiellesy > 2 (voir [19], lemme 1).

Si (M, g) est une variété rienmmienne compacte €U/;,U;) est un recouvrement de cette
variété par deux ouverts, on minore \&°¢ valeur propre dé€M, g) pour lesp-formes exactes
en fonction des premiéres valeurs propres poupiéEmes exactes (avec CB (A)) des ouverts
U1, U, etdes premiéres valeurs propres pougjes 1)-formes exactes (avec CB (A)) de I'ouvert
U;NUs. Lentier N est égal d +dim H?~1(U; NU,). Plus précisément, il existe trois constantes
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Courbures

, principales
4 nulles

Fig. 12. Déformation du bord.

a,b,c> 0 telles que

a

ﬁN,p(Mag) >

1 1 c :
(ﬂ1,p(U1) + ﬂl,p(Uz))(b + ﬂl,p—l(UlﬂUz))

En patrticulier, si la cohomologie absolue en degré1 de l'intersection est nulle, on minore la
premiére valeur propre desformes exactes.

Notons que ce lemme se généralise a un recouvrement par un nombre quelconque (fini)
d’ouverts, au moins lorsque 'ordre des intersections n’est pas plus grarid Beeplus il reste
valable pour les variétés a bord, dans le cas des CB (A).

RemarqueA.1. — Dans la preuve du lemme intermtaine patition de I'unité dont on a besoin
de contréler le gradient en norni€®. La constante de la minoration donnée plus haut devient
grande si ce gradient est grand. En fait, le lemme de McGowan ne donne des estimées non
triviales que si les valeurs propres exactes des oulgrtsUsz sont du méme ordre de grandeur
que leur diametre. C'est le cas dans tout cet article.

Annexe B. Indications sur le lissage des ouverts

La réunion de deux domaines d’intersection non vide est un ouvert dont le bord n’est pas, en
général, une sous-variété lisselkfe.

L'exemple qui s’offre souvent a nous dans cet article consiste en un domaiiealsquel on
rajoute un domaine de bord cylindrique (produit d'un intervalle par une boule de codimension
1).

Il est toutefois possible de lisser le bord de ces domaines. L'idée consiste a déformer le bord
du domaine initial au voisinage d'un point afin de rendre nulles toutes les courbures principales
(voir figure 12).

On n’a plus alors qu’a recoller le cylindre, aprés I'avoir “évasé” a I'une de ses extrémités et
“arondi” a I'autre ; voir figure 13.

Il est également possible de lisser un cylindre seul : voir figure 14.

Nous ne ferons pas tout cela en détail dans cet article. Toutes les constructions sont expliquées
dans I'appendice de [17].

Cette méthode fournit également le lissage des haltéres de Cheeger compactes (qui sont le
bord de domaines euclidiens).

Dans le cas général des variétés riemanniennes abstraites, on recolle un cylindre a la variété
en excisant une boule et en modifiant la métrique au voisinage du bord de la boule excisée (afin
d’obtenir la métrique produit d'un intervalle avec une sphére de codimemkion
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Fig. 13. Fonction dont toutes les dérivées sont iafirau bord de l'intervalle de définition. Le rayon du
cylindre recollé varie en fonction du point correspondant sur I'axe, suivant cette fonction. On en déduit le
recollement du cylindre.

)

Fig. 14. Lissage d’'un cylindre.
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