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PRESCRIPTION DU SPECTRE DU LAPLACIEN
DE HODGE–DE RHAM

PAR PIERRE GUERINI

RÉSUMÉ. – On prescrit, pour un domaine euclidien de topologie donnée, toute partie finie du s
du Laplacien de Hodge–de Rham, avec multiplicité1 ou 2. Les domaines répondant à cette question
dépendent pas du degré des formes différentielles lorsque celui-ci est compris entre2 etn− 1. De plus, on
prescrit dans ce cas également le volume. On obtient un résultat similaire dans le cas des variétés compac

La preuve s’appuie sur une généralisation aux formes différentielles des “haltères de Cheeger” a
sur un résultat de convergence du spectre lorsqu’on relie ensemble des variétés par des cylindres de
fixée et de rayon qui tend vers0.
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ABSTRACT. – We prescribe, for a Euclidean domain with given topology, any finite part of the spe
of the Hodge and de Rham Laplacian, with multiplicity1 or 2. The domains which yield this result do n
depend on the degree of the differential forms when it is between2 andn− 1. Moreover we also prescrib
the volume in this case.

We get a similar result for a compact manifold. The proof relies on a generalization to differential
of the “Cheeger’s dumbbell balls” as well as on a result of convergence of the spectrum for ma
connected together with cylinders of fixed lengths and radii which tend to0.

 2004 Published by Elsevier SAS

1. Les résultats

Dans [10], Yves Colin de Verdière montre l’existence, à partir d’une suite croissante fi
nombres réels strictement positifs, d’un domaineeuclidien ou d’une variété riemannienne don
le spectre pour les fonctions commence par cette suite (dans le cas des domaines, on con
problème de Neumann puisque, pour le problème de Dirichlet, le rapport entre la deuxièm
première valeur propre est borné, en vertu de l’inégalité de Payne–Pólya–Weinberger, vo

Nous donnons dans cet article un résultat similaire dans le cas des formes différentiell
différence de ce qui est fait dans [10], nous ne prescrivons le spectre qu’avec multiplicité1 ou2.
Toutefois nous demeurons dans une classe de difféomorphismes donnée.

De plus, lorsque le degré des formes différentielles est compris entre2 et n − 1 (dans le cas
des domaines et lorsqu’on considère les conditions de bord “absolues”) ou entre2 et [n/2] (dans
le cas des variétés compactes), le domaine ou la métrique sont indépendants dep et l’on prescrit
également le volume.

Dans le cas des fonctions, nous redonnons rapidement, sur les domaines euclidiens ou
variétés différentielles de dimension plus grande ou égale à2 et de topologie donnée, un
construction de laplaciens satisfaisant à la prescription d’une partie finie sans multiplic
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PRESCRIPTION DU SPECTRE DU LAPLACIEN DE HODGE–DE RHAM 271

son spectre (sans prescrire le volume). Cela permet d’obtenir simplement, par différentiation, la
prescription du spectre des1-formes.

Commençons par donner le cadre général de l’étude (voir [14] et [23]) :
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e

change

,
au
us nous
r

,

Soientn, un entier plus grand ou égal à2 et Ω, un domaine borné deRn (dont le bord sera
toujours lisse). Soit également(M,g) une variété riemannienne compacte orientable sans
de dimensionn � 2. Le laplacien est défini par

∆ = dδ + δ d,

où d est la différentielle etδ = (−1)p(n−p)+1 � d� est la codifférentielle,� étant l’opérateur de
Hodge.

Dans le cas des domaines, les deux problèmes à bord considérés sont :
– le problème relatif (R) (qui généralise le problème de Dirichlet) :

{∆ ω = λ ω,
J�ω = 0,
J�δω = 0;

– le problème absolu (A) (qui généralise le problème de Neumann) :

{∆ ω = µ ω,
J�iNω = 0,
J�iNdω = 0,

où J :∂Ω ↪→ Ω est l’inclusion canonique,N la normale extérieure au bord etiN le produit
intérieur parN .

Pour p ∈ {0, . . . , n}, on noteµk,p(Ω) (resp.λk,p(Ω)) la k-ième valeur propre non null
comptée sans multiplicité du laplacien agissant sur lesp-formes différentielles surΩ avec les
conditions de bord (CB) absolues (A) (resp. relatives (R)). Comme l’opérateur de Hodge é
les deux types de conditions de bord et commute avec le laplacien, pour toutp ∈ {0, . . . , n} et
toutk ∈ N

�, λk,p(Ω) = µk,n−p(Ω).
Notons aussi, dans le cas des variétés compactes, pourp ∈ {0, . . . , n}, νk,p(M,g) la k-ième

valeur propre non nulle comptée sans multiplicité du laplacien agissant sur lesp-formes
différentielles sur(M,g). Ici, pour toutp ∈ {0, . . . , n} et toutk ∈ N

�,

νk,p(M,g) = νk,n−p(M,g).

En vertu du théorème de Hodge, le noyau du laplacien sur lesp-formes différentielles (qui
dans le cas des domaines, satisfont les CB (A) ou (R)) est canoniquement isomorphepième

groupe de cohomologie réelle (absolue ou relative, dans le cas à bord) de la variété. No
restreindrons souvent au spectre des formes différentiellesexactes. Nous noterons alors, pou
toutp � 1, µ̃k,p(Ω), la k-ième valeur propre correspondante, surΩ (avec CB (A)) et̃νk,p(M,g),
la k-ième valeur propre correspondante sur(M,g). Notons que par la décomposition de Hodge

µ1,p = inf{µ̃1,p, µ̃1,p+1} (1 � p � n− 1), µk,0 = µ̃k,1, µk,n = µ̃k,n−1(1.1)

et

ν1,p = inf{ν̃1,p, ν̃1,p+1} (1 � p � n− 1), νk,0 = ν̃k,1, νk,n = ν̃k,n−1.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



272 P. GUERINI

De plus, par dualité de Hodge, pour toutp ∈ {1, . . . , n} et toutk � 1,

ν̃k,p = ν̃k,n−p+1.(1.2)
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Énoncés des théorèmes :

THÉORÈME 1.1. – SoientΩ, un domaine deRn (n � 2), V , un réel strictement positif etK
un entier plus grand ou égal à1. 0n se donne les suites finies strictement croissantes

1. (0 <)µ1,0 < · · ·< µK,0 ;
2. pour tousn � 3 et p ∈ {2, . . . , n− 1}, (0 <)µ̃1,p < · · ·< µ̃K,p.

Alors :
– Il existe un domaineΩ1 difféomorphe àΩ tel que pour toutk ∈ {1, . . . ,K},

µk,0(Ω1) = µk,1(Ω1) = µk,0.

– Il existe un domaineΩ2 difféomorphe àΩ, de volumeV , tel que pour toutp ∈ {2, . . . , n−1}
et toutk ∈ {1, . . . ,K}, µ̃k,p(Ω2) = µ̃k,p. De plus,µ1,n(Ω2) > µ̃K,n−1(Ω2).

THÉORÈME 1.2. – SoientM , une variété différentielle compacte connexe sans bord
dimensionn � 2, V , un réel strictement positif etK un entier plus grand ou égal à1.

0n se donne à nouveau des suites finies strictement croissantes
1. (0 <)ν1,0 < · · ·< νK,0 ;
2. pour tousn � 4 et p ∈ {2, . . . , [n/2]}, (0 <)ν̃1,p < · · ·< ν̃K,p.

Alors :
– Il existe une métriqueg1 surM telle que pour toutk ∈ {1, . . . ,K},

νk,0(M,g1) = νk,1(M,g1) = νk,0

(si n � 3) et

νk,0(M,g1) = ν2k−1,1(M,g1) = ν2k,1(M,g1) = νk,0

(si n = 2).
– Il existe une métriqueg2 surM de volumeV telle que pour toutp ∈ {2, . . . , [n/2]} (n � 4)

et toutk ∈ {1, . . . ,K}, ν̃k,p(M,g2) = ν̃k,p.

Remarque1.3. – La multiplicité des valeurs propres(ne correspondant pas nécessairem
à des formes propres exactes) que l’on prescrit dans le cas des domaines euclidiens p
d’après le théorème 1.1 et la décomposition (1.1), librement choisie égale à1 ou 2, lorsque
n � 4 etp ∈ {2, . . . , n− 2}.

Il en est de même pour les variétés compactes lorsquen � 6 et p ∈ {2, . . . , [n/2] − 1}. De
plus, lorsquen � 4, la multiplicité deνk,n/2(M,g2) est toujours2, pour toutk.

L’existence du domaineΩ2 (théorème 1.1) et de la métriqueg2 (théorème 1.2) repos
principalement sur les constructions de la section 2 ainsi que sur un résultat publié par Mc
dans le cas des1-formes différentielles (lemme 2.3 de [21]) et qui se généralise aux fo
différentielles de degré quelconque (voir lemme 1 de [19] ainsi que l’annexe A, pour un r
succinct).

L’existence deΩ1 et deg1 sera, comme on l’a dit plus haut, une reformulation de la pre
originale de Colin de Verdière, via une estimation de l’asymptotique des petites valeurs p
qui apparaissent lorsqu’on relie des domaines ou des variétés par des anses de petit rayon (
[2]). On montre que l’on prescrit ainsi également le spectre des1-formes grâce à une nouvel
application du lemme de McGowan.
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PRESCRIPTION DU SPECTRE DU LAPLACIEN DE HODGE–DE RHAM 273

2. Les haltères de Cheeger généralisées

Cette section présente la généralisation aux formes différentielles des haltères de Cheeger.
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Nous y démontrons les deux théorèmes suivants :

THÉORÈME 2.1. – Soit un entiern � 2. Pour tout p ∈ {0, . . . , n − 2}, il existe une
famille (Ωp,u)u∈]0,1/10] de domaines deRn, difféomorphes à des boules, de diamètre ma
indépendamment deu, telle quelimu→0 µ̃1,p+1 (Ωp,u) = 0. De plus, il existe une constan
K(n) strictement positive et indépendante deu telle que pour toutu et tout q �= p,
µ̃2,p+1 (Ωp,u) � K(n) et µ̃1,q (Ωp,u) � K(n).

Grâce au théorème de Hodge, nous obtenons alors facilement :

COROLLAIRE 2.2. –Les inégalités de Faber–Krahn et de monotonie(voir [6]) ou de Payne–
Pólya–Weinberger(voir [22] et [5]) ne sont vérifiées pour le problème relatif sur les doma
euclidiens que dans le cas des fonctions.

THÉORÈME 2.3. – Soit un entiern � 2. Pour toutp ∈ {1, . . . , [n/2]}, il existe une famille
(Sn, gp,u)u∈]0,1/10] d’hypersurfaces deRn+1, difféomorphes à la sphèreSn, de diamètre majoré
indépendamment deu, telle que:

1. ν̃1,p(Sn, gp,u) = ν̃1,n−p+1(Sn, gp,u)−→u→00,
2. ν̃2,p(Sn, gp,u) = ν̃2,n−p+1(Sn, gp,u) � K(n) et siq �= p,n−p+1, ν̃1,q(Sn, gp,u) � K(n),

oùK(n) est une constante strictement positive indépendante deu.

2.1. Construction de petites valeurs propres

Nous effectuons dans cette section la construction des domainesΩp,u et des métriquesgp,u

surSn.

L’haltère de Cheeger généralisée (n � 3, 1 � p � n − 2). La petite valeur propre su
l’haltère de Cheeger classique provient de la fonction harmonique(1,−1) sur la réunion de deu
boules (cette réunion n’étant rien d’autre qu’un voisinage tubulaire de la sphère de dim
0). Lorsqu’on réunit ces deux boules par un cylindre, cette fonction harmonique donne
une fonction test orthogonale aux constantes et associée à un petit quotient de Rayleigh.
suivant cette idée qu’on effectue notre construction.

Soit la sphèreSp contenue dansRp+1 ⊂ R
n = R

p+1 ×R
n−p−1.

Soit également, pouru � 1/10, Op
1(u), l’ouvert de R

n−p obtenu comme réunion de
boule euclidienneBn−p(0,1/5) avec le cylindre]0,2/5[×Bn−p−1(0, u) (de sorte que l’axe
du cylindre passe par le centre de la boule). On lisseOp

1(u) comme indiqué en annexe B afi
d’obtenir un domaine encore notéOp

1(u).
On forme alors le domaineUp

1 (u) de R
n, difféomorphe à un voisinage tubulaire deSp, en

plongeant dansRn le produit deSp parOp
1(u) :

Ip
1 :Sp ×R

n−p → R
n,

(x, aν + ap+2 ep+2 + · · ·+ an en) → aN(x) + ap+2 Ep+2(x) + · · ·+ an En(x),

où(N,Ep+2, . . . ,En) est un repère orthonormé mobile le long deSp, de l’orthogonal deSp dans
R

n (N(x) étant le vecteur orthogonal rentrant àSp dansR
p+1 au pointx) et (ν, ep+2, . . . , en)

est une base orthonormée deR
n−p (ν étant un vecteur directeur de l’axe du cylindre deOp

1(u)) :
voir figure 1 (oùn = 3 etp = 1).

L’ouvert Up
1 (u) n’est pas une boule topologique deR

n (il possède les mêmes groupes
cohomologie absolue que la sphèreSp).
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Fig. 1.O1
1(u) etU1

1 (u) (n = 3, p = 1).

Afin d’obtenir une boule topologique on en fait la réunion avec l’ouvert convexe

Bp+1(0,1)× Bn−p−1(0, u).

Lorsquep = 0, cet ouvert correspond au cylindre de petit rayon qui relie les deux b
extrémales de l’haltère de Cheeger classique. SoitΩp,u, le domaine obtenu par lissage de
voisinage.

La boule que l’on a alors est un voisinage dansR
n du disque de dimensionp + 1 inclus dans

R
p+1 = R

p+1 ×{0}n−p−1 ; il est obtenu par déformation d’une boule euclidienne que l’on r
“épaisse” près du bordSp et “fine” plus loin. Nous appellerons partie “épaisse” l’ouvertUp

1 (u)
et partie “fine” l’ouvertBp+1(4/5)× Bn−p−1(0, u).

Nous allons commencer par prouver que les boulesΩp,u possèdent une petite valeur prop
pour les(p− 1)-formes.

Notation 2.4. – Désignons parχη (η � 1), la fonction définie par (cf [12], proposition 1.3.1

χη(r) =




0 si 0 � r � η,
−2

ln η
(ln r − lnη) si η � r � √

η,

1 si r �√
η.

Début de la preuve du théorème 2.1 (existence de petites valeurs propres). –Nous montrons
ici que pour toutn � 3 et p ∈ {1, . . . , n − 2}, limu→0 µ1,p(Ωp,u) = 0 (le casn � 2, p = 0 est
classique).

Soit Wp, le domaineIp
1 (Sp × Bn−p(0,1/5)). Nous avonsHp(Wp) � Hp(Sp) � R. Soit Σp

la sphère∂Wp ∩Bp+1(0,1) etUp,u le 2
√

u-voisinage tubulaire dansRn deΣp.
Soit l’application :

χ̃4u :Ωp,u → R,

x 	→ χ4u

(
dist(x,Σp)

)
si x∈ Up,u,

x 	→ 1 si x∈ Wp \Up,u,

x 	→ 0 si x∈ Ωp,u \ (Wp ∪Up,u),

où la fonctionχ4u a été définie en 2.4. Posonsωp,u = χ̃4u ωp. Cette forme test est lisse, nulle s
la partie fine deΩp,u et vérifie les CB (A) à l’ordre0.

Comme la codimension dansR
n deΣp estn− p � 2, le quotient de Rayleigh de la forme te

tend vers 0 avecu.
Mais Ωp,u est difféomorphe à une boule et ne possède donc pas de cohomologie abs

degrép � 1. On applique alors le principe du Min/Max.�
4e SÉRIE– TOME 37 – 2004 –N◦ 2
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Étudions à présent le cas des hypersurfaces compactes :

Preuve du théorème 2.3 (première partie). –Soit pour toutn � 2 gp,u la métrique induite
n+1 n+1

e petit

e

es que
traité en

petites
ctes ou

s boules
es 2.1 et

preuve
tion

exe A.
a
re de
e
as

r
,

par R sur le bord du domaineΩp−1,u ⊂ R construit plus haut. CommeΩp−1,u est
difféomorphe à une boule, nousobtenons ainsi des métriques sur des hypersurfaces deR

n+1

qui sont difféomorphes à des sphères.
Les hypersurfaces∂Ω0,u ne sont autres que la réunion de deux sphères par un cylindre d

rayon (haltères de Cheeger compactes). Le casp = 1 (ainsi quep = 2 lorsquen = 2) est donc
entièrement résolu par [1].

Lorsquen � 3 l’hypersurface∂Ωp−1,u est constituée de l’image par l’applicationIp−1
1 ,

définie cette fois-ci surSp−1 ×R
n−p+2, du produitSp−1 × Sn−p+1 (partie “épaisse”), recollé

avecBp × Sn−p+1(u) (partie “fine”, Sn−p+1(u) est la sphère de dimensionn − p et de rayon
u).

Comme dans le cas des domaines, on obtient une petite valeur propre pour les(p− 1)-formes
en prolongeant par 0 une(p− 1)-forme harmonique surIp

1 (Sp−1 × Sn−p+1).
Le reste de la preuve de 2.3 (et en particulier le fait que les petites valeurs propr

l’on vient de construire sont en fait associées à des formes propres coexactes) sera
section 2.2.2. �

Remarque2.5. – Nous ne savons pas encore, à ce stade des démonstrations, si les
valeurs propres que l’on a construites ici sont associées à des formes propres exa
coexactes. Ce sera en particulier l’objet de la section suivante.

2.2. Existence de bornes inférieures uniformes

Le but de cette section est d’étudier plus précisément le spectre des formes exactes de
et des sphères que nous avons construites. Il s’agit de compléter la preuve des théorèm
2.3 en donnant des minorationsindépendantes du paramètreu.

Nous établirons en particulier que les petites valeurs propres construites dans la
précédente ne peuvent pas être associées à des formes exactes ce qui permettra, par différentia
des formes propres, d’obtenir les petites valeurs propres annoncées.

L’outil fondamental à cette fin est le lemme de McGowan que nous présentons en ann
Tandis que les petites valeurs propres sont liées à l’existence d’unep-forme harmonique sur l
sphère de dimensionp, ce lemme de McGowan permettra précisément de limiter le nomb
petites valeurs propres en fonction de la dimension des espaces de cohomologie réelle dSp. Le
fait que dim(H0(Sp)) soit toujours1 si p > 0 ou 2 si p = 0 nous obligera à traiter à part le c
des fonctions et des1-formes.

2.2.1. Un lemme préparatoire
Notation 2.6. – Nous poserons, pour1 � p � n/2, V p

1 (u) = ∂Up−1
1 (u) ∩ ∂Ωp−1,u où, dans

ce cas,Up−1
1 (u) etΩp−1,u sont des domaines deRn+1.

Le but principal de cette section 2.2.1 est de minorer indépendamment deu la première valeu
propre pour lesk-formes exactes (A),k ∈ {1, . . . , n}, des ouvertsUp

1 (u) définis en section 2.1
ainsi que des variétés à bordV p

1 (u). Ce sera l’objet du lemme 2.7 suivant :

LEMME 2.7. – Il existe une constanteK > 0 qui ne dépend ni dep ∈ {1, . . . , n− 2} (n � 3),
ni dek ∈ {0, . . . , n}, ni deu � 1/10 telle que pour tousk, p etu,

µ̃1,k

(
Up

1 (u)
)

� K.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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Il existe une constanteK ′ > 0 qui ne dépend ni dep ∈ {1, . . . , [n/2]}, ni dek ∈ {0, . . . , [n/2]},
ni deu � 1/10 telle que pour tousk, p etu,

e et

nir

e

s

sion

t

te une

en

s

isymé-
t

es

s que

n
té
e

ectre
µ̃1,k

(
V p

1 (u)
)
� K.

Commençons par étudier la première valeur propre pour les fonctions vérifiant les conditions
de Neumann sur

– une boule euclidienne deRm, m � 2 à laquelle on a rajouté un cylindre de section petit
de longueur fixée.

– une sphère privée d’une petite boule et de métrique produit au voisinage de cette boule.
On se donne une boule euclidienne de rayon1/5 à laquelle est recollée, de manière à obte

un ouvert à bord lisse, un domaine cylindrique de longueur1/5 et de rayonu (� 1/10) (notons
que les domainesOp

1(u) sont de ce type).
Notons, pour toutu, Ωu ce domaine et(d), l’axe du cylindre.
En recollant suivant la tranche du cylindre deux copies deΩu, on obtient une haltère d

Cheeger du typeΩ0,u dansRm (cf. section 2.1).
Ce domaine possède un hyperplan de symétrie (l’hyperplan de recollement). Notons0 la

symétrie correspondante.
Afin d’étudier le cas compact, nous considérerons aussi la variété à bord de dimenm

Su = ∂Ω0,u ∩ ∂Ωu (Ω0,u est dans ce cas un domaine deR
m+1).

Le lemme suivant est une conséquence directe de [1] et [2] :

LEMME 2.8. – Il existe une constanteA(m) > 0 qui ne dépend que dem, telle que pour tou
u, µ̃2,1(Ω0,u) � A(m) et ν̃2,1(∂Ω0,u) � A(m).

Montrons alors le résultat suivant :

PROPOSITION 2.9. – Pour toutu, µ̃1,1(Ωu) � A(m) et µ̃1,1(Su) � A(m).

Preuve. –Comme on l’a vu dans la preuve de la première partie du théorème 2.1, il exis
fonctionω0,u sur Ω0,u, antisymétrique (sous l’action des0) et telle quelimu→0R(ω0,u) = 0.
Soit u0 tel que pour toutu � u0, R(ω0,u) � A(m)/2. On raisonne alors par l’absurde
supposant qu’il existe une valeur deu � u0 telle queµ̃2,1(Ωu) = µ2,0(Ωu) � A(m)/2. Soitfu,
une fonction propre non nulle correspondante :∆fu = µ2,0(Ωu)fu, fu satisfait aux condition
de bord (N) etfu est orthogonale aux fonctions constantes.

Notonsgu, la fonction surΩ0,u obtenue par symétrisation defu.
Cette fonction est orthogonale aux fonctions constantes ainsi qu’aux fonctions ant

triques. De plus, elle estC1 surΩ0,u et vérifie l’équation∆gu = µ2,0(Ωu)gu presque partou
surΩ0,u.

Par conséquent, les fonctionsω0,u, gu et la fonction constante1 sont deux à deux orthogonal
et sont des fonctions-test surΩ0,u associées à des quotients de Rayleigh plus petits queA(m)/2.
Cela contredit le fait queΩ0,u ne possède que deux valeurs propres strictement plus petite
A(m).

La minoration deµ1,0(Su) se fait de même. �
Considérons à présent un domaine quelconque de dimensionm � 2 auquel on rattache u

domaine cylindrique de longueurl > 0 fixée et de rayonu qui tend vers 0, ou une varié
riemannienne de dimensionm dont on excise une petite boule puis dont on modifie la métriqu
au voisinage du bord afin d’obtenir la métrique produit]0, l[×Sm−1(u).

Nous allons donner des minorations utiles pour la suite de certaines valeurs propres du sp
des formes exactes de ces variétés.
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Nous avons ici besoin d’expliciter un peu la construction de ces ensembles. SoitΩ un domaine
deR

m. On déforme le bord deΩ au voisinage d’un pointx du bord de sorte qu’il existeue > 0
tel que les courbures principales soient toutes nulles dans un2ue-voisinage dex.

de
un
n

e
yon
e la
trique

e

de

indre de
de

par
Quitte à réduireue, on peut supposer queΩ contient une moitié de la boule euclidienne
centrex et de rayonue. Nous noterons encoreΩ ce nouveau domaine. On peut alors recoller
domaine cylindrique de longueurl > 0 et de rayonu � ue (l’axe du cylindre étant orthogonal e
x à∂Ω). NotonsΩu,l le domaine, difféomorphe àΩ, obtenu par cette construction.

Si (M,g) est une variété riemannienne de dimensionm, on modifie la métrique afin qu
celle-ci soit euclidienne sur un2ue-voisinage d’un point. On excise alors une boule de ra
u/2 (u � ue). Notons(Mu, g), la variété à bord que l’on obtient ainsi. On modifie ensuit
métrique (afin d’obtenir une métrique lisse) au voisinage du bord afin d’obtenir la mé
produit]0, l[×Sm−1(u). Notons(Mu,l, gu,l), la variété riemannienne à bord ainsi obtenue.

PROPOSITION 2.10. – Il existe trois constantesa1, a2, a3 strictement positives qui n
dépendent que dem telles que pour toutp � 2 et toutu � ue/4,

µ̃1,p(Ωu,l) � a1
a2

µ̃1,p(Ω) + a3 u2

et pour toutp ∈ {2, . . . ,m− 1} (si m � 3) et toutu � ue/4,

µ̃1,p(Mu,l, gu,l) � a1
a2

µ̃1,p(M,g) + a3 u2
.

Preuve. –Commençons par l’étude des domaines euclidiens. Considérons le recouvrement
Ωu,l schématisé en figure 2. Le domaineΩu,l,1 est le domaineΩ ; le domaineΩu,l,2 s’obtient de
la manière suivante :

On se donne une demi-boule de rayon 1 à laquelle est rattaché (de façon lisse) un cyl
rayon1/4 et de longueur1/4. L’ouvertΩu,l,2 est alors l’image de ce domaine par l’homothétie
rapport4u (on suppose, sans nuire à la généralité, queu � ue/4). Le petit cylindre de longueuru
et de rayonu dont est muniΩu,l,2 est contenu dans le cylindre deΩu,l. Le domaineΩu,l,3 est un
domaine de bord cylindrique de longueurl − u ; c’est donc un convexe de diamètre� 2l. Enfin,
Ωu,l,12 = Ωu,l,1 ∩ Ωu,l,2 et Ωu,l,23 = Ωu,l,2 ∩ Ωu,l,3 sont des convexes de diamètre majoré
2u.

– CommeΩu,l,1 est indépendant deu, ses valeurs propres le sont aussi.
– Par définition deΩu,l,2, il existe une constanteK2 > 0 qui ne dépend que dem telle que les

valeurs propres non nulles deΩu,l,2 soient toutes minorées parK2/u2.

Fig. 2. Recouvrement deΩu,l.
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– D’après le lemme 3.3 et la remarque 3.5, les premières valeurs propres non nulles deΩu,l,3

sont minorées parK3/u2 oùK3 est une constante positive non nulle qui ne dépend que de
m.

f.

r

rs
ue

es
]

e

rt

ltat sera

si-
de
pour
formes

er les
– Afin d’estimer le spectre deΩu,l,12 et de Ωu,l,23, on utilise le théorème suivant (c
théorème 1.1 de [18]) :

THÉORÈME 2.11. – SoitΩ un domaine convexeRn (n � 2) de diamètred(Ω). Il existe une
constanteC1 := C1(n) > 0 telle que pour toutp ∈ {0, . . . , n}

µ1,p(Ω) � C1

d(Ω)2
.

Il s’ensuit que les valeurs propres non nulles deΩu,l,12 et de Ωu,l,23 sont minorées pa
Kinter/u2, oùKinter > 0 est une constante indépendante deu.

CommeHp−1(Ωu,l,12) = Hp−1(Ωu,l,23){0} si p � 2, le lemme de McGowan permet alo
d’affirmer l’existence de trois constantesa1, a2, a3 strictement positives qui ne dépendent q
dem, telles que pour toutp � 2 et toutu � ue/4,

µ̃1,p(Ωu,l) � a1
a2

µ̃1,p(Ω) + a3 u2
.

Étudions alors(Mu,l, gu,l) :
Choisissons le recouvrement suivant deMu,l :
L’ouvert Mu,l

1 est la variétéMu,l privée du cylindre[2u, l[×Sm−1(u).
L’ouvert Mu,l

2 est le cylindre]u, l[×Sm−1(u).
L’intersectionMu,l

12 = Mu,l
1 ∩Mu,l

2 est alors le cylindre]u,2u[×Sm−1(u).
Alors :
– la variétéMu,l

1 , munie de la métrique induite pargu,l est quasi isométrique (avec d
constantes indépendantes deu) à la variété(Mu, g). D’après la proposition 3.3 de [13
et le résultat de convergence de [3], les valeurs propres exactes (A) pour lesp-formes
sur (Mu,l

1 , gu,l) (p < m) sont uniformément minorées par rapport àu par une constant
strictement positive.

– Il est immédiat que le spectre exact (A) de(Mu,l
2 , gu,l) est uniformément minoré par rappo

àu.
– De même les valeurs propres exactes (A) de(Mu,l

12 , gu,l) sont plus grandes queK ′
inter/u2,

oùK ′
inter > 0 ne dépend pas deu.

On conclut par le lemme de McGowan, sachant queHp−1(]u,2u[×Sm−1(u)) est nul si
2 � p � m− 1. �

Nous allons à présent établir le lemme 2.7 annoncé en début de section. Ce résu
fondamental dans la preuve du lemme 2.13.

Preuve du lemme 2.7. –1) Étude deUp
1 (u).

Première étape : L’applicationIp
1 de la section 2.1, qui permet de définir l’ouvertUp

1 (u),
est une quasi-isométrie entre le produitOp

1(u) × Sp et Up
1 (u). Les constantes de cette qua

isométrie sont indépendantes deu car la distance entreUp
1 (u) et le centre 0 ne dépend pas

u. Ainsi, par la proposition 3.3 de [13] (contrôle du spectre par quasi-isométries) il suffit,
montrer le lemme, de minorer les premières valeurs propres non nulles du spectre des
exactes (avec conditions de bord absolues) deOp

1(u)× Sp.
Deuxième étape : Par la formule donnant le spectre d’un produit, il suffit de minor

premières valeurs propres exactes absolues deOp
1(u).
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1. Minoration dẽµ1,1(O
p
1(u)).

Minorer µ̃1,1(O
p
1(u)) signifie minorerµ1,0(O

p
1(u)). Mais cela provient de la proposition

2.9.

tre

propres

t
rs de

s
effet,
lemme
valeurs

mieux
t un
s

l

]

ère
r

2. Minoration dẽµ1,n−p(O
p
1(u)).

Elle provient du théorème de Faber–Krahn (Op
1(u) est un domaine deRn−p).

3. Minoration dẽµ1,k(Op
1(u)), k ∈ {2, . . . , n− p− 1}.

C’est une conséquence directe de la proposition 2.10 (avecm = n− p et l = 1/5).
2) Étude deV p

1 (u).
Comme précédemment, il suffit d’étudier les valeurs propres du produitSp−1 × Su, oùSu a

été définie plus haut et est ici de dimensionn− p + 1.
Le résultat provient alors des propositions 2.9 et 2.10 ainsi que de la formule donnant le spec

d’un produit. �
2.2.2. Application : minorations indépendantes deu

Comme annoncé en introduction de cette section, nous nous intéressons ici aux valeurs
des domainesΩp,u qui ne tendent pas vers0 avecu. Le cas des haltères de CheegerΩ0,u est
classique (voir section précédente).

Nous donnons ici des estimations du spectre des formesexactes(A) de Ωp,u (lemmes 2.12 e
2.13), pourp compris entre1 etn− 2. Le théorème de décomposition de Hodge permet alo
revenir au spectre non nécessairement exact.

Nous donnons ensuite le cas des(n− 1)-formes (A) surΩn−1,u = Ωn−2,u.
Intéressons-nous à présent à la première valeur propre pour les1-formes exactes (A) sur le

domainesΩp,u (0 � p � n − 2). Cette valeur propre demande une étude particulière. En
quel que soit le domaine (connexe) que l’on étudie, le lemme de McGowan (tout comme le
classique de minoration des valeurs propres du problème de Neumann en fonction des
propres d’un recouvrement ouvert, voir corollaire 4.65 de [16]) permet de minorer au
la deuxième valeur propre pour les1-formes exactes (A) (tout domaine connexe possédan
espace de dimension1 de fonctions harmoniques (N)). Laméthode sera donc ici d’utiliser le
symétries des domainesΩp,u afin de se ramener à des domaines que l’on a déjà étudiés.

LEMME 2.12. – Il existe une constante positive non nulleC1(n) qui ne dépend que den � 3
telle que pour toutp ∈ {1, . . . , n− 2} et toutu � 1/10,

µ̃1,1 (Ωp,u) � C1(n).

Preuve du lemme 2.12. –Considérons le recouvrement deΩp,u constitué de l’ouvertUp
1 (u)

étudié à la section précédente, c’est-à-dire de la partie épaisse deΩp,u et du convexe centra
(partie fine)Up

2 (u), de diamètre� 1.
Par le lemme 2.7, nous avonsµ1,0(U

p
1 (u)) � C′

1 et, d’après le théorème 2.11,

µ1,0

(
Up

2 (u)
)

� C′
1,

où C′
1 est une constante non nulle positive indépendante deu. Ainsi, le corollaire 4.65 de [16

donneµ2,0(Ωp,u) � C′
1.

Supposons que lorsqueu tend vers 0,µ1,0 (Ωp,u) tende vers 0. Commeµ2,0(Ωp,u) est
uniformément minoré, la multiplicité deµ1,0 (Ωp,u) est, pouru assez petit, exactement 1.

Rappelons que la partie épaisse deΩp,u a été construite à partir d’un voisinage de la sph
unitéSp ∈ R

p+1 ⊂ R
n = R

p+1 ×R
n−p−1. Il s’ensuit que les domainesΩp,u sont invariants pa
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les éléments du groupe

{(
R 0

) }

t
nts de
.

e de
:

it
G = 0 In−p−1
, R ∈ SO(p + 1,R) < SO(n,R).

Soit fu une fonction propre non nulle pour les conditions de Neumann surΩp,u, associée à
µ1,0(Ωp,u). CommeG est connexe,fu est également invariante sous l’action deG. Considérons
alors le domainẽΩp,u = Ωp,u ∩P , oùP est un hyperplan quelconque contenant{0}×R

n−p−1.
Ce domaine n’est autre qu’une copie deΩp−1,u en dimensionn− 1. Notonsf̃u la restriction de
fu à Ω̃p,u. Cette fonction est non nulle et invariante parG̃. Or, à cause de l’invariance defu sous
l’action deG, R(fu) = R(f̃u) (ainsi,limu→0R(f̃u) = 0) et

∫
Ω̃p,u

f̃u = 0.
Lorsquep = 1, on raisonne alors comme dans la preuve de la proposition 2.9 :
Il existe une constanteA(n) > 0 indépendante deu, telle queµ2,0(Ω̃1,u) � A(n).
Mais les fonctionsf̃u (symétrique),ω0,u (antisymétrique, cf. preuve du lemme 2.9) e1

(fonction constante), sur̃Ω1,u sont deux à deux orthogonales et sont associées à des quotie
Rayleigh qui tendent vers0 avecu, ce qui, par le principe du Min/Max, est une contradiction

On montre alors, pour toutn � 4, le casp � 2 par récurrence. �
Dans les lemmes suivants, on s’intéresse auxp-formes en général (n � 3, p ∈ {1, . . . , n− 2}).

LEMME 2.13. – Soitn � 3. Il existe des constantes positives non nullesC̃i(n, p), i = 1,2, qui
ne dépendent pas deu, telles que:

pour toutp et q ∈ {1, . . . , n− 2}, q �= p + 1

µ̃1,q(Ωp,u) � C̃1(n, p),

µ̃2,p+1(Ωp,u) � C̃2(n, p);

De plus, pour toutp ∈ {1, . . . , n− 2},

µ1,p(Ωp,u) = µ̃1,p+1(Ωp,u).

Preuve. –Le casp = 1 vient d’être traité au lemme 2.12. La suite repose sur le lemm
McGowan. Considérons le recouvrement suivant deΩp,u (voir schématisation en figure 3)
le premier ouvert,Up

1 (u), est la partie “épaisse” deΩp,u. Le second,Up
2 (u), est le domaine

convexe lissé difféomorphe au produitBp+1(0,1/2) × Bn−p−1(0, u). Enfin, l’intersection
Up

1 (u)∩Up
2 (u) = Up

12(u) est un voisinage deSp(7/10) qui se rétracte surSp(7/10).
Nous avons :

Hq
(
Up

12(u)
)
= {0} si q /∈ {0, p}
= R si q ∈ {0, p}.

– Minorants du spectre exact deUp
1 (u) :

Par le lemme 2.7, nous avons :

∀q ∈ {0, . . . , n}, µ̃1,q

(
Up

1 (u)
)
� K,

oùK est une constante positive non nulle indépendante deu.
– Minorants du spectre exact deUp

12(u) :
Cet ouvert est l’image par la quasi-isométrieIp

1 introduite en section 2.1 du produ
Cp(u) × Sp où Cp(u) est un domaine convexe deRn−p de diamètre� 1. De même que
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de
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par
Fig. 3. Schématisation du recouvrement deΩp,u.

dans la preuve du lemme 2.7, les constantes decette quasi-isométrie ne dépendent pas
u. Ainsi, d’après la proposition 3.3 de [13], il suffit de contrôler le spectre exact abso
produitCp(u)×Sp muni de la métrique canonique. Mais par le théorème 2.11, les prem
valeurs propres non nulles deCp(u) sont minorées par une constante strictement pos
indépendante deu. Donc, par la formule donnant le spectre d’un produit, nous avon
minorations uniformes pourUp

12(u).
– Minorants du spectre exact deUp

2 (u) :
Cela provient à nouveau du théorème 2.11.

Les minorations données ci-dessus permettent d’appliquer le lemme de McGowan :
Commedim(Hq−1(Up

12(u))) = 0 lorsqueq �= p+1, µ̃1,q(Ωp,u) est minorée indépendamme
deu pour ces valeurs deq �= p + 1.

En particulier, pour toutp ∈ {1, . . . , n − 2}, une forme propre non nulle pourµ1,p(Ωp,u) ne
peut être exacte puisquelimu→0 µ1,p(Ωp,u) = 0. Ainsi, µ1,p(Ωp,u) � µ̃1,p+1(Ωp,u). L’inégalité
inverse étant toujours vérifiée, nous obtenons :µ1,p(Ωp,u) = µ̃1,p+1(Ωp,u).

Maintenant,dim(Hp(Up
12(u))) = 1 pour toutp ∈ {1, . . . , n−2} ; donc le lemme de McGowa

donne encore un minorant indépendant deu pourµ̃2,p+1(Ωp,u). �
L’objet de la suite de cette section est d’étudier les valeurs propres des sphères(Sn, gp,u) qui

ne tendent pas vers0 avecu.

LEMME 2.14. – Il existe une constante positive non nulleC0,1(n) qui ne dépend que den � 4
telle que pour toutp ∈ {2, . . . , [n/2]} et toutu � 1/10,

ν̃1,1 (Sn, gp,u) � C0,1(n).

La preuve est la même que pour le lemme 2.12.

LEMME 2.15. – Il existe une constante positive non nulleC̃′(n) qui ne dépend pas deu, telle
que pour toutp ∈ {1, . . . , [n/2]}

ν̃2,p(Sn, gp,u) � C̃′(n),

ν̃1,q(Sn, gp,u) � C̃′(n) si q �= p, q ∈ {1, . . . , [n/2]}.

Preuve. –Le casp = 1 a déjà été traité dans la première partie de la preuve du théorèm
De plus, le casp � 2, q = 1 provient du lemme 2.15. Intéressons-nous au casp � 2, q � 2. On
applique encore le lemme de McGowan à(Sn, gp,u) en choisissant le recouvrement donné
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les deux ouvertsV p
1 (u) etV p

2 (u) = ∂Up−1
2 (u) ∩ ∂Ωp−1,u = Bp(0,1/2)× Sn−p(u) (où, ici, les

domainesUp−1
2 (u) etΩp−1,u sont des ouverts deRn+1). L’intersectionV p

1 (u)∩V p
2 (u) = V p

12(u)
a même cohomologie absolue que le produitSp−1 × Sn−p. En particulier, siq ∈ {2, . . . , [n/2]},

res
e

ent

petites
truction

rgie)

s

é
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es

nt
as des

[19]).
act

par une
Hq−1(Sp−1 × Sn−p) est isomorphe àR si q = p et est nul sinon. De plus, les valeurs prop
non nulles deV p

12(u) sont minorées par une constante strictement positive indépendante du. La
conclusion résulte alors du lemme 2.7.�

Les lemmes 2.13 et 2.15 complètent la preuve du théorème 2.3.

Remarque2.16. – Les métriques construites surSn au théorème 2.3 possèdent exactem
une petite valeur propre pour lesp-formes exactes et une petite valeur propre pour les(n−p+1)-
formes exactes. Il n’y a pas de petite valeur propre pour les autres degrés. Les deux
valeurs propres se déduisent l’une de l’autre par dualité. Toutefois, au niveau de leur cons
géométrique, leurs provenances sont différentes. La petite valeur propreν̃1,p provient de la
disparition des(p − 1)-formes harmoniques non nulles lors de la transformation (par chiru
de Sp−1 × Sn−p+1 en une sphèreSn. La variété à bord intermédiaire estV p

1 (u) qui possède
un espace de(p − 1)-cohomologie réelle de même dimension que celui deSp−1 × Sn−p+1

(car p < (n + 1)/2) ; cette variété n’a pas de petite valeur propre pour lesp-formes exacte
vérifiant les CB (A). En revanche, la petite valeur propreν̃1,n−p+1 sur (Sn, gp,u) apparaît déjà
sur les variétésV p

1 (u) (comme petite valeur propre pour les(n− p + 1)-formes vérifiant les CB
(A)). En effet, déjà lors du passage deSp−1 × Sn−p+1 à V p

1 (u), il y a, contrairement au degr
p − 1, disparition de l’espace de cohomologie en degrén − p + 1. Notons queV p

1 (u) possède
également une petite valeur propre en degrén (CB (A)) provenant de la disparition desn-formes
harmoniques deSp−1 × Sn−p+1 (Hn(V p

1 (u)) = {0}). Cette petite valeur propre ne se retrou
pas sur(Sn, gp,u) ; la raison en est queHn(Sn) est, de même que pourSp−1 × Sn−p+1, égal à
R.

3. Obtention de grandes valeurs propres à volume fixé

Nous donnons ici une construction qui permettra de prescrire le volume dans nos théorèm
de prescription (sauf pour les fonctions et les1-formes qui vérifient les CB (A)).

Nous obtenons en particulier que l’inégalitéde Weinberger (voir [24]) ne donne un majora
de la première valeur propre non nulle, qui ne fait intervenir que le volume, que dans le c
fonctions et (par différentiation des fonctions propres) des1-formes (A).

THÉORÈME 3.1. – Soit un domaineΩ⊂ R
n (n � 2).

SoitA, un réel positif.
Il existe un domaineΩA ∈ R

n difféomorphe àΩ tel que:
– Vol(ΩA) = Vol(Ω),
– Pour toutp ∈ {2, . . . , n}, µ1,p(ΩA) � A.

Remarque3.2. – Une telle propriété était déjà connue pour les variétés compactes (voir
Nous utiliserons d’ailleurs ce dernier résultatpour la prescription du volume dans le cas comp
(sauf pour les fonctions et les1, (n− 1) etn-formes).

La première étape de la preuve consiste à estimer le spectre du produit d’un intervalle
boule :

LEMME 3.3. – Soit, pourn � 2, Cn,l,r, l’ouvert cylindriqueBn−1(r)× ]–l, l[, où l et r sont
deux réels strictement positifs.

Alors, il existe une constanteΛ > 0 indépendante del et de r telle que pour toutp ∈
{2, . . . , n}, lim inf l→∞ µ1,p(Cn,l,r) � Λ/r2.
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Remarque3.4. – Notons que l’ouvertCn,l,r ne possède pas un bord lisse. Toutefois, dans [7]
et [8], Cheeger définit la théorie spectrale decertaines variétés singulières. Les ouvertsCn,l,r,
qui sont convexes, entrent dans ce cadre. On peut trouver dans [15], un résumé succinct de cette
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gré non

r

tration

ontrer
e

théorie que nous utilisons ici.

Preuve du lemme 3.3. –Soit p ∈ {2, . . . , n}. Soit, Hp(Bn−1(r)× ]–l, l[), le sous espac
vectoriel deL2

p(B
n−1(r)× ]–l, l[) engendré par les produits dep-formes propres (A) su

Bn−1(r) et de fonctions propres (A) sur]–l, l[ ou de(p − 1)-formes propres (A) surBn−1(r)
et de1-formes propres (A) sur]–l, l[. Si α ∧ β est un tel produit, oùα est associée à la vale
propreµ etβ à la valeur propreµ′, α∧β se trouve dans le domaine du Laplacien (A) sur l’ouv
singulierBn−1(r)× ]–l, l[ et est associée à la valeur propreµ + µ′.

De plus, nous avons

Hp

(
Bn−1(r)× ]–l, l[

)
= L2

p

(
Bn−1(r)× ]–l, l[

)
.

En effet, les produits de formes lisses à support compact sont denses dansL2
p(B

n−1(r)× ]–l, l[) ;
de plus, si un tel produit est orthogonal àHp(Bn−1(r)× ]–l, l[), alors il est nul.

Ainsi, comme sur un domaine de dimensionm � 2 (en fait de dimensionm � 1),
difféomorphe à une boule, il n’y a pas deq-formes harmoniques (A) pourq � 1, nous avons
alors, pour toutp ∈ {2, . . . , n}, la formule :

µ1,p(Cn,l,r) = inf
{
µ1,p

(
Bn−1(r)

)
, µ1,p−1

(
Bn−1(r)

)
+ µ1,1

(
]–l, l[

)}
,

ce qui achève la preuve du lemme.�
Remarque3.5. – La propriété de l’ouvert-produitCn,l,r donnée par le lemme 3.3 est enc

vérifiée si on lisseCn,l,r (voir annexe B).
On minore les valeurs propres du domaine lissé, pourp � 2, en utilisant le lemme de McGowa

et 3.3 (il suffit de prendre pour recouvrement deux ouverts indépendants del aux extrémités de
cylindre lissé, ainsi que le cylindre central non lissé).

Remarque3.6. – Le lemme 3.3 et la remarque 3.5 montrent qu’il est possible de cons
des domaines convexes de volume1 avec des valeurs propres aussi grandes que l’ont veut. A
le théorème de Weinberger n’est pas satisfait dans le cas des formes différentielles de de
nul (pour les CB (A)), même en se restreignant à des domaines convexes.

Preuve du théorème 3.1 (idée). –L’idée de la construction est de relierΩ à un domaine
cylindrique de rayon fixé et de grande longueur de sorte que :

– ce nouveau domaine est difféomorphe àΩ,
– le volume du nouveau domaine est arbitrairement grand,
– la première valeur propre non nulle pour lesp-formes (A),p ∈ {2, . . . , n} est minorée pa

une constante strictement positive indépendante de la longueur du cylindre.
Ce dernier point repose sur le lemme de McGowan et le lemme 3.3.

Une homothétie donne alors le résultat.
Nous omettrons ici les détails de la preuve (très similaire au travail de [19]). La démons

complète se trouve dans [17].�
Remarque3.7. – La longueur du cylindre que comporte le domaineΩA est d’autant plus

grande que le minorantA est grand.
De plus, grâce au lemme de McGowan et au lemme 3.3, il n’est pas difficile de m

l’existence d’une constanteC(n) > 0 indépendante deA telle que si l’on rallonge le cylindr
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d’une longueurl � 0, les valeurs propres du domaine correspondant restent minorées par
C(n)A.

Ceci reste valable lorsqu’il s’agit de variétés compactes.
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Remarque3.8. – Les théorèmes 2.1, 2.3 et 3.1 reposent sur des phénomènes topolo
En effet, un domaineΩ étant donné, il possède, en degré0, toujours de la cohomologie absol
et ne possède jamais de cohomologie relative. En revanche, on a beaucoup plus de libert
cas des formes différentielles. En effet, les boules deR

m (m � 2) n’ont jamais de cohomologi
absolue, en degré plus grand ou égal à1. Mais pour tout entierp � 1, il existe un domaine qu
possède de la cohomologie relative en degrép (il suffit de choisir un voisinage tubulaire d’un
sphère de dimensionn− p).

Le premier fait permet de montrer le théorème 3.1 ; le deuxième est à la base du théor
(1). Le résultat de [19] ainsi que le théorème 2.3 reposent sur le même phénomène.

Remarque3.9. – Nous construisons de grandes valeurs propres à volume1 pour les(n− 1)-
formes (A). Mais dans [19], Gentile et Pagliara n’obtiennent de grandes valeurs propres
variétés compactes que pour2 � p � n− 2. Cela s’explique par le fait qu’il n’y a pas d’influenc
du spectre des fonctions (A) sur celui des1-formes (R) sin � 3 (alors que pour les variété sa
bord, le spectre des fonctions se retrouve, par différentiation, sur le spectre des 1 et(n − 1)-
formes).

De plus, dans la preuve de notre lemme 3.3, on minore la première valeur propr
les (n − 1)-formes (A) du produit d’un long intervalle par une boule de dimensionn − 1,
indépendamment de la longueur de l’intervalle. Cela est possible puisqu’une telle boule
possède pas de(n − 1)-formes harmoniques (A). Mais minorer la première valeur propre
nulle pour les(n − 1)-formes (A) du produit d’un intervalle par une sphère de dimen
n− 1, indépendamment de la longueur de l’intervalle, n’est pas possible puisqu’une telle sph
possède des(n− 1)-formes harmoniques, d’où la restriction du résultat de [19].

Remarque3.10. – Les domainesΩA du théorème 3.1 auront un rayon interne d’autant
petit queA sera grand. En fait, le rayon interne est un paramètre nécessaire pour conse
contrôle par le haut des valeurs propres. SiΩ est un domaine euclidien deRn (n � 2) et ρ est
son rayon interne, il existe une constanteCn > 0 qui ne dépend que de la dimension, telle q
pour toutp ∈ {0, . . . , n}, µ1,p(Ω) � Cn/ρ2. La preuve est classique.

4. Prescription : cas desdomaines euclidiens

4.1. Existence deΩ2

4.1.1. Première étape
Le théorème 2.1 donne (quitte à utiliser des homothéties) l’existence de domaines

morphes à des boules euclidiennes, de diamètre contrôlé, tels que la première valeur
(pour lesp-formes (A)) est fixée à l’avance alors que la seconde est aussi grande que l’on

Nous allons obtenir ici le même résultat sur des boules topologiques auxquelles est r
un cylindre de petit rayon.

Plus précisément, le but de cette étape est de montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1. – Soient trois réelsV0 > 0, D0 > 0 etα > 0.
Il existe une suite strictement décroissante(εm)m∈N∗ de réels positifs, qui tend vers0 et,
pour tout p ∈ {2, . . . , n − 1} et tout k ∈ {1, . . . ,K}, une suite de domaines(Ωp,k,m)m∈N∗

difféomorphes à des boules, telles que pour toutp, toutk et toutm :
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TAB. 1
Récapitulatif

Ω (p ∈ {2, . . . , n− 1})

une

s de

t

tre

s.

t du
p−1,u

µ̃1,p tend vers0 avecu

µ̃2,p minorées par une constante

µ̃1,q , q ∈ {2, . . . , n− 1} \ {p} strictement positive indépendante deu

– µ̃1,p(Ωp,k,m) = µ̃k,p,
– µ̃2,p(Ωp,k,m) � 100 µ̃K,p,
– µ̃1,q(Ωp,k,m) � α µ̃K,p, pourq ∈ {2, . . . , n− 1} \ {p},
– Vol(Ωp,k,m) < V0,
– diam(Ωp,k,m) < D0,
– chaque domaineΩp,k,m est muni d’un cylindreCεm de longueurD0/2 et de rayonεm.

Remarque4.2. – Le réelα sera déterminé dans la preuve du lemme 4.15. Ce sera
constante qui ne dépendra que de la dimensionn.

On utilise ici les domaines construits dans la section 2. Considérons, pourp ∈ {2, . . . , n− 1},
la famille de boules topologiques(Ωp−1,u)u�1/10. Nous récapitulons les propriétés spectrale
ces domaines dans le tableau 1.

Quitte à utiliser une homothétie de rapport convenable, on supposera que les domainesΩp−1,u

(p ∈ {2, . . . , n − 1}) ont un diamètre strictement plus petit queD0/2 et un volume strictemen
majoré parV0/2.

On recolle maintenant à la partie épaisse desΩp−1,u le domaine cylindrique

]0,D0[×Bn−1(ε0),

où Bn−1(ε0) désigne la boule euclidienne de dimensionn − 1 et de rayonε0 > 0 (le réel
ε0 est choisi assez petit pour que, d’une part, la construction ait un sens et que, d’au
part, les domaines obtenus aient un diamètre et un volume strictement majorés parD0 et V0

respectivement). On lisse l’ouvert ainsi obtenu comme indiqué en annexe B.

Notation 4.3. – Nous noterons, pourp ∈ {2, . . . , n − 1}, Ωp,u,ε0 les domaines ainsi obtenu
Voir figure 4.

D’après la proposition 2.10, il existe une constantec > 0 indépendante deε0 telle que
µ̃1,p(Ωp,1/10,ε0) � c.

D’autre part, les minorations récapitulées dans le tableau 1 ne sont pas affectées par l’ajou
cylindre. Plus précisément :

Fig. 4.Ωp,u,ε0 .
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LEMME 4.4. – Il existe une constantec′ > 0 indépendante deu � 1/10 et deε0 telle que:
– µ̃2,p(Ωp,u,ε0) � c′,
– pourq ∈ {2, . . . , n− 1} \ {p}, µ̃1,q(Ωp,u,ε0) � c′.

se du
ndre
du

eurs

al

rescrire
in de

on
Preuve du lemme 4.4. –C’est la même preuve que celle du lemme 2.13 : la partie épais
recouvrement utilisé pour appliquer le lemme de McGowan est cette fois rattachée au cyli
de rayonε0 ; mais ce cylindre ne perturbe pas, d’après la proposition 2.10, les minorations
spectre de cette partie épaisse.�

Fixons à présentp ∈ {2, . . . , n− 1}.
1. Supposons dans un premier temps queµ̃K,p soit plus petit ou égal à

µ̃0,p := inf
{

c,
c′

max{100, α}

}
.

Le réelε0 et l’entierk ∈ {1, . . . ,K} étant donnés, il existe alors, par continuité des val
propres deΩp,u,ε0 par rapport au paramètreu > 0, uk � 1/10 tel que
– µ̃1,p(Ωp,uk,ε0) = µ̃k,p,
– µ̃2,p(Ωp,u,ε0) � 100 µ̃K,p,
– µ̃1,q(Ωp,u,ε0) � α µ̃K,p, pourq ∈ {2, . . . , n− 1} \ {p},
– Vol(Ωp,uk,ε0) < V0,
– diam(Ωp,uk,ε0) < D0.

2. Plaçons-nous dans un second temps dans le cas oùµ̃K,p � µ̃0,p.
Notonshµ̃ =

√
µ̃0,p/µ̃K,p.

Comme dans le cas précédent, on peut construire un domaineΩ′
p,uk,ε0 tel que :

– µ̃1,p(Ω′
p,uk,ε0) = µ̃k,p

µ̃0,p

µ̃K,p
,

– µ̃2,p(Ω′
p,u,ε0) � c′ � 100 µ̃0,p,

– µ̃1,q(Ω′
p,u,ε0) � c′ � α µ̃0,p, pourq ∈ {2, . . . , n− 1} \ {p},

– Vol(Ω′
p,uk,ε0) < V0,

– diam(Ω′
p,uk,ε0) < D0.

Soit alorsΩp,uk,ε0 l’image deΩ′
p,uk,ε0 par l’homothétie de rapporthµ̃ � 1. Nous avons :

– µ̃1,p(Ωp,uk,ε0) = µ̃k,p,
– µ̃2,p(Ωp,u,ε0) � 100 µ̃K,p,
– µ̃1,q(Ωp,u,ε0) � α µ̃K,p, pourq ∈ {2, . . . , n− 1} \ {p},
– Vol(Ωp,uk,ε0) < V0,
– diam(Ωp,uk,ε0) < D0.

Les ouvertsΩp,uk,ε0 sont munis d’un cylindre de rayon inférieur ou égal àε0. La fin de la preuve
de la proposition 4.1 est alors aisée.

Notation 4.5. – Nous poserons̃µK = max{µ̃K,2, . . . , µ̃K,n−1}.

Remarque4.6. – Le contrôle du volume des boulesque l’on va rattacher au domaine initi
est nécessaire afin de prescrire le volume.

De plus, afin de ne pas avoir d’interférences entre les valeurs propres que l’on veut p
pour les(n − 1)-formes exactes (A) et le spectre des fonctions (D), nous aurons beso
travailler dans un cylindre de rayon suffisamment petit.

Ainsi, dans toute la suite, nous fixeronsV0 etD0 de sorte que :
– V0 = Vol(Ω)

3 (n−2)K ,

– λ1,0(Bn−1(10D0)) � 100 µ̃K , où Bn−1(10D0) est la boule euclidienne de dimensi
n− 1 et de rayon10D0.
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4.1.2. Deuxième étape
On se donneB(2)

0 , . . . ,B
(n−1)
0 , n − 2 boules fermées de(R∗

+)K , de centre(1, . . . ,1), non
réduites au point(1, . . . ,1), de rayon plus petit ou égal à1/10, qui respectent la non multiplicité :

s

se de la
e.

r
quat :
existe

e

t

de
les et de

s

nt

t

ngueur
r

essins qui
∀p ∈ {2, . . . , n− 1}, ∀ξ(p) ∈ Bp
0 , µ̃1,p/ξ

(p) 2
1 < · · ·< µ̃K,p/ξ

(p) 2
K .

Nous poseronsB0 = B
(2)
0 × · · · ×B

(n−1)
0 .

Notation 4.7. – Pour toutp ∈ {2, . . . , n− 2}, toutk ∈ {1, . . . ,K} et tout

ξ(p) = (ξ(p)
1 , . . . , ξ

(p)
K ) ∈B

(p)
0 ,

soit Ω
ξ
(p)
k

,m
, l’image deΩp,k,m par l’homothétie de rapportξ(p)

k . Quitte à réduire le rayon de

boulesB(2)
0 , . . . ,B

(n−1)
0 , on a encoreVol(Ω

ξ
(p)
k

,m
) < V0 etdiam(Ω

ξ
(p)
k

,m
) < D0.

4.1.3. Troisième étape
Nous allons maintenant recoller les domainesΩ

ξ
(p)
k

,m
à un domaine difféomorphe àΩ, tel

que, pour toutq ∈ {2, . . . , n − 1}, la première valeur propre non nulle pour lesq-formes (A)
soit assez grande. Ce domaine devra avoir un diamètre assez grand pour que l’on dispo
place nécessaire pour lui recoller tous lesΩ

ξ
(p)
k

,m
. De plus, il nous faudra contrôler son volum

Enfin, il nous faut travailler dans un tube de rayon plus petit que10D0 (voir remarque 4.6). O
le théorème 3.1 et la remarque 3.7 nous donnent justement l’existence d’un domaine adé

Soit un réelβ > 0 (cette constante sera précisée dans la preuve du lemme 4.15) ; il
un domaineΩ′ à bord lisse, difféomorphe àΩ, tel que, pour tousq et p ∈ {2, . . . , n − 1},
µ1,q(Ω′) � β µ̃K (voir notation 4.5). Ce domaineΩ′ possède un cylindreA de longueur plus
grande que10nK D0 ; son volume vautVol(Ω)/3. Enfin, si l’on rallonge le cylindre d’un
longueurl � 0, on peut supposer que le bas du spectre non nul desq-formes (A) (q ∈ {2, . . . ,
n− 1}) reste minoré parβ µ̃K .

NotonsεA, le rayon du cylindreA.
Quitte à utiliser une homothétie de rapport convenable, on peut supposer queΩ′ est

effectivement contenu dans un cylindre de rayon plus petit que10D0 (l’axe de ce tube étan
parallèle à celui du cylindre deΩ′).

Considérons(n − 2)K pointsm1,2, . . . ,mK,2, . . . ,m1,n−1, . . . ,mK,n−1 du bord deA. On
choisit ces points de sorte que les normales en ces points àΩ′ soient deux à deux parallèles ;
plus, on peut supposer que les demi-cylindres d’axes respectifs ces demi-droites norma
rayon4D ne s’intersectent pas entre eux et n’intersectent pasΩ′.

Donnons-nous alorsξ = (ξ(2), . . . , ξ(n−1)) ∈ B0. Pour tout p ∈ {2, . . . , n− 1}, tout
k ∈ {1, . . . ,K} et toutm ∈ N

∗, on recolle alors àΩ′ (n − 2)K domaines cylindriques d’axe
respectifs les normales à∂Ω′ enm1,2, . . . ,mK,2, . . . ,m1,n−1, . . . ,mK,n−1, de rayonξ(p)

k εm et

de longueurξ(p)
k (on peut supposer queε0 � εA/3). Le lissage de l’ouvert s’effectue en suiva

la méthode indiquée dans l’annexe B.

Notation 4.8. – Nous appelleronsΩξ,m le nouveau domaine ainsi construit.

On peut alors rassembler,m étant donné, chaqueΩ
ξ
(p)
k

,m
avecΩξ,m, le long de l’embou

correspondant, de sorte que l’intersection de chacun des deux cylindres ait une lo
ξ
(p)
k /2 + 2ξ

(p)
k εm/10. Voir figure 5 ; sur ce dessin le domaine du typeΩp,u est représenté, pou

plus de clarté, par des boules et non par des haltères -ce que nous ferons dans tous les d
suivront.

Notons temporairementΩtmp
µ̃,ξ,m ce nouveau domaine.
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Remarque4.9. – Le domaineΩξ,m, qui consiste enΩ′ auquel on recolle des cylindres, est un
domaine intermédiaire entreΩ′ etΩtmp

µ̃,ξ,m.
Nous introduisons ce domaine afin de pouvoir effectuer facilement le recollement entreΩ′ et

que

e

s

les ouverts de typeΩ
ξ
(p)
k

,m
, tout en restant dans la classe des ouverts à bord lisse.

Par contruction,

Vol
(
Ωtmp

µ̃,ξ,m

)
� Vol(Ω)

3
+ (n− 2)K

Vol(Ω)
3 (n− 2)K

=
2 Vol(Ω)

3
.

Il ne reste plus qu’à rallonger le cylindreA deΩtmp
µ̃,ξ,m afin d’atteindre le même volume queΩ.

Notation 4.10. – SoitΩµ̃,ξ,m, le domaine obtenu alors (cf. figures 5 et 6).
Par construction, pour tousξ etm, Ωµ̃,ξ,m est difféomorphe àΩ et possède le même volume.

Remarque4.11. – Ces domainesΩµ̃,ξ,m sont contenus dans un tube de rayon plus petit
10D0. Par conséquent, pour toutξ et toutm, µ1,n(Ωµ̃,ξ,m) > µ̃K,n−1.

Notation 4.12. – Nous noteronsΩ′
ξ,m le domaineΩξ,m dont on a rallongé le cylindre d

la même longueur queΩtmp
µ̃,ξ,m. Ainsi, Ωµ̃,ξ,m peut se voir commeΩ′

ξ,m auquel on rajoute le
domainesΩ

ξ
(p)
k

,m
.

Fig. 5. Jonction des deux cylindres.

Fig. 6.Ωµ̃,ξ,m .

4e SÉRIE– TOME 37 – 2004 –N◦ 2



PRESCRIPTION DU SPECTRE DU LAPLACIEN DE HODGE–DE RHAM 289

Enfin, nous aurons aussi besoin de considérer le domaineΩ̃ξ,m constitué du domaineΩ′ dont
on a également rallongé le cylindre de la même longueur queΩtmp

µ̃,ξ,m.

ce

s
s

u

les des

rs
de
4.1.4. Quatrième étape
Cette étape consiste à prouver, pour toutp compris entre2 etn−1, un résultat de convergen

desK premières valeurs propres pour lesp-formes (A) de la suite de domainesΩµ̃,ξ,m, lorsque
m tend vers+∞.

PROPOSITION 4.13. –
– L’application

B0 → (R∗
+)(n−2)K ,

ξ 	→
(
µ̃1,2(Ωµ̃,ξ,m), . . . , µ̃K,2(Ωµ̃,ξ,m), . . . , µ̃1,n−1(Ωµ̃,ξ,m), . . . , µ̃K,n−1(Ωµ̃,ξ,m)

)
est continue.

– On a la convergence:

∀p ∈ {2, . . . , n− 1}, ∀k ∈ {1, . . . ,K}, µ̃k,p(Ωµ̃,ξ,m) −→
m→+∞

µ̃k,p

ξ
(p) 2
k

.

Montrons la proposition 4.13.
Le premier point est une conséquence de la proposition 3.3 de [13].
Le second point est plus délicat. Nous le démontrons dans les pages qui suivent.
Considérons un entier donnép ∈ {2, . . . , n− 1}.
Nous devrons montrer que les formes propres exactes associées auxK premières valeur

propres(µ̃k,p(Ωµ̃,ξ,m))1�k�K se concentrent, lorsquem tend vers+∞, sur les domaine
respectifsΩ

ξ
(p)
k

,m
.

Considérons, pourp ∈ {2, . . . , n− 1}, les ensembles de domaines :

O(p) = {Ω
ξ
(p)
1 ,m

, . . . ,Ω
ξ
(p)
K

,m
}.

Il s’agit des domaines qui donneront le spectre desp-formes exactes.

Notation 4.14. – Pourm ∈ N
∗, p ∈ {2, . . . , n− 1} et ξ ∈ B0 soit Ω(p)

µ̃,ξ,m, le domaine obten

de la même façon queΩµ̃,ξ,m mais sans recoller les domaines de l’ensembleO(p).

LEMME 4.15. – Il existemp ∈ N
∗ tel que pour toutm � mp et toutξ ∈ B0,

µ̃1,p(Ω
(p)
µ̃,ξ,m) � 5µ̃K .

Preuve. –Il s’agit d’une conséquence de la proposition 2.10 et des propriétés spectra
domaines du typeΩ

ξ
(q)
k

,m
, via le lemme de McGowan.

On considère le recouvrement deΩ(p)
µ,ξ,m constitué par :

– les domainesΩ
ξ
(q)
k

,m
, k ∈ {1, . . . ,K}, q �= p,

– le domaineΩ′
ξ,m (voir notation 4.12).

D’après la proposition 2.10 et la remarque 3.7 et puisqueξ varie dans un compact, les valeu
propres̃µ1,p(Ω′

ξ,m) sont minorées par une constanteC(β) > 0 qui peut être rendue aussi gran
que l’on veut pourvu queβ etm soient assez grands.
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Notons que, dans la proposition 2.10, on étudie le spectre d’un domaineauquel on rajoute un
seul cylindre. Toutefois, le résultat est le même si l’on rajoute plusieurs cylindres (en nombre
fini).

iamètres

rées par
sections

e

de la

tre,
les

ont on

)

e

ît

ns
De plus, siq �= p, etk ∈ {1, . . . ,K}, µ̃1,p(Ωξ
(q)
k

,m
) � α µ̃K,p.

Enfin les intersections des ouverts du recouvrement sont des domaines convexes de d
respectifsξ(q)

k /2.
D’après le théorème 2.11, les valeurs propres (exactes) de ces intersections sont mino

une constante positive non nulle qui ne dépend que de la dimension. De plus, ces inter
ne possèdent pas de cohomologie absolue en degré différent de0.

Par le lemme de McGowan, il existe trois constantesa > 0, b > 0, c > 0 qui ne dépendent qu
de la dimension, telles que

µ̃1,p

(
Ω(p)

µ̃,ξ,m

)
� a

b
α + c

C(β)

.

D’où le résultat, pourvu queα et β soient choisis assez grands, ce choix ne dépendant que
dimension. �

Nous allons maintenant donner la première étapede la preuve de la convergence du spec
à savoir l’étude de la limite supérieure desK premières valeurs propres non nulles pour
p-formes exactes (A) deΩµ̃,ξ,m, lorsquem tend vers+∞ :

LEMME 4.16. – Soitp ∈ {2, . . . , n− 1}. Pour toutk ∈ {1, . . . ,K},

limsup
m→+∞

µ̃k,p(Ωµ̃,ξ,m) � µ̃k,p/ξ
(p) 2
k .

Avant de prouver ce lemme nous aurons besoin de montrer qu’une forme propre d
contrôle la normeL2 sur le domaineΩ

ξ
(p)
k

,m
tend vers0 au bout du cylindreCεm . Plus

précisément, soitα
ξ
(p)
k

,m
unep-forme propre exacte (A), de norme1, sur Ω

ξ
(p)
k

,m
, associée à

la valeur proprẽµ1,p(Ωξ
(p)
k

,m
) = µ̃k,p/ξ

(p) 2
k .

On peut écrireα
ξ
(p)
k

,m
= dα′

ξ
(p)
k

,m
, où α′

ξ
(p)
k

,m
est une(p − 1)-forme propre coexacte (A

associée également à la valeur propreµk,p/ξ
(p) 2
k .

Notons queR(α′
ξ
(p)
k

,m
) = ‖dα′

ξ
(p)
k

,m
‖2/‖α′

ξ
(p)
k

,m
‖2. Donc

‖α′
ξ
(p)
k

,m
‖2 =

‖α
ξ
(p)
k

,m
‖2

µ̃k,p/ξ
(p) 2
k

.

En particulier,‖α′
ξ
(p)
k

,m
‖ est bornée indépendamment dem.

Soit alorsf0, une fonction lisse surΩ
ξ
(p)
k

,m
telle que : sur le cylindre,f0 ne dépend que d

l’abscisse le long de l’axe ;f0 vaut1 sur une longueurξ(p)
k en partant de l’extrémité, puis décro

jusqu’à0 sur une longueurξ(p)
k /6 ; f0 vaut alors0 sur le reste du domaine (voir figure 7). Noto

que le gradient def0 est borné indépendamment dem.

LEMME 4.17. – Nous avons:

lim
m→+∞

‖f0 α
ξ
(p)
k

,m
‖2
2 = 0 et lim

m→+∞
‖δ(f0 α

ξ
(p)
k

,m
)‖2

2 = 0.
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u

-

n-
Fig. 7. Fonctionf0 surΩ
ξ
(p)
k

,m
.

Preuve. –La preuve repose sur le fait que, pour1 � p � n − 2, la première valeur propre d
spectre desp-formes coexactes du cylindre tend vers+∞ lorsquem tend vers+∞.

Nous allons montrer tout d’abord queq(f0 α
ξ
(p)
k

,m
) est borné indépendamment dem. Par

définition,

q(f0 α
ξ
(p)
k

,m
) = ‖df0 α

ξ
(p)
k

,m
‖2
2 + ‖δ f0 α

ξ
(p)
k

,m
‖2
2.

Maisdf0 α
ξ
(p)
k

,m
= df0 ∧ α

ξ
(p)
k

,m
+ f0 dα

ξ
(p)
k

,m
. Donc

‖df0 α
ξ
(p)
k

,m
‖2
2 =

∫
Ωµ̃,ξ,m

|df0 ∧ α
ξ
(p)
k

,m
|2

+
∫

Ωµ̃,ξ,m

2f0 df0 ∧α
ξ
(p)
k

,m
∧ �dα

ξ
(p)
k

,m
+

∫
Ωµ̃,ξ,m

|f0 dα
ξ
(p)
k

,m
|2

= I1 + I2 + I3.

Mais
1. I1 � ‖df0‖∞‖α

ξ
(p)
k

,m
‖2
2.

2. I2 � 2‖f0df0‖∞ ‖α
ξ
(p)
k

,m
‖2
2 ‖dα

ξ
(p)
k

,m
‖2
2.

3. I3 � ‖f0‖∞‖ ‖dα
ξ
(p)
k

,m
‖2
2.

Commeα
ξ
(p)
k

,m
est propre, associée à la valeur propreµ̃k,p/ξ

(p) 2
k (qui est majorée indépendam

ment dem et même deξ), et qu’elle est de norme1, ‖df0 α
ξ
(p)
k

,m
‖2
2 est bien majorée indépe

damment dem.
On démontre de même que‖δ f0 α

ξ
(p)
k

,m
‖2
2 est bien majorée indépendamment dem.

Maintenant la formef0 α
ξ
(p)
k

,m
est une forme-test sur le cylindreCεm (qui vérifie les conditions

de bord (A) à l’ordre0). Mais pour2 � p � n− 1, limm→+∞ µ1,p(Cεm) = +∞. Donc, comme
le cylindre ne possède pas de formes harmoniques (A)-sauf en degré

0-lim
m→+∞

R(f0 α
ξ
(p)
k

,m
) = +∞.
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Donc

‖f0 α (p) ‖2
2 =

q(f0 α
ξ
(p)
k

,m
)

−→ 0.

n

:

. La

ent
ξ
k

,m R(f0 α
ξ
(p)
k

,m
)m→+∞

Maintenant,

δ(f0αξ
(p)
k

,m
) = f0δαξ

(p)
k

,m
− i∇f0αξ

(p)
k

,m
.

Donc δ(f0αξ
(p)
k

,m
) vérifie les conditions de bord (A) à l’ordre0 sur le cylindre. De plus, o

montre comme plus haut que la norme dedδ (f0αξ
(p)
k

,m
) est majorée indépendamment dem.

Par conséquent, on montre comme précédemment que‖δ (f0 α
ξ
(p)
k

,m
)‖2

2 tend vers 0. �
COROLLAIRE 4.18. –

lim
m→+∞

‖f0 α′
ξ
(p)
k

,m
‖2
2 = 0.

Preuve. –On choisit une fonctionf0,1 de même type quef0 mais qui vaut1 en tout point où
f0 est non nulle. Par le lemme 4.17,limm→+∞ ‖f0,1αξ

(p)
k

,m
‖2
2 = 0. Il s’ensuit que

lim
m→+∞

‖i∇f0αξ
(p)
k

,m
‖2
2 = 0.

Le résultat provient alors de la formule

f0α
′
ξ
(p)
k

,m
=

ξ
(p) 2
k

µ̃k,p

(
δ (f0αξ

(p)
k

,m
) + i∇f0αξ

(p)
k

,m

)
. �

Preuve du lemme 4.16. –L’entier p étant donné dans{2, . . . , n − 1}, pour tout k ∈
{1, . . . ,Kp}, on considère la fonction lissef (p)

k surΩ
ξ
(p)
k

,m
définie comme suit (voir figure 8)

cette fonction est nulle en dehors deΩµ̃,ξ,m \Ω
ξ
(p)
k

,m
. Décrivons-la donc surΩ

ξ
(p)
k

,m
. On part de

l’extrémité du cylindre deΩ
ξ
(p)
k

,m
: f

(p)
k est nulle sur la longueurξ(p)

k εm/10 puis croît jusqu’à

1 (avec un gradient borné indépendamment dem) sur une longueurξ(p)
k /2 et vaut1 sur le reste

du domaine. Notons que, sur le cylindre,f
(p)
k ne dépend que de l’abscisse le long de l’axe

fonctionf
(p)
k ainsi que ses dérivées d’ordre1 et 2 sont en particulier bornées indépendamm

dem.
Soit à présent les formes testd(f (p)

1 α′
ξ
(p)
1 ,m

), . . . , d(f (p)
K α

ξ
(p)
K

,m
).

Montrons que pour toutk ∈ {1, . . . ,K},

lim
m→+∞

R
(
d(f (p)

1 α′
ξ
(p)
1 ,m

)
)

= µ̃k,p/ξ
(p) 2
k .

Nous devons pour cela montrer que les quantités

∣∣∥∥d(f (p)
k α′

ξ
(p)
k

,m
)
∥∥2

2
− ‖dα′

ξ
(p)
k

,m
‖2
2

∣∣
et ∣∣∥∥δ d(f (p)

k α′
ξ
(p)
k

,m
)
∥∥2

2
− ‖δ dα′

ξ
(p)
k

,m
‖2
2

∣∣
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ent

t

Fig. 8.f (p) et f (p)
k .

tendent vers0 lorsquem tend vers+∞ : Par définition def (p)
k et deα

ξ
(p)
k

,m
, les normesL2 sont

prises sur le domaineΩ
ξ
(p)
k

,m
. Nous avons alors :

∣∣∥∥d(f (p)
k α′

ξ
(p)
k

,m
)
∥∥2

2
− ‖dα′

ξ
(p)
k

,m
‖2
2

∣∣
=

∣∣〈d(f (p)
k α′

ξ
(p)
k

,m
) + dα′

ξ
(p)
k

,m
|d(f (p)

k α′
ξ
(p)
k

,m
)− dα′

ξ
(p)
k

,m

〉∣∣
�

∥∥d(f (p)
k α′

ξ
(p)
k

,m
) + dα′

ξ
(p)
k

,m

∥∥
2
.
∥∥d(f (p)

k α′
ξ
(p)
k

,m
)− dα′

ξ
(p)
k

,m

∥∥
2

�
(
‖df

(p)
k ∧α′

ξ
(p)
k

,m
‖2 + (1 + f

(p)
k )‖dα′

ξ
(p)
k

,m
‖2

)
×

(
‖df

(p)
k ∧α′

ξ
(p)
k

,m
‖2 + ‖(1− f

(p)
k )dα′

ξ
(p)
k

,m
‖2

)
.

Mais comme la norme deα′
ξ
(p)
k

,m
vautξ(p) 2

k /µ̃k,p et f (p)
k a un gradient borné indépendamm

dem, ‖df
(p)
k ∧α′

ξ
(p)
k

,m
)‖2 + (1 + f

(p)
k )‖dα′

ξ
(p)
k

,m
‖2 est borné indépendamment dem.

De plus, par le lemme 4.17 et le corollaire 4.18,‖df
(p)
k ∧α

ξ
(p)
k

,m
)‖2 et‖(1−f

(p)
k )dα

ξ
(p)
k

,m
‖2

tendent vers0 lorsquem tend vers+∞. En effet, la fonctionf (p)
k est différente de1 en des points

oùf0 vaut1. Donc|‖d(f (p)
k α

ξ
(p)
k

,m
)‖2

2 − ‖dα
ξ
(p)
k

,m
‖2
2| tend vers0 lorsquem tend vers+∞.

On montre de même que|‖δ d(f (p)
k α′

ξ
(p)
k

,m
)‖2

2 − ‖δ dα′
ξ
(p)
k

,m
‖2
2| tend vers 0 lorsquem tend

vers+∞.
Comme‖dα′

ξ
(p)
k

,m
‖2 et ‖δ dα′

ξ
(p)
k

,m
‖2 sont bornées indépendamment dem, on a le résulta

sur le quotient de Rayleigh.
Maintenant, ces formes-test sont exactes et deux à deux orthogonales.
Il suffit alors d’appliquer le principe du Min-Max.�
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Fig. 9. Fonctiong.

Il faut maintenant montrer que pour toutk ∈ {1, . . . ,K},

lim inf
m→+∞

µ̃k,p(Ωµ̃,ξ,m) � µ̃k,p/ξ
(p) 2
k .

Tout d’abord, de même que pour les domainesΩ
ξ
(p)
k

,m
, les formes propres exactes (

de norme1 sur Ωµ̃,ξ,m associées à des valeurs propres bornées indépendammentm
s’évanouissent sur les cylindres. On considère la fonction lisseg sur chaqueΩµ̃,ξ,m définie
comme suit : la fonctiong vaut0 en dehors des cylindres ; sur les cylindres,g ne dépend qu
de l’abscisse le long de l’axe et vaut1 sur un intervalle de longueurξ(p)

k /2 autour du milieu de
l’axe. De plus,g a un gradient borné indépendamment dem. Voir figure 9.

LEMME 4.19. – Soitp ∈ {2, . . . , n− 1}.
Soitdφ, unep-forme propre exacte(A) de norme1 sur Ωµ̃,ξ,m associée à une valeur prop

majorée indépendamment dem.
Grâce au théorème de Hodge, la formeφ peut être choisie coexacte et satisfait les conditi

de bord(A).
Alors nous avonslimm→+∞ ‖g φ‖2

2 = 0 et limm→+∞ ‖g dφ‖2
2 = 0.

Preuve. –Une nouvelle application du lemme de McGowan montre qu’il existe une cons
strictement positiveC, non nulle et indépendante deξ etm telle que pour toutp ∈ {2, . . . , n−1},
µ̃1,p(Ωµ̃,ξ,m) � C. Alors, ‖φ‖2 � 1/C. La suite de la preuve est alors identique à celle de
et 4.18. �

La suite de la preuve de 4.13 consiste en un raisonnement par récurrence qui montre, à la f
la convergence desK premières valeurs propres non nulles deΩµ̃,ξ,m pour lesp-formes exacte

(A) vers (µ̃1,p/ξ
(p) 2
1 , . . . , µ̃K,p/ξ

(p) 2
K ) et la concentration des formes propres corresponda

sur les domainesΩ
ξ
(p)
k

,m
.

Soit (dφm
1 , . . . , dφm

K), une base orthonormale de formes propres exactes (A) associé
valeurs propres̃µ1,p(Ωµ̃,ξ,m), . . . , µ̃K,p(Ωµ̃,ξ,m). On peut supposer que les formesφm

1 , . . . , φm
K

sont coexactes et vérifient les conditions de bord (A).
Soit la fonctionf (p) qui vaut1 sur Ω̃ξ,m ainsi que le long de chaque petit cylindre, sur u

longueur respective deξ(p)
k /2 − ξ

(p)
k εm/10, puis décroît vers0 sur une longueurξ(p)

k /2 et vaut
0 sur le reste deΩµ̃,ξ,m. Encore une fois,f (p) ne dépend, sur les cylindres, que de l’absciss
long de l’axe. Les dérivées def (p) sont bornées indépendamment dem. Voir figure 8. Notons
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que c’est en des points où la fonctiong vaut 1 que les fonctionsf (p), f
(p)
1 , . . . , f

(p)
K sont non

constantes.
L’idée qui sous-tend ce qui suit repose sur le fait que les fonctions propres tendent vers0 là

(A)
où on les modifie. Notons en particulier qu’il n’est pas nécessaire quef (p) + f
(p)
k vaille 1 là où

f
(p)
k n’est pas constante.
Comme dans la preuve du lemme 4.16, le lemme 4.19 donne

q(df (p)φm
1 ) + q(df

(p)
1 φm

1 ) + · · ·+ q(df
(p)
K φm

1 ) = q(dφm
1 ) + v(1)

m

et

‖df (p)φm
1 ‖2 + ‖df

(p)
1 φm

1 ‖2 + · · ·+ ‖df
(p)
K φm

1 ‖2 = ‖dφm
1 ‖2 + v(2)

m

aveclimm→+∞ v
(1)
m = 0 et limm→+∞ v

(2)
m = 0.

Commeq(dφm
1 ) et ‖dφm

1 ‖2 sont bornés indépendamment dem,

lim inf
m→+∞

R(φm
1 ) = lim inf

m→+∞

q(df (p)φm
1 ) + q(df

(p)
1 φm

1 ) + · · ·+ q(df
(p)
K φm

1 )

‖df (p)φm
1 ‖2 + ‖df

(p)
1 φm

1 ‖2 + · · ·+ ‖df
(p)
K φm

1 ‖2
.

À présent, les formesdf (p)φm
1 , . . . , d f

(p)
K φm

1 sont exactes et vérifient les conditions de bord
à l’ordre0.

On en déduit que

q(df (p)φm
1 ) + q(df

(p)
1 φm

1 ) + · · ·+ q(df
(p)
K φm

1 )

‖df (p)φm
1 ‖2 + ‖df

(p)
1 φm

1 ‖2 + · · ·+ ‖df
(p)
K φm

1 ‖2

�
µ̃1,p(Ω

(p)
µ̃,ξ,m) ‖df (p)φm

1 ‖2 + µ̃1,p/ξ
(p) 2
1 ‖df

(p)
1 φm

1 ‖2

‖df (p)φm
1 ‖2 + ‖df

(p)
1 φm

1 ‖2 + · · ·+ ‖df
(p)
K φm

1 ‖2
+ · · ·

+
µ̃K,p/ξ

(p) 2
K ‖df

(p)
K φm

1 ‖2

‖df (p)φm
1 ‖2 + ‖df

(p)
1 φm

1 ‖2 + · · ·+ ‖df
(p)
K φm

1 ‖2
,

avec, d’après le lemme 4.15,µ̃1,p(Ω
(p)
µ̃,ξ,m) � 5µ̃K � 5µ̃1,p � 4µ̃1,p/ξ

(p) 2
1 (carB(p)

0 et B
(p+1)
0

ont un rayon majoré par1/10) et avecµ̃1,p/ξ
(p) 2
1 < · · ·< µ̃Kp,p/ξ

(p) 2
K .

Donclim infm→+∞R(dφm
1 ) � µ̃1,p/ξ

(p) 2
1 , c’est-à-dire

lim inf
m→+∞

µ̃1,p(Ωµ̃,ξ,m) � µ̃1,p/ξ
(p) 2
1 .

Par le lemme 4.16, on en déduit quelimm→+∞ µ̃1,p(Ωµ̃,ξ,m) = µ̃1,p/ξ
(p) 2
1 . De plus, par le

lemme 4.19,

lim
m→+∞

‖df (p)φm
1 ‖2 + ‖df

(p)
1 φm

1 ‖2 + · · ·+ ‖df
(p)
K φm

1 ‖2 = 1.

S’il existait une sous-suite(εφ(m))m∈N telle que

lim
m→+∞

‖df (p)φ
εφ(m)
1 ‖ = l > 0,
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R(dφ
εφ(m)
1 ) aurait une limite plus grande ou égale àµ̃1,p/ξ

(p) 2
1 + 3lµ̃1,p/ξ

(p) 2
1 > µ̃1,p/ξ

(p) 2
1 , ce

qui n’est pas vrai. Ainsi, nous avonslimm→+∞ ‖df (p)φm
1 ‖ = 0.

On montre de même que pour touti ∈ {2, . . . ,K}, lim ‖df
(p)

φm‖ = 0.

e de

r

e

m→+∞ i 1 2

Supposons avoir montré que pour unL < K et pour touti ∈ {1, . . . ,L},
– limm→+∞ µ̃i,p/ξ

(p) 2
i ,

– limm→+∞ ‖df (p)φm
i ‖2 = 0,

– ∀j ∈ {1, . . . ,K} \ {i}, limm→+∞ ‖df
(p)
j φm

i ‖2 = 0.
Montrons alors que :
– limm→+∞ µ̃L+1,p/ξ

(p) 2
L+1 ,

– limm→+∞ ‖df (p)φm
L+1‖2 = 0,

– ∀j ∈ {1, . . . ,K} \ {L + 1}, limm→+∞ ‖df
(p)
j φm

L+1‖2 = 0.
D’après le lemme 4.19, les quotientsR(dφm

L+1) et

q(df (p)φm
L+1) + q(df

(p)
1 φm

L+1) + · · ·+ q(df
(p)
K φm

L+1)

‖df (p)φm
L+1‖+ ‖df

(p)
1 φm

L+1‖+ · · ·+ ‖df
(p)
K φm

L+1‖

ont même limite inférieure.
Puisque les formes(dφm

1 , . . . , dφm
K) sont deux à deux orthogonales et que, par hypothès

récurrence, les formes(dφm
1 , . . . , dφm

L ) se concentrent respectivement surΩ
ξ
(p)
1 ,m

, . . . ,Ω
ξ
(p)
L

,m
,

nous avons, pour toutk ∈ {1, . . . ,L}, limm→+∞〈dφm
k , d f

(p)
k φm

L+1〉 = 0. Par conséquent, pa
définition des domainesΩ

ξ
(p)
k

,m
, si m est assez grand,

q(df (p)φm
L+1) + q(df

(p)
1 φm

L+1) + · · ·+ q(df
(p)
K φm

L+1)

‖df (p)φm
L+1‖2 + ‖df

(p)
1 φm

L+1‖2 + · · ·+ ‖df
(p)
K φm

L+1‖2

�
µ̃1,p(Ω

(p)
µ̃,ξ,m) ‖df (p)φm

L+1‖2 + 50µ̃K,p/ξ
(p) 2
K ‖df

(p)
1 φm

1 ‖2

‖df (p)φmn

L+1‖2 + ‖df
(p)
1 φm

L+1‖2 + · · ·+ ‖df
(p)
K φm

L+1‖2
+ · · ·

+
50µ̃K,p/ξ

(p) 2
K ‖df

(p)
L φm

L+1‖2

‖df (p)φmn

L+1‖2 + ‖df
(p)
1 φm

L+1‖2 + · · ·+ ‖df
(p)
K φm

L+1‖2

+
µ̃L+1,p/ξ

(p) 2
L+1 ‖df

(p)
L+1φ

m
L+1‖2 + · · ·+ µ̃K,p/ξ

(p) 2
K ‖df

(p)
K φm

L+1‖2

‖df (p)φmn

L+1‖2 + ‖df
(p)
1 φm

L+1‖2 + · · ·+ ‖df
(p)
K φm

L+1‖2
,

avec, par le lemme 4.15,̃µ1,p(Ω
(p)
µ̃,ξ,m) � 5µ̃K � 5µ̃L+1,p � 4µ̃L+1,p/ξ

(p) 2
L+1. On en déduit déjà

que

lim inf
m→+∞

R(dφm
L+1) � µ̃L+1,p/ξ

(p) 2
L+1,

d’où, par le lemme 4.16,limm→∞ µ̃L+1,p(Ωµ̃,ξ,m) = µ̃L+1,p/ξ
(p) 2
L+1 . On montre alors comm

dans l’étape d’initialisation de la récurrence que

lim
m→∞

‖df (p)φm
L+1‖2 = 0

et que pour toutj ∈ {1, . . . ,K} \ {L + 1}, limm→∞ ‖df
(p)
j φm

L+1‖2 = 0.
Ceci termine la preuve de la proposition 4.13.
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Remarque4.20. – Nous avonsutilisé de façon fondamentale le fait que les valeurs propres à
prescrire n’ont pas de multiplicité. En effet, c’est cela qui nous a permis de “localiser” les formes
propres afin d’obtenir la convergence du spectre.
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Terminons à présent le théorème 1.1 lorsquen � 3 et p ∈ {2, . . . , n− 1}.
Pour toutm ∈ N

� et toutξ ∈ B0, soit le domaineΩµ̃,ξ,m de la proposition 4.13. Soit alors
suite d’applications(Φm)m∈N∗ définie par :

Φm :B0 −→ R
(n−2)K ,

ξ 	→
(
µ̃1,2(Ωµ̃,ξ,m)− µ̃1,2, . . . , µ̃K,2(Ωµ̃,ξ,m)− µ̃K,2, . . . ,

µ̃1,n−1(Ωµ̃,ξ,m)− µ̃1,n−1, . . . , µ̃K,n−1(Ωµ̃,ξ,m)− µ̃K,n−1

)
.

Soit également l’application

Φ:B0 −→ R
(n−2)K ,

ξ 	→
(

µ̃1,2

ξ
(2)2
1

− µ̃1,2, . . . ,
µ̃K,2

ξ
(2)2
K

− µ̃K,2, . . . ,
µ̃1,n−1

ξ
(n−1)2
1

− µ̃1,n−1, . . . ,
µ̃K,n−1

ξ
(n−1)2
K

− µ̃K,n−1

)
.

D’après le premier point de la proposition 4.13, la suite(Φm) est une suite d’application
continues sur le compactB0.

De plus, l’applicationΦ est un difféomorphisme.
D’après le second point de la proposition 4.13, la suite(Φm) converge simplement versΦ.
CommeB0 est compact et que les applicationsΦm etΦ sont continues, la convergence est

fait, d’après le théorème de Dini, uniforme. On applique alors le lemme suivant (voir [10])

LEMME 4.21. – Soit (Φm), une suite d’applications continues d’une boule ferm
B0 ⊂ R

K → R
K , qui converge uniformément vers un difféomorphismeΦ deB0 sur un compac

deR
K contenant0 dans son intérieur.

Alors, sim est assez grand,0 est dans l’image deΦm.

Ainsi, il existe un entierM0 ∈ N et un élémentξ0 ∈ B0 tels queΦM0(ξ0) = 0, c’est-à-dire tels
que pour toutp ∈ {1, . . . , n− 1} et toutk ∈ {1, . . . ,K}, µ̃k,p(Ωµ̃,ξ0,M0) = µ̃k,p. On choisit donc
Ω2 = Ωµ̃,ξ0,M0 .

4.2. Existence deΩ1

Nous allons redonner rapidement une preuve du théorème 1.4 de [10]sans multiplicité e
prescrivant également le spectre des1-formes(A).

La preuve s’appuie sur le résultat de [2] donnantl’asymptotique des petites valeurs prop
lorsqu’on relie des domaines par des anses de petit rayon.

Les domaines que nous allons construire seront des voisinages tubulaires de graphes en éto
Le lemme suivant, qui est classique, montre que l’on peut prescrire le spectre sans mul

de tels graphes :

LEMME 4.22. – SoitS, l’ensemble des matrices symétriques réelles d’ordreK + 1 qui ne
possèdent des termes non nuls que sur la diagonale, la première ligne et la première colo

Soitµ = (0 < µ1 < · · ·< µK), une suite strictement croissante de réels positifs qui comm
à 0.

Il existe une famille deK + 1 réels strictement positifsa = (a0, . . . , aK) et une famille deK
réels strictement positifsκ = (κ01, κ02, . . . , κ0K) tels que la matriceB(a,κ) ∈ S définie par:

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



298 P. GUERINI

b00 = a0

K∑
j=1

1
κ0 j

,

rit sans

t

ne

ces
) ;

e

bii = ai
1

κ0 i
si i ∈ {1, . . . ,K},

b0,j = bj,0 = −√
a0 aj

1
κ0 j

pourj ∈ {1, . . . ,K}

admette la suiteµ pour spectre.
De plus, l’application qui àa0, . . . , aK associe le spectre de la matriceB(a,κ) est un

difféomorphisme local surR∗(K+1)
+ .

La preuve est classique ; elle repose de manière fondamentale sur le fait qu’on presc
multiplicité. Voir par exemple [11].

Nous pouvons alors établir la proposition :

PROPOSITION 4.23. – Soitn � 2, p ∈ {0,1}.
Soit B0, une petite boule fermée de(R∗

+)K , de centre(1, . . . ,1), non réduite au poin
(1, . . . ,1).

Il existe un difféomorphismeΦ0 surB0 à valeurs dans(R∗
+)K qui vérifie

Φ0(1, . . . ,1) = (µ1, . . . , µK);

il existe d’autre part un réelε0 > 0 tel que pour toutε � ε0 et toutξ ∈ B0, il existe un domaine
Ωp,µ,ξ,ε à bord lisse et difféomorphe àΩ, tel que:

– L’application

B0 −→ (R∗
+)K ,

ξ 	→
(
µ1,p(Ωp,µ,ξ,ε), . . . , µK,p(Ωp,µ,ξ,ε)

)
est continue.

– On a la convergence:(
µ1,p(Ωp,µ,ξ,ε), . . . , µK,p(Ωp,µ,ξ,ε)

)
−→
ε→0

Φ0(ξ).

Ici, B0 devra être assez petit pour que lesK premières valeurs propres non nulles d’u
certaine matrice paramétrée parξ donnent un difféomorphisme (par rapport à la variableξ).

Preuve de la proposition 4.23. –ConstruisonsΩ0,µ,ξ,ε : soit la matriceB(a,κ) donnée par le
lemme 4.22 de spectre0 < µ1,0 < · · ·< µK,0.

Soit K boules euclidiennesΩ1, . . . ,ΩK de volumes respectifs1a1
, . . . , 1

aK
. Notonsri, les

diamètres respectifs de ces boules. Sans nuireà la généralité, on peut supposer que le bord de
boules est euclidien sur unε0-voisinage d’un point (oùε0 est une constante positive non nulle
cela permettra de recoller les domaines de façon lisse.

Pour touti ∈ {1, . . . ,K}, soitΩi(ξi), l’image deΩi par l’homothétie de rapportξi. Soit alors
un domaine de volume1, difféomorphe àΩ, dont le bord contient un ouvert deRn−1 de diamètre
plus grand que2(r1 + · · ·+ rK) (cf figure 10). On notera encoreΩ ce domaine.

Suivant la construction indiquée dans [2], on relie de façon lisse chacune des boulesΩi(ξi) à
Ω par desε-anses (la liaison se faisant là où le bord est euclidien ; on suppose queε est inférieur à
ε0 pour que l’on puisse effectuer tous ces recollements). Rappelons que cesε-anses sont du typ

Ai(ε) =
{
(x1, . . . , xn−1, xn) ∈ R

n: xn ∈ ]–si, si[,
√

x2
1 + · · ·+ x2

n−1 � ρi(xn)
}
,
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le

t

Fig. 10. Déformation deΩ.

Fig. 11. Construction dẽΩ0,µ,ξ,ε .

oùρi est une fonction lisse sur l’intervalle]–si, si[ (si > 0).
De plus, on choisit la fonctionρi de sorte que

∫ si

−si
ρ1−n

i (t)dt = κ0,i (où les réelsκ0,i sont
donnés dans le lemme 4.22).

NotonsΩ̃0,µ,ξ,ε le domaine ainsi obtenu, qui est bien difféomorphe àΩ (cf. figure 11).
Soit alorsΩ0,µ,ξ,ε, l’image deΩ̃0,µ,ξ,ε par l’homothétie de rapport

√
τn−1 ε(n−1)/2, où τn−1

est le volume de la sphère unitéSn−1.
Le résultat de [2] permet alors d’affirmer que

(
µ1,0(Ω0,µ,ξ,ε), . . . , µK,0(Ω0,µ,ξ,ε)

)
−→
ε→0

Φ0(ξ),

oùΦ0(ξ) est la suite desK premières valeurs propres non nulles de la matriceB(a(ξ), κ) (avec
a(ξ)i = (ai/(ξi)n)).

Notons que siB0 est assez petite, l’applicationξ 	→ Φ0(ξ) est bien un difféomorphisme (
fait qu’il n’y ait pas de multiplicité est ici fondamental).

Enfin, si ξ = (1, . . . ,1), on obtient le spectre deB(a,κ) qui, par construction, vau
(µ1, . . . , µK).

Nous avons ainsi construit notre domaineΩ0,µ,ξ,ε.
Maintenant une nouvelle application du lemme de McGowan montre queµ̃1,2(Ω̃0,µ,ξ,ε) est

minoré par une constante positive non nulle indépendante deε et µ̃1,2(Ω0,µ,ξ,ε)−→ε→0 +∞.
Ainsi les K premières valeurs propres non nulles pour les1-formes deΩ0µ,ξ,ε sont celles

associées à des formes propres exactes ; elles proviennent donc des fonctions (A).
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On peut donc choisir égalementΩ1,µ,ξ,ε = Ω0,µ,ξ,ε pourε assez petit. �
On termine alors comme en section 4.1 par une application du lemme 4.21.
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5. Cas des variétés riemanniennes compactes

Le preuve du théorème 1.2 est mot pour mot la même que celle du théorème 1.1. No
referons donc pas.

Notons juste les modifications à apporter par rapport au cas euclidien :
1. Construction de la métriqueg1.

La preuve est la même, compte tenu que l’on peut, de même que dans le cas eu
contrôler l’asymptotique des petites valeurs propres lorsqu’on relie des variétés ri
niennes par des anses (voir [4] et [2]).
De plus, les homothéties sur les domaines sont remplacées par des homothéties sur la
trique.
Lorsque la dimension vaut2, les petites valeurs propres que l’on obtient pour les fonct
en reliant des variétés par des anses de petit rayon se retrouvent (via l’opérateur de Hodg
au niveau des2-formes. On prescrit donc le spectre des1-formes avec multiplicité2 dans
ce cas. En revanche, si la dimension vaut au moins3, on contrôle comme dans le cas d
domaines, grâce au lemme de McGowan, le spectre des2-formes exactes.

2. Construction de la métriqueg2.
– On utilise le théorème 2.3 au lieu de 2.1 (généralisation dans le cas compact des

de Cheeger).
– Les homothéties sur les domaines sont encore remplacées par des homothéties su

métrique.
– Le théorème 3.1 est remplacé par le résultat de [19].
– Dans la preuve de l’équivalent du lemme 4.15, on n’utilise pas le théorème 2.11

simplement le fait que l’on peut contrôler le spectre desp-formes exactes absolues
produit d’un intervalle par une petite boule euclidienne.

Remarque5.1. – Par l’inégalité de Weinberger (voir [24]), nous ne pouvons pas prescrire
volume en même temps que le spectre dans le cas des fonctions et des1-formes qui vérifient les
CB (A) sur les domaines euclidiens.

En revanche, le résultat de [9] montre qu’il n’y a pas d’obstruction à prescrire le vo
lorsqu’on prescrit le spectre des fonctions sur lesvariétés compactes. Un tel travail a été fait
Lohkamp dans [20].

Annexe A. Le lemme de McGowan

Il s’agit d’un résultat qui remonte à Cheeger et qui fut démontré par McGowan dans le c
2-formes différentielles exactes d’une variété compacte (voir [21], lemme 2.3). Il se générali
auxp-formes différentielles,p � 2 (voir [19], lemme 1).

Si (M,g) est une variété riemannienne compacte et(U1,U2) est un recouvrement de ce
variété par deux ouverts, on minore laN ie valeur propre de(M,g) pour lesp-formes exacte
en fonction des premières valeurs propres pour lesp-formes exactes (avec CB (A)) des ouve
U1,U2 et des premières valeurs propres pour les(p−1)-formes exactes (avec CB (A)) de l’ouve
U1∩U2. L’entierN est égal à1+dimHp−1(U1∩U2). Plus précisément, il existe trois constan
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Fig. 12. Déformation du bord.

a, b, c > 0 telles que

ν̃N,p(M,g) � a

( 1
µ̃1,p(U1) + 1

µ̃1,p(U2)
)(b + c

µ̃1,p−1(U1∩U2)
)
.

En particulier, si la cohomologie absolue en degrép− 1 de l’intersection est nulle, on minore
première valeur propre desp-formes exactes.

Notons que ce lemme se généralise à un recouvrement par un nombre quelconqu
d’ouverts, au moins lorsque l’ordre des intersections n’est pas plus grand que2. De plus il reste
valable pour les variétés à bord, dans le cas des CB (A).

RemarqueA.1. – Dans la preuve du lemme intervient une partition de l’unité dont on a besoi
de contrôler le gradient en normeL∞. La constantec de la minoration donnée plus haut devie
grande si ce gradient est grand. En fait, le lemme de McGowan ne donne des estimé
triviales que si les valeurs propres exactes des ouvertsUα ∩Uβ sont du même ordre de grande
que leur diamètre. C’est le cas dans tout cet article.

Annexe B. Indications sur le lissage des ouverts

La réunion de deux domaines d’intersection non vide est un ouvert dont le bord n’est p
général, une sous-variété lisse deR

n.
L’exemple qui s’offre souvent à nous dans cet article consiste en un domaine deR

n auquel on
rajoute un domaine de bord cylindrique (produit d’un intervalle par une boule de codime
1).

Il est toutefois possible de lisser le bord de ces domaines. L’idée consiste à déformer
du domaine initial au voisinage d’un point afin de rendre nulles toutes les courbures prin
(voir figure 12).

On n’a plus alors qu’à recoller le cylindre, après l’avoir “évasé” à l’une de ses extrém
“arondi” à l’autre ; voir figure 13.

Il est également possible de lisser un cylindre seul : voir figure 14.
Nous ne ferons pas tout cela en détail dans cet article. Toutes les constructions sont ex

dans l’appendice de [17].
Cette méthode fournit également le lissage des haltères de Cheeger compactes (qu

bord de domaines euclidiens).
Dans le cas général des variétés riemanniennes abstraites, on recolle un cylindre à la

en excisant une boule et en modifiant la métrique au voisinage du bord de la boule excis
d’obtenir la métrique produit d’un intervalle avec une sphère de codimension1).
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Fig. 13. Fonction dont toutes les dérivées sont infinies au bord de l’intervalle de définition. Le rayon
cylindre recollé varie en fonction du point correspondant sur l’axe, suivant cette fonction. On en dé
recollement du cylindre.

Fig. 14. Lissage d’un cylindre.
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