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Résumé
Soit Q une probabilité de transition sur un espace mesurgh#it (X, ), une chaine de Markov associé@aet enfin soit
une fonction réelle mesurable sBitelle que(€ (X,)), >0 vérifie un théoréme limite central. Sous des hypotheses fonctionnelles
sur I'action deQ et de ses noyaux de Fourién(r), nous démontrons dans ce papier un théoreme limite local. Nous utilisons
la méthode spectrale de Nagaev améliorée par un théoréme de perturbation de Keller et Liverani. Les conditions requises dar
ce travail surQ(r) sont plus faibles que celles habituellement imposées lorsqu’on utilise le théoréme de perturbation standard.
Nous présentons des applications aux chatfiiggométriquement ergodiques et aux modeéles itératifs Lipschitziens.
00 2004 Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Let Q be a transition probability on a measurable spactet (X,,), be a Markov chain associated@ and let¢ be a real-
valued measurable function dhsuch that¢(X,)), >0 satisfies a central limit theorem. Under functional hypotheses on the
action of Q and its Fourier kernel@ (¢), we establish a local limit theorem. We use the spectral method of Nagaev improved by
a perturbation theorem of Keller and Liverani. The conditions required heg@onare weaker than the ones usually imposed
when the standard perturbation theorem is used in the spectral method. We give some applicatigemmoetric ergodic
chains and to Lipschitz iterative models.
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1. Introduction

Soit (E, £) un espace mesurable, sgitune probabilité de transition s(E, £), et soit(X,),>o0 une chaine de
Markov sur(E, £) associée . On désigne paf une fonction mesurable suf, a valeurs dan®, et I'on pose
Sn = ZZ:]_E(Xk)-

Dans toute la suite, nous supposerons gu'il existe Bume probabilitéQ-invariante, notée, que ¢ est
v-intégrable, et enfin que(¢) = 0 (quitte a remplaces paré — v(§), on peut toujours se ramener a cette condi-
tion).

L'objet principal de ce travail est d’établir, sous des hypothéses précisées au paragraphe 2, un théoreme limit
local pour la suite de variables aléatoi(€é§X,)),>0. Ce théoréme a été initialement obtenu par Kolmogorov [17]
dans le cadre des chaines de Markov fifi€@race & des techniques de perturbation d’opérateurs, un théoréme
limite local fut ensuite établi par Nagaev [20,21] sous une hypothése de quasi-compacité (cf. (F2) § 2) dd.noyau
La méthode spectrale de Nagaev a été par la suite largement appliquée dans le but d’obtenir non seulement L
théoréme local, mais également un théoréme limite central avec vitesse, un théoréme de renouvellement, et de
théorémes de grandes déviations. Pour le théoréme local, citons par exemple [7,26], et [24,5,23] dans le cadre ¢
systemes dynamiques.

On trouvera une description générale de la méthode spectrale dans [12]. Rappelons que, en substance, celle:
peut étre décomposée selon les quatre étapes (a)—(d) qui suivent :

(a) Faire le lien entre la fonction caractéristique d& et les itérés des noyaux de Fouri@nr) = €5 Q associés
a Q eté (voir la formule(2) du § 4.3).
(b) A raide d’un théoréme de perturbation d’opérateurs appliqu@ &), établir que, pourz| assez petitQ(r)
vérifie les mémes propriétés spectrales gueen particulier Q(r) aura une valeur propre dominanbtgr)
proche dev = 1ent =0.
(c) Alaide d’hypothéses de régularité sgr(-), obtenir des précisions sur le comportement en0 des éléments
perturbés, notamment der).
(d) Appliquer ensuite, comme dans le cas des suites de v.a.i.i.d, les techniques usuelles de transformée de Fourie

Les difficultés résident ici dans les étapes (b) et (c). Dans les travaux cités ci-dessus, celles-ci sont traitées pe
rallelement en appliquant @(-), dans son action sur un certain esp#cde théoréme standard de perturbation
d’'opérateurs : il suffit pour cela que I'applicatigh-), a valeurs dans I'espace des endomorphismes continis de
soit suffisamment réguliére. Cette technique est souvent bien adaptée lorsque la fpestibornée suk.? Cette
derniére condition est d'ailleurs imposée dans tous les travaux mentionnés plus haut (excepté [12]).
Malheureusement, §iest non bornée, I'application du théoreme standard de perturbation d’opérateurs requiert
des hypothéses assez contraignantegsymar exemple des conditions de moments exponentiels dans le cadre des
noyaux Lipschitziens, voir [19] et [12] (Chap. X).
Dans ce méme contexte d'itérés de transformations Lipschitziennes, une premiere amélioration a été apporté
dans [13] ou I'on établit, sous des hypothéses de moments polynomiaux, un théoréme limite local et un théoréme
limite central avec vitesse. Les idées dans [13] sont

— Pour I'étape (b) : remplacer le théoreme classique de perturbation d’opérateurs par un résultat de Keller-
Liverani [16]3

1 A notre connaissance la méthode de [17] n'a pas été généralisée.

2 Enfait le théoréme standard de perturbation d’opérateurs s’applique aisé@éntlarsqueB est une algébre de Banach et que 5 ; en
effet, dans ce cag)(-) est analytique (voir par ex. [12, Lemme VI11.10]).

3 Le théoréeme de [16] est particulierement adapté lorggue vérifie les conditions du théoréme de lonescu-Tulcea et Marinescu [15] (en
substance les conditions (F3) (F5) du § 2).
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— Pour I'étape (c) : considérap(r), non pas comme un endomorphismelemais comme une application
linéaire entre deux espaces convenablement choisis.

Dans ce papier, le cadre est plus général qu’en [13], mais nous n'abordons pas la question de vitesse dans
théoréme limite central. Nous nous intéressons principalement au théoréme limite local, et notre méthode peut étr
résumée comme sulit.

— Pour I'étape (b) : grace aux hypotheses fonctionnellesqu § 2, nous appliquerons a nouveau aux noyaux
Q(1) le théoréme de Keller-Liverani (cf. Th. (K-L), § 4).

— Pour I'étape (c) : I'étude du comportementes 0 de la valeur propre perturbegr) est fondée, non plus
sur la régularité de€(-), mais sur un argument de nature probabiliste : plus précisément nous supposons que
(6(Xn))n>0 verifie un théoréme limite central (t.l.c.) dans le cas stationnaire, et nous démontrons que cette
hypothése implique pour(z) un développement limité a I'ordre 2 er= 0 (cf. Lemme 4.2).

Les énonces, présentés au paragraphe 2, portent plus généralement sur la suit€,d&ya. lls contiennent
un théoréme limite central et un théoreme limite local, dans les cas stationnaire et non stationnaire. Quelque:
remarques relatives aux hypotheéses sont regroupées a la fin du paragraphe 2. Nous présentons au paragraph
des applications et exemples, notamment dans le cadre des cWafigesnétriquement ergodiques et des modéles
itératifs. Le paragraphe 4 est consacré aux preuves des théorémes limites.

Notations. Si X et Y sont des espaces de Banach, nous désignonX’plar dual topologique d&X, par £(X)
I'espace des endomorphismes continusXdeet par£(X, Y) I'espace des applications linéaires continueskde
dansY. Ces espaces sont munis des normes subordonnées. Of,npte crochet de dualité sux’ x X. Si
T € L(X), r(T) désigne le rayon spectral de etT* I'opérateur adjoint dg".

Rappelons que désigne une probabilit@-invariante. Poup > 1 on notellL? (v) I'espace de Lebesgue usuel
associé &. On notel = 1z la fonction identiquement égale a 1 dur

Si u est une probabilité sut, nous noterons parfojs(f) = [, fdu. SiX estcomposé de fonctions mesurables
sur E, a valeurs complexes, et si toute fonctigre X estu-intégrable,u s'identifie ainsi a une forme linéaire
sur X ; nous écrirong. € X’ lorsque celle-ci est continue.

La probabilité initiale de la chaine, c’est-a-dire la loi Xlg, sera appelégo.
L est la mesure de Lebesgue 8yret\/(0, o2) est la loi normale centrée, de variance> 0.

Enfin les noyaux de Fourier associé®@a&té sont définis par

0()(x,dy) =€ Q(x,dy), t€R, x€E.

2. Hypotheéses et énoncés desrésultats

Hypothése (P). Sous la probabilitéP,, converge en loi verd/ (0, 62) (o2 > 0).

Sn
Dans toute la suite, nous désignons par|| - ||) un espace de Banach composé de fonctions (ou de classes
de fonctions) mesurables sfr, a valeurs complexes, et nous supposons qaés 15 est réticulé (i.ef € B =
|fleB) etQeLB).?
Nous ferons appel aux hypotheses fonctionnelles suivantes.

4 e Pourtousf € Betx € E, f estQ(x, -)-intégrable,Qf = fE F(O(,dy) € B, et cette formule définit un endomorphisme continu sur
B.
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Hypothése (F). Les conditiongF1)—(F5)ci-dessous sont satisfaites

(F1) ll existeq €11, +o00] tel queB s’envoie continiment dards? (v).°

(F2) llexisteko <1etC >0telsqueVn > 1, Vf e B, |Q0" f —v(f)|| < Cky 7.8
(F3) Q({f € B.IIfI < 1}) est relativement compacte daf3, v( - |)).”

(F4) Pour toutr € R, f + €€ f définit un endomorphisme continu s8i8-°

(F5) Il existe un intervalle ouvert contenant =0, puisN € N*, k <1, C > Otels que

viel,VfeB, [ooNf|<eNIfl+cv(rl).0

Hypothése (¢ est non-arithmétique)Pour tous réeld < o < 8, il existep < 1, ¢ > O tels que I'on ait

vn=1,  sup |Q®)"| <cpmt?
a|<B

Hypothése (F). Le couple(Q, B) vérifie (F), et il existe un espace de BanaBttel que:

- B s’gnvoie continment darﬁ,

-vehl, _ ~

— Qe L(B) et(Q, B) vérifie(F2), _
— Quandr — 0, Q(¢) converge ver® dansL(B, ).

Dans le théoréeme ci-dessous, on s'intéresse aux deux propriétés suivantes :

(TLC) Pourtoutf € B, f > 0, et pour toute fonction réellg continue bornée suR,

. Sn
im Euo[ﬂxn)g(ﬁ)] — V(PN 5P (g).
(TLL) Pourtoutf € B, f > 0, et toute fonction réellg continue a support compact sk,
*142
lim sup|ov/2rn By, f(Xn)g(Sy — u)] — €22 v(f)L(g)| = 0.

T yeR

Théoreme 2.1.
CAS STATIONNAIRE. Supposons gue= v. Alors, sous les hypotheséB) et (F), la propriété(TLC) est
satisfaite. Si en outré est non-arithmétique, alors la proprié(@LL) est vérifiée.

CAS NON STATIONNAIRE. Supposons que les hypotlesest (]N-") soient satisfaites, et quep € B'. Alors
la propriété(TLC) est satisfaite. Si en outéeest non-arithmétique, la proprié(@LL) est vérifiée.

l.e.3A >0, Vf e B, (| f19)Y4 < A| f]. Cette condition implique quee B/, cf. Rq. 2.
l.e. O est quasi-compact a itérés bornés Buavec 1 comme valeur propre simple et unique valeur propre périphérique, voir Rg. 3.
l.e. Si(fu)n € BY, [l fnll <1, alors il existe une sous-suite ), etg € B tels que lim v(| Qfy, —gl) =0.
leVieR, VfeB, & feB etvieR, AM, >0,Vf € B, |€5 fII < M| .
Les conditions (F3)—(F4) peuvent étre remplacées par : pe®, Q(tr) € L(B) et pour|z| petit, Q(1)({f € B, || f|| < 1}) est relativement
compacte dané3, v(| - |)), cf. Rq. 4.
10 je. Les inégalités de type (F5) sont dites de Doeblin—Fortet; elles interviennent par exemple dans le théoréme de lonescu-Tulcea et Mari
nescu. Voir Rq. 3.
11 )| est sous-entendu ici que les noyagr) ont une action continue sus. Sous des conditions assez générales, un critére simple de
non-arithméticité sera donné dans la Remarque 6.

5
6
7
8

9
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Le casf = 1 dans (TLC) [resp.f = 1 etu = 0 dans (TLL)] correspond pour la suit¢(X,)).>o0 a I'énoncé
standard du théoréme limite central [resp. du théoréme limite local]. Evidemmentfpedret uo = v, la pro-
priété (TLC) coincide avec I'hypothésPY.

Remarque 1 (Une condition suffisante poufP)). Dans le cadre des chaines de Markov, plusieurs méthodes
existent, notamment dans le cas stationnaire, pour établir le t.l.c. La plus naturelle dans ce papier, du fait de I'hy-
pothése (F2), est la méthode de Gordin. On dispose par exemple du résultat suivant. SuppoSxs gyisoit

la chaine de Markov canonique associée,&t que la sous-tribu d& engendrée par les fonctions Becoincide

avece.

Proposition 2.2. Si B s’envoie continiment daris’(v) (i.e. (F1) avecqg = 2), si£ € B, et enfin s Q, B) vérifie la
condition(F2), alors la suite de v.a(%),, converge en loi, sous la probabilit,, vers la gaussiennd/ (0, 02),

aveco? = v(£%) — v((Q§)?), olil'onanotéé =), Q"¢ (le caso? =0 n'est pas exclu dans cet énojcé

Preuve. On suit ici la méthode de Gordin [8,9]. La séli€, -, Q"¢ converge absolument dafis et sa sommé
vérifie I'équation de Poissan— Q& = £. SoitY, = £(X;) — Q& (Xx_1). Alors (Yy)x est une suite d’accroissements
de martingales, en outrg, est de carré®,-intégrable cag€ € B c L2(v). En posantZ, = £(X1) — Q&(X,),
I'équation de Poisson permet d'écrifg = ) ;_, Y« + Z,. Par ailleurs, la condition (F2), et le fait que la tribu
engendrée pds est par hypothese égal€aentrainent que, sous la probabilitg, la chaine stationnair€,,), >0

est ergodique (voir par exemple [12, Chap. IX]). Il vient qig), est stationnaire et ergodique, par conséquent
elle vérifie le t.|.c de Billingsley—Ibragimov [3,14] aved défini comme dans I'énoncé. Enfin, la W [|Z,|1)x

est bornée, don(:%)n converge en moyenne vers 0. D’ou le résultat de I'énonce.

Remarque 2. Lhypothése (F1) servira a établir que(-) vérifie, vis-a-vis de la semi-norme(| - |), une pro-
priété trés faible de continuité en= 0 (cf. (1) § 4.1) qui, adjointe aux hypothéses (F2) (F3) (F4) (F5), permettra
d’'appliquer les résultats de [16]. Observons également que (F1) impliqu8’. En effet, pourf € B, on a
v(IfD) S FIDYE < AN S

Remarque 3 (Une condition suffisante poF2)). La condition (F2) exprime le fait qu@ est quasi-compact a ité-
rés bornés sus, et que 1 est valeur propre simple et I'unique valeur propre périphériqg@e dénoncé suivant est
une conséquence du théoreme de lonescu-Tulcea et Marinescu [15], appliqué avec la semi-normeauixiliaire

Proposition 2.3. Si Q vérifie(F3) et s'il existeN € N*, k < 1etC > Otels que
(A VreB, 1Y FI<kMIfIl+Cu(f1),

alors Q est quasi-compact a itérés bornés #irSi en outrel est valeur propre simple et I'unique valeur propre
périphérique deQ, alors (F2) est vérifiée.

Preuve. Pourn > 1, on a, par invariance de v(|Q" f|) < v(Q"|f]) = v(|f|). Grace a cette remarque et aux
conditions (A) (F3), on déduit de [15] qu@ est quasi-compact a itérés bornés BulLa derniére assertion est
évidente. O

Notons que la condition (A) correspond au ¢as0 dans (F5). Par conséquent les conditions (F3) (F5) entrai-
nent queQ est quasi-compact a itérés bornés But.es conditions ci-dessus sur la valeur propre 1 découlent le
plus souvent d’hypothéses d’apériodicité et d’irréductibilité de la chaine.
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Remarque4 (Une condition plus générale po(F3)—(F4)) On aQ(r) f = Q(€¢ f). Ainsi, par composition, sous
la condition (F4), on &(¢) € L(3). De méme, par composition, les conditions (F3) (F4) impliquent que I'image
par Q(¢) de la boule unité déB, | - ||) est relativement compacte dais v(| - |)).

En fait, pour la validité du théoréme de Keller-Liverani au 8§ 4.1, les hypothéses (F3)—(F4) peuvent étre rempla-
cées par la condition suivante plus faible :

Condition(F3.4). Pourr € R, on aQ(z) € L(B), et pours € I, ou I est un intervalle ouvert contenant 0,
oM {f € B, | fll <1}) est relativement compacte daifs v(| - |)).

Nous obtenons ainsi un énoncé un peu plus général que le Théoréeme 2.1, a savoir :

Théoreme 2.1'. Les conclusions du Théorerel subsistent lorsquéF) et (]7') sont remplacées respectivement
par:

(7)) (F1) (F2) (R.4) (F5),
(F’) obtenue commégF), avec(F') a la place de(F).

Remarque 5 (Une condition suffisante simple po(F5) dans un cas particuligr Les inégalités (F5), dites de
Doeblin—Fortet, font partie des hypotheéses du théoréme de Keller—Liverani (8 4.1). La propriété suivante sera utile
au paragraphe 3.1 : les conditions (F2) et

pour £, g € Bquelconques, | f| <lgl = £l =]If1]|<|lgl]|=lgl*? ()

impliquent clairement (F4), puis (F5) avée= R.
En effet, dglQ ()" f1 < Q"| f] et (F2), ondeduif Q)" fI < | Q" f 1| < C g Il £l + v D) Il

Remarque 6 (Un critére de non-arithméticidéRappelons qud € £ est diteQ-invariante siQ (a, A) = 1 pour tout
a € A. Supposons que, pour tadte E, I'application f +— f(x) soit dansi3’, et que le produit de deux fonctions
bornées d&8 appartienne &. Alors

Proposition 2.4. Sous I'hypothéséF) [ou bien(F")], avecl =R dans(F5) [et (F3 4)], la fonction& est non-
arithmétique s'il n’existe pas de réelsz 0, ni A € £ Q-invariant, nia € C, |A| = 1, ni w € B de module constant
non nul surA, tels que

Vxe A Vn>1, exp(it[(r) 4+ +EGn) ) wxy) =2"wxo) [ [ QGxi—1.dxi)-p.s
i=1

La preuve de cette proposition, dont une partie s’appuie sur le théoréme de Keller—Liverani, est reportée au
paragraphe 4.2.

Remarque 7. Si B = B, I'hypothése §) se réduit & (Q, B) vérifie (F) et, quand — 0, Q(¢) converge verg
dans£(B). Comme le montreront les exemples, cette derniére condition n'est pas adaptée en général Essque
non bornée; elle I'est en revanche si I'on choisit convenablement un eSpam#&enant strictemerfi.

12 Un tel espace est appelé un treillis de Banach [25].
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3. Applications et exemples
3.1. Application aux chaindg-géométriquement ergodiques

On suppose ici qUEE, d) est un espace métrique non compact tel que toute boule fermgesdie compacte.
On munitE de sa tribu borélienng&. Etant donnée une fonctidii > 0 surE, on notera3,, I'espace des fonctions
f mesurables suk, a valeurs complexes, vérifiant

11, =su{U )™ F(x)

Soit xg € E quelconque, et soiY une fonction mesurable de dans[1, +oo[ telle queV (x) — 400 quand
d(x, xp) = +o00. On suppose dans ce paragraphe (Xig),>o est une chaind’ -géométriquement ergodique.
Rappelons que cette propriété est par définition satisfaite s'il existe une probabiliéariante,v, telle que
v(V) < +oo, si |QV], < +oo, et enfin siQ vérifie la condition (F2) sur3,. Des criteres d'ergodicité
V-géométrique sont présentés dans [18] (Chap. 16).

Soit A une mesure positive-finie sur E. En vue d'assurer la condition (F3) (Lemme 3.1), on suppose@jue
est de la formeQ (x, dy) = K (x, y) dx(y). Enfin on suppose queX, ), >0 esti-irréductible et apériodique [18].
Ces deux conditions sont par exemple satisfaités(si, y) > 0 pour toutx € E et pouri-presque toup € E.

,er}<+oo.

Proposition 3.1. SoitW = V. Si¢ € B,,, alors (§(X,)).>0 Vérifie le t.l.c de la Propositior2.2 Si en outre
02 >0 et ug(V) < +o0, alors avecB = B,,, on a(TLC), puis (TLL) si £ est non-arithmétiquéle critere de
non-arithméticité de la Remarq26 s'applique ic).

Dans la preuve ci-dessous, nous montrons@uwerifie I’hypothésef) avecB =B, etB = B, . En particulier
nous verrons qu@(r) — Q quandr — 0 dans.(B,,, B,) ; on observera que cette propriété n'est pas satisfaite a
priori dans£(85,,).

Preuve. Commev(V) < +o00, B = B,, s’envoie continlment dards?(v) (cf. (F1) aveqg = 2). Par ailleurg X,,),
est aussiv -géométriquement ergodique, c'est-a-d@evérifie (F2) surB = B, [18] (Lemme 15.2.9 et Théo-
réme 16.0.1). Par conséquent; & 5,,, la Proposition 2.2 s’applique. En outre comBe vérifie la propriétéx)
(Rg. 2.5), on a (F4), et (F5) avdc=R, sur3,, .

Soit 5 = B, . Par hypothés@ vérifie (F2) sur cet espace. De plus, en utilisant linégadité — 1| < |7] ||, on
apourfeh,:

o) f — of| < (1€ =111 £1) < It1Q(IEIW) 1 £ 1l < IeIEN, QWA £,
dou|lQo@ f — Ofll, <ltl &l 12N, 11, - Il reste & établir que vérifie (F3) sur3,, .

Commengons par prouver qyg est un opérateur compact @é° (1) dansL!(v). Le noyauk est clairement
intégrable pour la mesure produi® 1, par conséquerit peut étre approché dahd(v ® 1) par des combinaisons
linéaires finies de fonctions indicatricea[;Bj, avec A;, B; € £. Il vient que Q est limite, dans I'espace des
opérateurs bornés de® (1) dansLl(v), d’opérateurs de rang fini. Ceci démontre le résultat annoncé.

Désignons maintenant p&p I'espace des fonctions mesurables bornéessuuni de la norme de la conver-
gence uniforme. CommB s’envoie continiment daris™ (1), il vient que Q est compact d&g dansL!(v). On
peut maintenant établir (F3) :

Lemme3.1. Q({f € B,. | fll,, <1}) estrelativement compacte dafis,,, v(| - |)).

Preuve. Soit (f,,), une suite de fonctions d&,, telles que|| £, 1|, < 1. On poseg, = Qf, et, pourk > 1, f,,(k) =
oLy f<k €t g,ﬁk) = an(k). Pourk fixé, (fn(k)),, est une suite de fonctions qui sont toutes bornée& quark. Par
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extraction successive de sous- suites il existe donc des applicatiéns 1, strictement croissantes té dansN*
telles que, pourtout > 1, la swte(g¢10 O(m(n)),, converge dank!(v). Posongjy = ¢10---o¢y. Pourg, p >k,
ona

(k) (k) (k)
|glﬁq(q) - gll/p(p)| < Q|qu(t1) f¢q(q)| + |gw,,(q) g,/, (p)| + Q|f,/,p(p) - pr(p)|~

Or, pour toutr > 1, on av(Q| f, — £ = v fu = £O1) = v\ fuldyi s, 1=k1) < v(W1w-s)) carv est invariante
et|ful < W.

Soite > 0. Commev(W) < 400, on av(Wlwsi)) < pourk suffisament grand désormais fixé. Swit> 1
tel que, pour, m > N, on ait

(k) (k) €
V(1840 — Byeom!) < 3

Pourg >k etp >k, les entlerqu(q) ety,(p) sont de la formey (n,) ety (n,) avecn,; > g etn, > p. On
conclut de tout ce qui précéde que, pgup > maxk, N}, on a

v(|g1/fq(¢I) - g‘f’p(!’)') < &

Il vient que la suitegy,, »)), cOnverge dank!(v). Soitg une fonctiorv-intégrable suf telle que lim, V(| &y n) —
gl) =0. Commelgi(x)| < || Qll,, W(x) pour tousx € E etk > 1, il existe une partiel dans€ telle quev(A) =
et [g(x)| < |1Qll,, W(x) pour toutx € A. Posonsh(x) = g(x) Si x € A, et h(x) =0 sinon. Alorsh € B,,, et
lim,, v(lgy,cny —hD)=0. O

3.1.1. Exemple d’'une marche aléatoire
Soit (X,)»>0 la marche aléatoire sut = N définie par la donnée d’'une vXg surN, puis, pourn > 1, par
X, =max0, X,_1+7Y,}, ou(Y,),>1 estune suite de v.a.i.i.d. a valeurs dédnindépendantes dgy. On trouvera
dans [18] des énoncés de t.l.c polr,),, sous des hypothéses trés générales. Nous nous intéressons ici uniquement
au théoréme local. Sait, = P([Y1 = k]), k € Z. On suppose qu'il existe > 0 tel que

Zkﬂk <0 et aneyk < 4o00.
keZ k>0

Sous ces hypothéses, un théoréme local a été établi dans [26] potrée. En fait cet énoncé est vérifié pour une
classe de fonctions beaucoup plus générale. En effet, pour O et j € N, posonsV,(j) = €'/. Alors il existe
0 < yo <y tel que(X,), >0 Soit V,,-geometriquement ergodique, voir [18] (p. 389). Afin d’assurer l'irreductibilité
au sens de [18], supposons qgtie> 0 pour toutk € Z (on peut bien sar affaiblir cette condition).

Sous ces hypotheses, la Propositbhs’applique aved’ = V,,.

3.1.2. Exemple des modeles autorégressifs fonctionnels

Soit (X,)»>0 Un processus autorégressif fonctionnel Bérdéfini par la donnée d’une v surR¢, puis par
X, =¢(Xn—1) + Y, pourn > 1, ou(Y,),>1 est une suite de v.a.i.i.d. a valeurs da@fs indépendantes d&o,
et oli¢ est une fonction de I'espad® dans lui-méme. Supposons que la loi commune de§,vadmette une
densitép > 0 et un moment d’ordrgg > 0, et quep soit continue et telle que lim supx|~1|l¢ (x)|) < 1 quand
[[x] = 4o0.

Sous ces hypothéses, la Propositbhs’applique aved/ (x) = (1 + ||x||)?°.

En effet le noyaw) est défini paKkQf)(x) = fRd fl@x)+y)p(y)dy. Commep > 0, (X,),>0 est apériodique
et Lebesgue-irréductible. En outre, grace au théoréme de convergence dominée, on &limst@V (x) < 1
quand]x || — +oo. Des résultats de [18] (Prop. 6.2.8 et Th. 16.0.1), on deduitEuE, >0 estV-géométriguement
ergodique. Enfin on a claireme®(x, dy) = K (x, y)dy avecK (x, y) = p(y — ¢ (x)).

Dans le paragraphe suivant, en renforcant les conditions de régularif¢ etuf, on généralisera I'énoncé
précédent au cas dt ne possede pas de densité.
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3.2. Application aux Modéles itératifs Lipschitziens

(E, d) est a nouveau un espace métrique non compact dont toute boule fermée est compgaets, et point
quelconque deé£. On désigne pa6G un semi-groupe de transformations lipschitzienne&det parG une tribu
surG. On suppose que I'action d& sur E est mesurable.

Soit (Y,)»>1 une suite de v.a.i.i.d. a valeurs da@is On noter leur loi commune. Etant donnée une variable
aléatoireXo a valeurs dang, de loi g, indépendante des vig, on considére la suit€X,,),,>o définie poum > 1
par

X,=Y,X,-1, soitencore X, =Y, --Y1Xo.

Il est facile de voir quéX,),>o est une chaine de Markov de probabilité de transition définie par

(@) x) =/f(gX)d7T(g)-
G

Ce cadre contient clairement celui des modéles itératifs Lipschitziens définis par exemple dans [6]. Par ailleurs, il
comprend aussi le cas des itérationbldlderiennesy €10, 1], card(-, -)* est une distance su#.

Nous donnons maintenant deux exemples d’applications du théorémeedremier, présenté dans le cadre
général précédent, repose sur un t.l.c établi par M. Benda [2] dans le €assbuniformément lipschitzienne. Le
second, qui s'inscrit dans I'étude des produits de matrices aléatoires positives, est fondé sur un t.I.c démontré pe
H. Hennion [11].

Pour ces deux exemples, la propriété (TLL), lorsqu’elle est établie a I'aide du théoréme standard de perturbatior
d’'opérateurs, requiert des conditions de moments exponentiels pour la foh¢liaéfinie ci-dessous, voir [12].

Dans l'article [13], qui utilise déja les résultats de [16], ces conditions ont été remplacées par des hypotheses di
moments polynomiaux ; celles-ci sont sensiblement améliorées dans les Propositions 3.2 et 3.3 ci-dessous.

Pourg € G, on utilisera dans la suite les notations suivantes

d(gx, gy)

,X,yEE,X?éy} et S(g)zl_'_c(g)_'_d(ngaxO)
d(x,y)

c(g) = SUP{

Exemple 3.2.1 (Cas ou¢ est uniformément lipschitzienn@®n suppose ici qu'il existe une constaidte> 0 telle
que l'on ait, pourx, y € E,

|Ex) —&(y)| < Cd(x, y).
Il est établi dans [2] que, sous les hypothéses

/c(g)zdn(g) <1 et /d(gxo, x0)2dm(g) < +o00,
G G

la suite(%)n converge en loi vers une gaussienti€0, o'2).
Nous renforgons ces hypotheses en supposant en outre que, pour unscerfagt un entierg € N*, on a

/ 8(e)* 2 dn(g) < 400, f c(9)8()*™ dm(g) < +oo, f c(gymax{c(g), 1}7° dr*"o(g) < 1,
G G G

our*"0 estlaloide lav.d,,--- Y.

Les propriétés (TLC) et (TLL) dans la proposition ci-dessous peuvent étre appliqyéesOasur E telle que
[f(x)— fO)I<Md(x,y)(A+d(x, xp)) (1+d(y, xg)) pour tousx, y € E, avecM indépendant de, y.



188 L. Hervé / Ann. I. H. Poincaré — PR 41 (2005) 179-196

Proposition 3.2. Sous ces hypotrléses, il existe une unique probalgiitévariante,v, etv(d(-, x0)2t2) < +oo.
Sien outres? > 0 et uo(d(-, x0)2t2) < 400, alors on a(TLC), puis(TLL) si & est non-arithmétique.

Le critére de non-arithméticité de la Remarque 2.6 s’applique relativement a I'dSpaé défini ci-dessous
(cf. [13], Lemmes 9’ et 91").

Exemple (Retour sur les modéles autorégressifs fonctionnésit ¢ une contraction stricte suR?, et soit
(Xn)n>0 le processus autorégressif fonctionnel associé (voir Ex. 3.1.2). La loi commues Y est suppo-
sée ici quelconque.
(X»)n est clairement défini selon le modéle ci-dessus, av@e=R9, gx = ¢ (x) + g, donce(g) est la constante
de contraction de, puis avecrg = 0, etd(x, y) = ||x — y|| ou|| - | est une norme quelconque k.

On dispose alors du résultat suivarsi & est uniformément Lipschitzienne etrse un moment d’ordr@ + ¢,
avece > 0, alors la Propositior3.2 s’applique

Avant de présenter la preuve de la Proposition 3.2, nous définissons les d3pauetesquels on fera opérer,
et nous énoncons un lemme qui servira également dans I'Exemple 3.2.2.

Posong (x) = 1+d(x, x0), et, poury > 0, désignons pas, I'espace des fonctions numeriqugsur E telles
que

() = st { /) = )

d(x,y)p(x)Y p(y)Y
Pour f € B,, il est clair que| f], = sup,. g L < +00. On pose

pxyr+t
N lly =my () +1fly.

On montre aisement qu@, , || - [|,) est un espace de Banach. On notera que la condition impogedads
les propriétés (TLC) et (TLL) de la Proposition 3.2 g5t B1, et que, siu est une probabilité suf telle que
n(d (-, x0)” ™) < +o0, alorsu € B),.

Soit& une fonction réelle mesurable définie gt E. On suppose qu'il existe une fonctishmesurable sur
E telle que I'on ait, pour tous, y € E etg € G,

(S) [6(g. %) — &g, M| < S(g)d(x, ).
Pourt € R, on pose

P(@) f(x) = / 5D f(gx)dm(g)
G
(on notera queP (¢) n'est pas a priori un noyau de Fourier assoc@)aEnfin, poury > 1 etn € N*, on définit

_ -1
My = [s@rdn(o. M= [ i@ tane. ¢ = [c@maete. 1) ar ().
G G G
On suppose pour le lemme suivant qu’il existe un yget 1 et un entieng € N* tels que I'on aitM,, 11 < +o0,

L < +00, puiscg;girl <1, etenfin quefy; S(g)8(g)?dn(g) < +oo.

,x,yeE,x;éy} < 4-o00.

/
2y0+
Lemme3.2. Sous ces hypothéses, il existe une unique probalilitévariante,v, eth d(x, x0)" 1 dv(x) < 400.

En outre le triplet(v, 0, P()) vérifie ()13 relativement aux espacés= B; et B = B,,.

13 Les hypothéses fonctionnelles du paragraphe 2 ont été définies relativement au noyaux degfoyrieais elles conservent un sens
évident lorsque ceux-ci sont remplacés par des opérateurs ditype
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Le Lemme 3.2 est une conséquence directe de certains résultats établis dahs [13].

Preuve de la Proposition 3.2. Soit £(g, x) = £(gx). Observons que les noyauX(r) coincident ici avec les
noyaux de FourieQ(z). Soityp = 1+ 5. Les conditions de la Proposition 3.2 s’écrivent aldr,; 11 < +o0,

/2;/0+1 < +o0, Cg/ng < 1. De plus, commé est uniformément Lipschitzienngyérifie (S) avecS(g) = C c(g).

Il vient [;; S()8(2)%d7(g) < C [ ¢()8(g)?°dn(g) = Mb,, 1 < +00. Ainsi le lemme 3.2 s'applique. Comme
la propriété(P) est assurée grace a [2], la Proposition 3.2 découle du Théoréeme 2.1

Exemple 3.2.2 (Produits de matrices aléatoires positiyes& est ici le semi-groupe des matrices d'ordiea
coefficients> 0, dont chaque ligne et chaque colonne contiennent un coeffisi@ntet E est 'ensemble défini
par

E={xe®p" |Ix| =1},

ou l'on a posé||x| = Zz=1|xk|. Pourg € G etx € R?, on noteg(x) I'image dex par g, puis g* la matrice
transposée dg, et enfin

gl =sup{lgl: ye E} et v(g)=inf{llg(l: y € E}.

Soit (Yi)x>1 une suite de v.a.i.i.d. & valeurs datisde loi commune notée, et enfin soitR, =Y, - - - Y1, avec la
conventionRg = Idg. H. Hennion a établi dans [11] que, si

/ (IInlg*ll| + [Inv(g")])?dr(g) < +oo,
G

et si, pour un certaing € N*, le support de la loi de la v.&,, contient une matrice a coefficients0, alors il
existem; e Reto? e R, tels que, pour touy € E, la suite(%(ln IR, (y)|| — nm1)),>1 converge en loi vers une

gaussienng/ (0, o2).

Soit X une v.a. a valeurs dars, de loi g quelconque, indépendante desX¥gall est facile de voir que le t.l.c
précédent s’applique encoreRa (Xp). Comme dans [11] et [13], nous considérons Eua distance de Hilbert,
notéedy .

Enfin nous renforgons les hypothéses précédentes en supposant que, pour un sebtain

f (Inlig*I| + [Inv(g*)])* dr(g) < +o,
G

et que, pour un certaimp € N*, le support de la loi d&,, contient deux matriceg,, g» a coefficients> 0, dont
les rayons spectraux respeciifs o2 vérifient In% ¢ Q.
L'action deG sur E est définie pagx = g(x)/[lg(x)]l.

14 plus précisément :

(i) L'existence dev, son unicité et la condition de moment, sont établis dans [13, Th. I].
Il vient queB1 s’envoie continiment daris? (v), avecq = VOTH, etve B;, pour tout O< y < yp.
(i) Q veérifie (F2) sur3, pour tout O< y < yg [13, Th. 5.5].
(iii) Linjection canonique de(B1, | - ||1) dans(B1, v(] - |)) est compacte [13, Lemme 5.4] et paue R, P(t) opére continlment sufy
[13, Lemme 6.1]. Dond(¢) est compact d€B1, | - [11) dans(B1, v(| - |)).
(iv) P(-) vérifie la condition (F5) suB31 [13, Lemme 6.1].
(v) Siyg>1,alors quand — 0, Q(r) converge verg) dansL(By, By,) [13, Lemme 6.2].
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Proposition 3.3. Sous ces hypothéses il existe strune unique probabilitéQ-invariante, v, et I'on a
v(dy (-, x0)%T2) < +o00. Si en outre le réeb? ci-dessus est 0 et si 'on a uo(dy (-, x0)%t2) < 400, alors
on a pour toute fonction réellg¢ continue bornée suR, a support compact

limov2rnE[y (In | Ry(Xo)| — nm1)] = L(y).

Preuve. Vis-a-vis de I'action deG sur E définie ci-dessus, la fonctiang, x) = In ||g(x)|| est un cocycle additif :

a(gg',x) =a(g, g'x) +a(g’, x).
Par conséquent, en posafig, x) = a(g, x) — my, il vient que

In | R, (X0) | —nm1=" &(Yi, Re-1X0) = Y _E(Xp), (%)

k=1 k=1

ol (X,)a>0 est la chaine de Markov définie sur l'espae= G x E par Xo = (Idg, Xo), puis parX, =
(Yy, Ryu—1X0) ; sa probabilité de transition e&tF (g, x) = fG F(h, gx)dm(h).

La conclusion de la Proposition 3.3 correspond donc a la propriété (TLL) pour la o@_ajme;o et la fonc-
tion &.

Nous allons démontrer qu'il existe sﬂT une unique probablllt@ -invariante,v, puis queQ et les noyaux de
Fourier Q(r) associés & et& vérifient (7-'/) vis-a-vis d’espaceB; et BHs construits plus bas. A cet effet nous

conservons les notations du Lemme 3.2 en associargts les noyauxQ f (x) = fG flgx)dm(g)etP(r) f(x) =
J €569 f(gx)dm(g), puis en considérant les espadisdéfinis ici aveal = dpy.

Lemme 3.3. Les hypotheses de la Propositi8r8impliquent celles du Lemn&2avecyo =1+ 5.

Admettons pour le moment ce lemme, et indiquons comment les propriétés du Lemme 3.2, vérifiees pour
(0, P(-)) s'étendent {0, O(-)). Tout d’abord pour passer de I'espace d’'étaitd E, nous posond f (g, x) =
f(gx) pour f borélienne surE, x € E, g € G, et nous définissons Iespa& = J(B,), muni de la norme
I7£1, = £l . Il est facile de voir qué?,, est un espace de Banach, et quet Q(r) vérifient, pour tous > 1 et
telR,

(Q)"oJ=JoQ" et Qt)"oJ=JoP()".

On voit aisément que la probabilité= 7 x v estQ-invariante [12, Cor. X.8]. Commea un moment d’ordre 2 5
(Lemme 3.2),0na € (BHs)’ et il vient queb définit une forme linéaire SLEl+, De la méme fagon, on peut

montrer, grace a la condition de moment gigt que la loi deXo = (Idg, Xo) deflmt une forme linéaire continue
sur BH, En outre, grace aux formules ci-dessus, il est trés facile de vowﬁl)s(a transpose &, Q, O(1))

vis-a-vis des espacdd et Bl+§-
Enfin I'hypothése sur les matricgs, g» assure qué vérifie le critére de non-arithméticité de la Proposition 2.4

(voir [13, § 3.3)), et en vertu dex{) et des résultats de [11], la suite(X))x vérifie 'hypothéseP) lorsque le
réelo? de [11] est> 0. La Proposition 3.3 découle alors du Théorénié.2 o

Preuve du Lemme 3.3. Les espace®, et les nombres(g), §(g) sont ici définis avec la distance de Hilbert
d = dy. Grace aux propriétés @y, on sait que:(-) < 1, puis quer(g) < 1 si les coefficients de sont> 0, voir
[1,11]. Par hypothese, une telle matrice existe dans le support de la Rj,det ceci assure qL@”O) < 1 pour
toutn > 1.

La condition intégrale de la Proposition 3.3 entrame . < +oo (voir [13, 8 3.3]). Avecyp =1+ 5 il vient
Mygr1 = Maoys < +o0, pUiSM2y0+1 < Moy < +oo carce(-) < 1. En outre on montre dans [13, § 3.3] que
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la fonction& ci-dessus VérifigS) avecS = 1, d'oul [,; S(g)8(g)?dn(g) = [ 8(g)%dn(g) < Maye < +00. Les
conditions du Lemme 3.2 sont donc satisfaitesi

4. Preuvedesénoncés?2.1,2.1’, et 2.4
4.1. Théoreme de Keller-Liverani

Pour simplifier nous présentons les résultats de [16] dans le cadre de ce papier, a savoir : la famille d’opérateur
est donnée par les noyaux de FouiiHr), et la semi-norme auxiliaire s esty(| - |).1°

Théoréme (K-L) [16]. Supposons qué@ vérifie (F2), et que les hypothésé@¥—(iv) suivantes soient satisfaites

(i) PourteR, Q@) e L(B),etpourn>1letfeB,onav(|Q®)" f]) <v(f].

(i) Q(-) vérifie la condition(F5) sur un certain intervalle ouvert contenant = 0.
(iii) Pourt € I, le rayon spectral essentiel dg(r) est< au réelx intervenant dangF>5).
(iv) Il existe surl une fonction réelle continug(-), nulle ens = 0, telle que

v(|o@) f = of|) eI fII. 1)

Alors il existe un intervalle ouverf C I centré enr = 0, et des applicationg.(-), v(-), ¢(-) et N(-) a valeurs
respectivement dariS, B, B’ et L(B) tels que I'on ait, pour € J,n > 1, et f € B,

oW" f=r0)"{p @), flo@)+N@®)"f,

avec en outre les propriétés suivantes

@) (@), v(@))=1¢@)N@E) =0, Nt)v(t) =0, et|N(@)"|| < Ck", ouC est une constante indépendante de
t € J etn e N*,

(b) lim;oA(@) =1, (v,v(®)) =1, lim;_o(v, lv(¢) — 1|) = 0, et il existe une fonction réelle continw€.), nulle
enr =0, telle que I'on ait pourf € B, |[{(¢ @), ) —v(OI <3O I

La décomposition spectrale du théoréme (K-L), puis I'assertion (a) et la 1ére propriété de (b), sont présentée:
dans les énoncés de [16]. Les autres points de (b) sont des conséquences assez directes de résultats intermédic
contenus dans [16] dont nous rappelons les principaux arguments.

D’aprés [16], il existe une fonction réelle continug-), nulle ent = 0, telle que l'on ait, pour tout
feB, | |I@)f —HO)f)| <3@)|f], oull(r) est un projecteur de rang 1 sur k@1(r) — A(¢)) tel que
) f =v(f)1. De plus I'élément propre duah(¢r) peut étre défini pap (1) = I1(¢)*v, tandis quev(r) =
(v, (1))~ 1T (1)1. La 2iéme assertion de (b) en résulte. La 3iéme est une conséquence(derlim)l —

I1(0)1]) =0 etI71(0)1 = 1. Enfin on déduit la 4ieme de I'égalité (1), f) = (v, [1(¢) f).
Le lemme suivant montre que le théoréme précédent s’applique sous les conditions du § 2.

Lemme 4.1. Sous les hypothésé@sl) (F3) (F4) (F5) du bien(F1) (Fs 4) (F5), cf. Rg.2.4], les conditiongi)—(iv)
du théoremégK-L) sont satisfaites.

En conséquence, sous les hypothé&gesou (F"), les conclusions du théorenl€-L) sont vérifiéesen outre
la fonctionA(-) est continue suy.

15 | es résultats de [16] sont présentés avec une norme auxiligireur B vérifiant | - | < || - ||. Il est facile de voir que ceux-ci subsistent
lorsque| - | est remplacée par une semi-norme.
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Preuve. Soitr e R, n > 1.0na|Q®)" f| < Q"|f|, doncv(]Q(®)" f]) < v(Q"|f) =v(|f]), d’ou le second point
de (i) (cf. Rq. 2.4 pour le ler point de (i)). La propriété (ii) correspond a (F5). Pour prouver (iii), observons que,
grace a (F3) (F4) [ou bien )], O(¢) est compact déB, || - |) dans(B, v(| - |)) (Rqg. 2.4). De (F5), on déduit
alors du théoréme de Hennion [10], fondé sur la formule de Nussbaum [22], que le rayon spectral essetjel de
est<«.

Pour prouver (iv), notong le nombre conjugué du réeglde la condition (F1). En utilisant I'invariance dae
I'inégalité de Holder et la propriété (F1), on a, poue B etig, h € R

v(|QUto+h) f — Qto) f]) < v(Q(I€" — 111 £1)) =v(I€" = 1] f]) < A f] 1)

avece(h) = (v(|€" — 1|7))YP qui tend vers 0 avek en vertu du théoréme de Lebesgue.

Pour établir la continuité d&(-) sur l'intervalle J, il suffit d’observer que, pougp € J quelconque, la famille
{O(1),t € R} vérifie les conditions (i)—(iii) du théoreme de Keller-Liverani relativement a l'intervall€eci,
adjoint a la propriété (), permet d’appliquer a nouveau le théoreme de Keller-Liverani, mais cette fois-ci au
voisinage de = 1g; il vient queA(-) est continue ery. O

4.2. Preuve de la Proposition 2.4

La preuve de la Proposition 2.4 découle des points 1-3 ci-dessous. On désign&raiparmpartie compacte
quelconque d&*.

1. Pour toutr € R*, on ar(Q(t)) < 1.

En itérant l'inégalité de Doeblin—Fortet (F5) et en utilisant le fait g@g2 ()" f|) < v(|f]), il vient que les
itérés deQ(1)N sont uniformément bornés s(8, || - ||). Doncr(Q(r)) < 1. Par ailleurs, si I'on avait(Q(¢)) = 1,
alors Q(¢) serait quasi-compact (cf. preuve de (iii) du th. (K-L)), et il existerait donc une fonction progr®
associée & € C de module 1, ce qui est impossible sous la condition de la Proposition 2.4 (voir [12], Prop. V.2).

2.0narg =supr(Q()),te K} < 1.

Supposons quegg = 1. Alors il existe une suitéry ), dansk telle que lim r(Q(t)) = 1. Pourk > 1, désignons
pari; une valeur spectrale d2(zy) telle quejir| = r(Q(x)). Par compacité, on peut supposer que les sutigs
et () convergent. Soienp = limy t; et A = limy A, ; observons que) € K, doncry # 0, et|A| = 1. Par ailleurs,
puisque par hypothése o/ a= R dans (F5) [et dans ¢) sous la condition”)], la famille {Q(¢), r € R}, quand
t — 1o, vérifie les conditions du théoréme de Keller-Liverani. On déduit alors de [16, p. 143] egteune valeur
spectrale d&d (7o), ce qui est absurde d’apres le palntarzg # 0 et|A| = 1.

3.l existec > 0 et px < 1 tels que 'on ait, pour tout > 1, supcx Q)" || < ¢ pf.

Soit px tel querg < px < 1, et soitl” le cercle orienté¢|z| = px} dansC. On a

n_ X a -1
o))" = 5 /z (z— Q) " dz.
r

Les résultats de [16], appliqués comme2nau voisinage dep € K, assurent qu'il existe un intervalle ouvert
I;, contenantrg tel que supll(z — o) Y1 € Iy, 1z| = px} < +o0. Par compacité il vient que s{ifiz —
0.t €K, |z|l = px} < +00. La propriété 3 en résulte.o

4.3. Preuves des Théoréemes 2.1et2.1

Le lien entre la fonction caractéristique Seet les éléments du théoréme (K-L) découle des formules suivantes :
pour toutf € B, toute probabilité. € B/, et pourn > 1,

Eu[f (X)€" ] = (1, 00" f) = 1(0)"p @), ), v@®)) + (1, N@®)" ). )
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La premiére égalité, vraie pour tou€ R, se déduit aisément de la propriété de Markov, voir par exemple [12]; la
seconde, vérifiée poure J, est une conséquence du théoréme (K-L).

Comme indiqué en introduction, I'nypothége)(va permettre de préciser le comportement er0 de la valeur
propre perturbég(r).

Lemme 4.2. Sous les hypothéses du théoréditd.) et sous la condition?®), on a:
(«) Pour toutr € R, limy_ 400 A(—L=)" = &77/2,

2 o
(B) Mu) =1— Zu?+ o(u?).

Preuve. Grace a un résultat classique, on sait d’agif®sque la suite de fonctions caractéristiql(lEs[ei e )nDn

converge uniformément sur tout compactRieers¢ donnée par (1) = e*/2. Soit N e N* tel queU\LFN eJ.

Dans la suite on supposera toujours gue< 1 etn > N, de sorte qu%’—ﬁ € J. La formule (2) appliqguée avec

f= U(G\t/ﬁ) et = v montre que

(o) == (o)

d’ou en utilisant I'inégalité triangulaire et I'invariance dge

t \" 2 t i1, _i2
‘x(oﬁ) e’ <Ev[v(m)(xn)—1u+|lav[e S —e |

t it _i2
— -1 E,(fecvr™] —e 2
U(O_\/E) ’) + | v[ ]
Du 3iéme point de I'assertion (b) du théoréme (K-L) et de la propriété rappelée plus haut, on didBlug
précisément soik =[—1, 1]. Il vient :

=(l),

t\" 2
vVn >0, ANo(n) > N, Vn = No(n), Vt € K, ‘k< ) —e 7| <.
o/n
Soientr € K etn > No(y). On a €2 < e*/2 <1, d'ou |A( f)” — 1 <n+1-e12 Par conséquent, si

n< 1e12, a|0TS)»(at—ﬁ)" et e°/2 sont dans le disque complegede centre; = 1 et de rayon - te V2. En

outre, d’aprés le Lemme 4.1, on peut écria) = |A(u)|€?™, avecd(-) continue sur/ telle queé)(O) =0.0na
_t oy _ n ’"e(af)

A(Uﬁ) = |A( f)l et par continuité on déduit de ce qui précéde |gie f)| <Z

nul, posons log =In|z| +i arg(z), avec argz) €] — &, ]. Alors Iogk( )" —nlogk( ! )
Soite > 0. Comme la fonction log est lipschitzienne guron obtlent en ch0|S|ssant— n(s) convenablement :

2

t

t
logh| —=
niog <0ﬁ> + 2
Ecrivonsz — 1 = (logz)(1 + a(z)) avec lim_, 1 a(z) = 0. Alors, pours < 1,n > Ni(¢) ett € K,

(ot2) ) El o) o) 1)
n Iogk(aj/ﬁ>

(o))l
Gt

. Pourz e C non

&

AN1(e) = N, V¥n = Ni(e), ¥t € K, <3

<n
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a5

Puisque lim_oA(u) =1, (A(J;ﬁ))n converge uniformément vers 1 skir. Par conséquent :

((;5)) <5

Finalement, en posaid(¢) = max{N1(¢), N2(¢)}, on a montré que :

()-) 3

<e.
Pour} < |t| < 1etn > N(e), il vient

(%) (Gm)-+%

Soitu € R*, |u| <

<

™

AN2(e) 2 N, Vn > Na(e), Vt € K,

Vn > N(e), Vi € K,

o2

2 e < 40%.

<

1 ; ; 1 1 rindaalitd nraed ;
TN Il existe clairement > N(¢) tel quez <ul < N L'inégalité précédente appli-

_ 2
M;)z 1 1< 46%¢. O

guée avee = o /nu montre qug

On suppose maintenant que les conditions des Théorémes 2.1’ mot katisfaites. Grace au Lemme 4.1,
le théoréme (K-L) et le Lemme 4.2 s’appliquent, et I'on est alors en mesure d'utiliser les technigues usuelles de
transformée de Fourier pour établir (TLC) et (TLL). A cet effet on pourra, ou bien adapter les preuves classiques
des théoremes limite central ou local pour les suites de v.a.i.i.d. (voir par exemple [4]), ou bien recopier les preuves
de [12] (celle du Lemme IV.8 pour (TLC) et celle du Lemme IV.4 pour (TLL)).

Dans les deux cas, il sera commode de définir, pour foad3 etr € J, 'expressionL(¢) f = (¢ (¢), fHv(t) —
(v, £)1,*6 et grace a (2), d’écrire lorsquey € B’

Euol £ (X)€" ] = A1) () + A(6)" (10, L) f) + {10, N(©)" f). (3)

Preuve des Théoremes 2.1 et 2.1/, cas stationnaire. On utilisera ici la formule (3) avegg=vetf e B, f >0,
guelconque, et I'on observera, d'une part que le théoréme (K-L) et le Lemme 4.2 fournissent les propriétés requise
pour (v, N ()" f) eta(r)", 17 d’autre part qué(v, L(t) £)| < 9| £l (Th. (K-L)), donc lim_o(v, L(t) f) =0. O

Preuve des Théorémes 2.1 et 2.1, cas non stationnaire. Soit ;o une probabilité quelconque sir telle que

o € B et soitf € B, f > 0. Par hypothésB s’envoie continiiment dari, doncy.o € 8. Comme précédemment,
pour établir (TLC) et (TLL), on pourra adapter [4] ou bien recopier les preuves de [12] (Lemmes IV.8 et IV.4) en
utilisant la formule (3) : les termeguo, N ()" f) et A(¢)" sont contrdlés comme dans le cas stationnaire. Pour
I'étude du terme g, L(¢) f), on dispose du résultat suivant.

Lemme4.3. Sous les condition@-‘) ou (]?’), v(t) converge verd dansB guandr — 0.

De ce lemme il résulte quiéuo, L) £ <@ || fIl + C ol lv@) — 1| || £, ou] - ||.. désigne la norme
surB etB’. Donc lim_ o{uo, L(t) f) = 0.

16 Le termeL(r) f, notéL, (¢) f dans [12], est dans ce travail indépendant gear d’aprés (F2), 1 est I'unique valeur propre périphérique de
Q.

) 2 2 g )
17 Drapres @) (Lemme 4.2), on a, poyu| petit, [A(u)| < 1, etja(4)] <1— % + %4 < e/4 - |a 1ére inégalité suffit dans la preuve de
(TLC), la seconde est essentielle dans celle de (TLL).
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Preuvedu lemme. Nous reprenons ici des arguments déja utilisés dans [13]/3oit cercle centré en=1, de
rayonp, avecp assez petit pour que, pogk I'y etr € J, d’'une part(z — Q) existe dansC(B) et L(B), d'autre
part(z — Q(t))~! existe dansC(13). Ceci est possible d’aprés la condition (F2) vérifiée par hypothésg stB,
et d'aprés le théoréme (K-L). On a pofire B,z € I'1, etr e J,

—0®)  f—G-0 f=@E- 0 ew) - 0)z-0w) £

SoitA{VI =supllz— Q) Y_,ze 1}, ou-|. désigne la norme sut(B) ; on aM < +oo car Q vérifie (F2)
sur B. Soit£(¢) la norme deQ(t) — Q dansL(B, B); ¢(¢t) tend vers 0 avec par hypothése. Enfin soi =
supll(z— Q)Y t € J,z e I't}; on aM < +oo d’aprés [16]. D'ou

I(z— Q(t))_lf — = O) Ml < Me@)M]| f].

Le projecteurl](¢) définissantv(¢) (cf. 8 4.1) est obtenu dans [16], comme dans la théorie classique, comme
lintégrale curviligne de la résolvante — (1)) ~* sur le cercle orient&. En intégrantz — Q(1) 1 — (z— Q) 7%,

vue comme application a valeurs dafig3, B), on déduit de ce qui précéde qiiE(r)1 converge dan$3 vers
I1(0)1=1. Le lemme en résulte.O
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