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Systèmes dynamiques
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Résumé

Nous considérons l’équation de Schrödinger non linéaire

−iut = −�u+ V ∗ u+ g(u, ū)

avec des conditions aux bords périodiques dans[−π,π]d , d � 1. La fonctiong est analytique dans les deux variables et d’or
au moins 2 ; le potentielV est dansL2. Nous démontrons que, sous une hypothèse de non résonances générique pouV dans
une certaine classe, il existe pour tout entierM une transformation canonique qui met l’Hamiltonien sous forme normal
Birkhoff à un reste d’ordreM près. La transformation canonique est bien définie dans un petit voisinage de l’origine d
espace de Sobolev d’ordre assez grand. D’un point de vue dynamique, ceci signifie en particulier que si la donnée init
norme plus petite queε, la solution reste plus petite que 2ε pour des tempst de l’ordre deε−(M−1). De plus, pendant le mêm
laps de temps, la solution reste proche d’un tore de dimension infinie.Pour citer cet article : D. Bambusi, B. Grébert, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Normal form for NLS in arbitrary dimension. We consider the nonlinear Schödinger equation

−iut = −�u+ V ∗ u+ g(u, ū)

with periodic boundary conditions on[−π,π]d , d � 1; g is analytic andg(0,0) = Dg(0,0) = 0; V is a potential inL2. Under
a nonresonance condition which is fulfilled for mostV s we prove that, for any integerM there exists a canonical transformati
that puts the Hamiltonian in Birkhoff normal form up to a reminder of orderM . The canonical tranformation is well define
in a neighbourhood of the origin of any Sobolev space of sufficiently high order. From the dynamical point of view this
in particular that if the initial data is smaller thanε, the solution remains smaller than 2ε for all timest smaller thanε−(M−1).
Moreover, for the same times, the solution is close to an infinite dimensional torus.To cite this article: D. Bambusi, B. Grébert,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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(cf. [1]).
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Abridged English version

Recently one of us has obtained a normal form result for the non linear wave equation in one dimension
The aim of this Note is to extend this result to the non linear Schrödinger equation (1) in dimensiond � 1. The
potentialV is choosen in the spaceFm (see (2)) and the nonlinearityg is of the formg = ∂ūG whereG(u, ū) is
an analytic function and is of order at least two. We denoteHs ≡ Hs(T d ;C) the Sobolev space of orders on the
d-dimensional torusT d , ‖ · ‖s the ususal norm onHs, ds the associated distance andBs(R) the ball of radiusR
in Hs centered at the origin.

In Fourier variables (see (4)) the Hamiltonian associated to (1) can be expressed

h(ξ, η) =
∑
k∈Zd

ωkξkη−k +
∫
T d

G(u, ū),

where the linear frequencies are given byωk = |k|2 + V̂ (k), and∂ūG = g.
For eachk ∈ Zd introduce the linearized actionsIk(u) ≡ Ik(ξ, η) = ξkη−k and for each initial datau0 ∈ Hs the

infinite dimensional torus

T (u0) = {
u ∈ Hs | Ij (u) = Ij (u0), ∀j ∈ Z

d
}
,

one proves:

Theorem 0.1. Fix M � 4 andm > d/2 there exists an integers0 and a setVm ⊂ Fm of full mesure, such tha
for V ∈ Vm there existsR0 > 0 and, for any0 < R < R0, there exists an analytic canonical transformati
ΦR :Bs0(R/3) → Bs0(R) such that

(h0 + f ) ◦ΦR = h0 +Z +R,

whereZ depends only on the actions. Further, for anys > s0 there exists a constantCs such thatΦR et XR are
analytic also as a map fromBs0(R/Cs) to Hs and the following estimates hold:

sup
‖u‖s�R/Cs

∥∥u−ΦR(u)
∥∥
s
�CsR

2 and sup
‖u‖s�R/Cs

∥∥XR(u)
∥∥
s
� CsR

M−1.

As a consequence one deduces that ifu(t) is the solution of (1) with initial datau0 ∈ Hs (s > s0) and‖u0‖s = ε

small enough then for timest of orderε−(M−2) one has∥∥u(t)∥∥
s
� 2ε,

∣∣Ik(t) − Ik(0)
∣∣ � 1

|k|2s ε
3

and for timest of orderε−M ′
one has

ds ′
(
u(t),T(u0)

)
� cs,s ′εM

′′
,

wheres′ < s − d/2 andM ′,M ′′ satisfyM ′ +M ′′ = M + 1.

1. Contexte

Récemment, l’un des auteurs a obtenu un résultat de forme normale pour l’équation des ondes non
en une dimension (cf. [1]). Le but de cette Note est d’étendre ce résultat à des EDP non linéaires en di
supérieure. Nous considérons le problème modèle de l’équation de Schrödinger non linéaire avec une part
de type convolution :

−iut = −�u+ V ∗ u+ g(u, ū) (1)
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sur le toreT d ≡ [−π,π]d .
Le potentielV est dans l’espaceFm (m> d/2) défini par

Fm =
{
V (x) =

∑
k∈Zd

σk

(1+ |k|)m eik·x
∣∣∣ σk ∈

[
−1

2
,

1

2

]
pour toutk ∈ Z

d

}
. (2)

Nous identifions l’espaceFm avec le produit cartésien[−1/2,1/2]Zd
que nous munissons de la mesure de pro

bilité produit. Notre résultat sera valable pour des potentielsV dans un ensemble de mesure pleine inclus dansFm.
Dans l’Éq. (1), le terme non linéaireg est de la formeg = ∂ūG où G(u, ū) est une fonction analytique dan

les deux variables et d’ordre au moins 2. Nous notonsHs ≡ Hs(T d;C) l’espace de Sobolev d’ordres sur le tore,
‖ · ‖s la norme canonique surHs et ds la distance associée. Enfin notonsBs(R) la boule deHs centrée en 0 et d
rayonR.

L’Éq. (1) admet une écriture hamiltonienne dansHs

−iut = ∂H

∂ū
(x,u, ū), (3)

où l’hamiltonienH est donné par

H(u, ū) =
∫
T d

|∇u|2 + (V ∗ u)ū+G(u, ū).

Dans les variables de Fourier(ξk, ηk)k∈Zd reliées à(u, ū) par

u(x)=
(

1

2π

)d/2 ∑
k∈Zd

ξk eik·x, ū(x) =
(

1

2π

)d/2 ∑
k∈Zd

ηk eik·x, (4)

la forme symplectique devient i
∑

dξk ∧ dη−k . et l’hamiltonien s’écrit

h(ξ, η) = h0(ξ, η)+ f (ξ, η),

où

h0(ξ, η) =
∑
k∈Zd

ωk ξkη−k, f (ξ, η) =
∫
T d

G(u, ū),

et

ωk = |k|2 + V̂ (k) = |k|2 + σk

(1+ |k|)m .

Enfin nous introduisons les actionsIk, k ∈ Z
d , du système linéarisé

Ik(u) ≡ Ik(ξ, η) = ξkη−k

et, étant donnéu0 ∈ Hs , le tore

T (u0) = {
u ∈ Hs | Ij (u) = Ij (u0), ∀j ∈ Z

d
}

qui est génériquement de dimension infinie.

2. Résultats

Notre résultat de forme normale s’énonce de la manière suivante

Théorème 2.1. Pour tout entierM � 4 et tout réelm > d/2 il existe Vm, un ensemble de mesure pleine
potentiels dansFm, et un entier positifs0 tels que, pour toutV ∈ Vm il existeR0 > 0 et, pour chaqueR < R0
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positif, une transformation canonique analytiqueΦR :Bs0(R/3) → Bs0(R) qui met l’Hamiltonienh sous forme
normale de Birkhoff jusqu’à l’ordreM. Plus précisément

(h0 + f ) ◦ΦR = h0 +Z +R,

où Z ne dépend que des actions etR est une fonction analytique, dont le champ de vecteur hamiltonie
analytique en tant que fonction deBs0(R/3) dansHs0. De plus pour touts > s0 il existe une constanteCs telle
queΦR etXR soient aussi analytiques deBs(R/Cs) dansHs et satisfassent

sup
‖u‖s�R/Cs

∥∥u−ΦR(u)
∥∥
s
�CsR

2

et

sup
‖u‖s�R/Cs

∥∥XR(u)
∥∥
s
� CsR

M−1.

Comme conséquences dynamiques nous obtenons

Corollaire 2.2. SoientM,m, s et V comme dans le théorème précédent, il existe des constantesεs et cs pour
lesquelles les propriétés suivantes sont satisfaites:
si u(t) est la solution du problème de Cauchy de l’Éq.(1) pour une donnée initialeu0 ∈ Hs vérifiantε := ‖u0‖s �
εs alors pour tout temps

|t| � 1

csεM−2

la solutionu satisfait∥∥u(t)∥∥
s
� 2ε,

∣∣Ik(t) − Ik(0)
∣∣ � 1

|k|2s ε
3.

De plus, pour chaques′ < s − d/2, il existe une constantecs,s ′ telle que pour tout entiersM ′,M ′′ vérifiant
M ′ +M ′′ = M + 1 et pour tout temps|t| � 1/(csεM

′
), en a

ds ′
(
u(t),T(u0)

)
� cs,s ′εM

′′
.

Commentaires.

– A notre connaissance le Theorème 2.1 est le premier résultat de ce type pour des équations en dime
grande que 1. En dimension 1, des résultats comparables ont été obtenus dans [3,5,1].

– Des résultats s’appliquant à des équations beaucoup plus générales mais valables sur des échelle
beaucoup plus petites ont été obtenus dans [2].

– Rappelons que la théorie KAM a aussi été utilisée pour étudier la dynamique des EDP hamiltonienne
7,8,4,6]. Mais jusqu’à maintenant elle n’a permis de mettre en évidence que des tores invariants de di
finie. Par contre notre résultat est valable pour toutes les solutions de petite amplitude du système co

– Remarquons que les actionsIk sont « presque » conservées pour des temps polynomialement grands.
donc que très peu d’échange entre les différents modes linéaires.

– Notre théorème peut être adapté au cas de l’équation des plaques

utt +��u+mu = f (x,u)

sur un hypercube avec la condition de Dirichlet au bord pouru et �u. Dans ce cadre les résonances en
les fréquences linéaires sont encore faciles à contrôler du moment quem soit choisi dans un ensemb
générique adéquat. Néanmoins cette fois la forme normale est résonante (on ne peut distinguer les fr
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correspondant à desk de même norme). De ce fait, on obtient encore une estimation pour des
polynomialement longs de la solution dans des espaces de Sobolev d’ordre élevé mais, par contre, les
qui restent « presque » conservées sont cette fois lesJN = ∑

|k|2=N Ik pourN entier. Ainsi des échanges so
possibles entre un modej et un modek dès que|j | = |k|.

– Notre théorème peut être généralisé au cas d’une non linéaritég dépendant aussi dex. Mais la forme normale
obtenue est légérement plus compliquée. En fait, elle ne permet plus d’assurer que toutes les act
« presque » constantes mais seulement les actionsIk pour|k| � N . Par ailleurs les quantitésJM = ∑

|k|2=M Ik
pourM >N sont elles aussi presque conservées.

– Nous aimerions étendre notre résultat au cas plus naturel où l’opérateur de convolutionV ∗ est remplacé
par un opérateur de multiplication. On peut espérer que le résultat reste vrai néanmoins la connais
spectre de l’opérateur de Schrödinger−� + V sur un domaine borné deRd (d > 1) est trop pauvre pou
nous permettre de vérifier la condition de non résonance. Dans le cas très particulier d’un potentiel d
V (x1, . . . , xd) = V1(x1) + · · · + Vd(xd) sur un domaine cubique, on peut montrer qu’il y a énormémen
résonances entre les fréquences correspondantes. On peut néanmoins mettre le système sous form
résonante mais, du fait de la complexité de cette forme normale, nous sommes incapables d’en ext
information dynamique.

3. Esquisse de la preuve

La preuve consiste en une adaptation des méthodes de [1]. Le point de départ en est l’algorithme c
d’élimination des monômes non résonants de l’Hamiltonien. En dimension finie et sous une hypothése
résonance sur les fréquences linéaires, cet algorithme permet de mettre l’Hamiltonien non linéaire sou
normale de Birkhoff jusqu’à l’ordreM (M arbitraire) au voisinage de l’origine. L’obtention d’un résultat simila
en dimension infinie requiert certaines propriétés supplémentaires :

(1) « Les monômes faisant intervenir au moins trois variables de Fourier d’indice grand ont un champ de
petit ». Plus précisément, étant donné un entierN grand, considérons un monômef (ξ, η) contenant au moins troi
variables d’indice plus grand queN . Nous utilisons une estimation de type « tame » (cf. [9]) qui entraine q
deux fonctionsu etv ont tous leurs coefficients de Fourier d’indice plus petit queN nuls alors

‖uv‖s � C(s, d)

N(s−d)
‖u‖s‖v‖s .

Cette estimation nous permet de montrer que‖Xf ‖s est de l’ordre deN−(s−d). De ce fait, en choisissantN et s
suffisamment grand, les monômes de ce type n’ont pas besoin d’être éliminés : ils sont déjà petits.

(2) En conséquence les monômes que l’on doit éliminer ne font intervenir que des petits diviseurs de la

r∑
i=1

aiωki ±ωj ±ωl, (5)

où ki ∈ Zd , |ki | � N et |j | � |l| > N et ai ∈ Z avec
∑

i |ai | � r. Si il est possible de minorer de telles quanti
par une puissance négative deN , on peut alors terminer la preuve comme dans [1]. Si lesai sont non tous nuls
on montre qu’effectivement on peut borner (5) par une puissance négative deN . Par contre si tous lesai sont
nuls, la quantité à contrôler devientωj −ωl . Or celle-ci peut être arbitrairement petite, il suffit pour cela de cho
|j | = |l| → ∞. Ceci signifie que nous ne pouvons pas éliminer les monômes du typeIk1 · · · Ikr ξj η−l où |ki | � N .

(3) C’est ici qu’intervient notre choix de la nonlinéarité : c’est une fonction locale deu et ū. Nous montrons que
cette propriété impose une condition de moment zéro sur les monômes à éliminer. Ainsi nous avons obligat
j = l et ces monômes ne dépendent que des actions.
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