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Résumé

On prouve que la construction bar d’une algebBrg forme une algébr& .. Plus précisément, on montre que la construction
bar d'une algébre sur I'opérade des surjections possede une structure d'algebre de Hopf sur I'opérade de Barratt—Eccles
(Lopérade des surjections et I'opérade de Barratt—Eccles sont des opéradeassiques.Pour citer cet article: B. Fresse,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The bar construction of an algebra as an E-infinite Hopf algebraWe prove that the bar construction of &g, algebra
forms anE algebra. To be more precise, we provide the bar construction of an algebra over the surjection operad with the
structure of a Hopf algebra over the Barratt—Eccles operad. (The surjection operad and the Barratt—Eccles operad are classic:
E~o operads.)o citethisarticle: B. Fresse, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

We fix a ground field= of characteristic 2. We leE,, r € N, denote the sequence of symmetric groups. We
consider operads in the categayF Mod of differential graded modules ovEr(for shortdg-module.

We denote the operad of associative and commutative algebras by thelétterrecall that arf ., operad
consists of adg-operadF quasi-isomorphic t&€ and whose componenis(r), r € N, are projective complexes
of X,-modules. The category of algebras over a fi¥ad operadF Alg is equipped with the structure of a semi-
model category (cf. [7]). The purpose of this note is to make explicit a model of the suspension of an algebra in
FAlg.

This model is given by the classical bar construction of associative algélrds More specifically, the
bar construction of an associative and commutative algebra is equipped wishuffeeproduct and forms an
associative and commutative algebra. We extend this construction to the context aebras by introducing
particularE, operads: theurjection operadt and theBarratt—Eccles operad.
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The component&’(2) and€ (2) of these operads are both isomorphic to the classical free resolution of the trivial
representation of». To be more explicit, we have homogeneous elemgnsich thatt (2); = X' (2)4 = F[ X>2] -
64. In addition, the differential of thelg-modules&(2), = X' (2), verifies the formulas(6;) =6;-1 + 7 - 641,
wheret denotes the transposition ;. For a givenX-algebraA, the operatiorv;: A ® A — A associated
to 6; € X(2) is also denoted byi1 —y a2 = 64(a1, a2). In fact, the elemenfy € X' (2)¢ satisfies the relation
606, 1) = 6p(1, Hp) in the surjection operad. Accordingly, the product is associative inA. Similarly, the
product—, gives rise to the boundary relatian — ;1 a2 + a2 —y—1a1 = 8§(a1 —4 a2) + 8(a1) —g az + a1 —y
8(a2), because we havi6,;) = 641+ t - 641 in the surjection operad.

The work of Baues (cf. [1]) proves that the bar construction oftaalgebra is equipped with an associative
product. There is also a sequence of produets B(A) ® B(A) — B(A) defined by Kadeishvili in the article [5]
and that verify the boundary relation above. We generalize Kadeishvili's construction and we obtain the following
theorem:

Theorem 0.1.Let A be an algebra over the surjection operat The bar constructiom (A) is equipped with the
structure of a Hopf algebra over the Barratt—Eccles opefasuch that the operatiofy : B(A) ® B(A) — B(A)
associated to the elemefit € £(2), agrees with Kadeishvili’s product4. The bar constructiorB(A) together
with this structure forms a cogroup object in the homotopy categorg-afgebras and is equivalent to the
suspension ofl.

We define an operad morphisiR: £ — X’ in [2] and [3]. This morphism gives any algebra owéthe structure
of an algebra ovef. Therefore, it makes sense to consider the suspension &falgebra in the category ¢f-
algebras.

The normalized cochain complex of a simplicial get= N*(X) is equipped with the structure of an algebra
over the surjection opera#l (cf. [3,9]). Moreover, according to a general result of Mandell (cf. [7]), this structure
determines the 2-adic homotopy typeXofsince we consider cochains with= F2 coefficients). One proves that
the suspension df*(X) in the homotopy category @f-algebras is equivalent t§*(£2 X), the cochain algebra of
the loop space oX (cf. [4,7]). Consequently:

Theorem 0.2.We assume thaX is a pointed connected simplicial set such thatX) is a finite 2-group and

H*(X, Fp) is a finite dimensiondF,-module for allx € N. If A = N*(X), the cochain algebra oX, then, in the

homotopy category @f-algebras, the bar constructioB(N* (X)) is equivalent tavV*(£2 X), the cochain algebra
of the loop space of.

The works of Smirnov (cf. [10]), Justin R. Smith (cf. [11]) and Kadeishvili-Saneblidze (cf. [6]) predict the
existence of arE, structure on the bar constructi@d({N*(X)). Our theorems make this structure explicit.

1. Résultats

On fixe un corps de basé de caractéristique 2. On considére des opérades dans la catdgbriéod
des modules différentiels gradués $ufen abrégésigmodule3. On Note X,, r € N, la suite des groupes de
permutations.

L'opérade associée aux algébres associatives et commutatives est désignée pacClaOettrappelle qu’'une
opéradeE, est unedgopéradeF quasi-isomorphe & et dont les composantes(r), r € N, forment des
complexes projectifs d&,-modules. La catégorie d’algébres associée a une telle opgrédig posséde une
semi-structure modeéle naturelle (cf. [7]). Le but de cette Note est de donner un modéle explicite de la suspensior
d’'une algébre dang Alg.
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Ce modele est fourni par la construction bar classique des algébres asso@afye®lus spécifiquement,
on sait que le produgshuffledonne a la construction bar d’'une algébre commutative la structure d’une algébre
commutative. On étend cette construction au cadre des algékyes introduisant des opéradBs, particulieres
qui sont l'opérade des surjectionk et I'opérade de Barratt—Eccles.

Les composantest'(2) et £(2) de ces opérades sont isomorphes a la résolution libre classique de la
représentation triviale de&». Plus explicitement, on a une suite d’éléments homogépdsls quef(2)y =
X(2)g4 = F[X2] - 6;. En outre, la différentielle desdgmodules&(2), = X (2), vérifie la formules(6;) =
64-1 + T - 04—1, €n notantr la transposition dex,. Si A est uneX-algebre, alors I'opératiof;: A @ A — A
associée a lI'élémertl; € X (2); est également notée —, a2 = 64(a1, a2). En fait, I'élémentdy satisfait la
relationfp (6o, 1) = 6p(1, 6p) dans I'opérade des surjections. Le produit correspondarst donc associatif sut.

De méme, comme; a pour différentiellé (6;) = 6,1+ 1 - 641, le produit supérieur, donne lieu a la relation
de borday —g-1a2+ a2 —q-1a1=208(a1—q a2) +8(a1) —qaz+ar—aqé(az).

Les travaux de Baues (cf. [1]) montrent que la construction bar dthadgebreB(A) posséde une structure
d’algébre associative. On a aussi une suite de produitsB(A) ® B(A) — B(A) (vérifiant la relation de bord
ci-dessus) que Kadeishvili définit de fagon explicite dans I'article [5]. On étend la construction de Kadeishvili pour
associer une opération sur la construction bar a tout élément de I'opérade de Barratt&EQclexbtient ainsi le
théoréme suivant :

Théoréme 1.1.Si A est une algébre sur 'opérade des surjectionisalors la construction baB(A) posséde une
structure naturelle d’algébre de Hopf sur I'opérade de Barratt—Ecéléslle que I'opératiory, : B(A) @ B(A) —
B(A) associée a I'élémertt; € £(2), est le produit—, défini par Kadeishvili. Quand elle est munie de cette
structure, la construction baB(A) définit un objet en cogroupe dans la catégorie homotopiqueeagebres et
est équivalente a la suspension e

On définit un morphisme d’'opérad€&R: £ — X dans les articles [2] et [3]. Ce morphisme fait de toute algebre
surX’ une algébre suf par restriction de structure. C’est pourquoi on peut parler de la suspensiord‘alygbre
dans la catégorie désalgebres.

On sait que le complexe des cochaines normalisées d’'un ensemble simpicisl (X) possede une structure
naturelle d’algébre sur I'opérade des surjectidngcf. [3,9]). De plus, d’aprés un résultat général de Mandell
(cf. [7]), cette structure suffit & déterminer le type d’homotopie 2-adiqu¥ dguand on prend = F> comme
corps de coefficients). On montre que la suspensioN &) dans la catégorie homotopique deslgebres est
équivalente a&v*(£2 X), I'algébre des cochaines de I'espace des lacebs (. [4,7]). En conséquence :

Théoréme 1.2.0n suppose qu& est un ensemble simplicial pointé connexe dont la cohomol@gi&, F») est
finie en tout degré et tel que; (X) forme un2-groupe fini. SiA = N*(X), I'algébre des cochaines d€, alors la
construction barB(N*(X)) est équivalente dans la catégorie homotopiqueStedgébres av* (22 X), I'algébre
des cochaines de I'espace des lacetXde

L'existence d’'une structuré,, sur la construction baB(N*(X)) est assurée par les travaux de Smirnov
(cf. [10]), de Justin R. Smith (cf. [11]) et de Kadeishvili-Saneblidze (cf. [6]). Nos théorémes rendent une telle
structure explicite. Le but de la seconde partie de cette Note est de définir 'opésatkim)®” — B(A) associée
aun élémentv € £(r). La démonstration du Théoréme 1.1 sera publiée ultérieurement.
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2. Construction des opérations sur la construction bar

On reprend les conventions classiques classique du calcul différentiel gradugrrdadule V est gradué
inférieurementV = V, ou supérieurement = V*, la relation V; = V~¢ rendant une graduation inférieure
équivalente a une graduation supérieure. La différentielle dggmodule est généralement noteeV, — V,_1.

2.1. Rappels sur I'opérade de Barratt—Eccles et I'opérade des surjections

On reprend les conventions des articles [2] et [3]. On rappelle que I'opérade de Barratt-sEestefinie par
la construction bar homogéne normalisée des groupes symétdgjuEgplicitement, le modulé€ () est engendré
en degrél par lesd + 1-uplets non-dégénérés de permutationg ..., wy) € X, x --- x X,. Un simplexew =
(wo, ..., wy) est dégénéré (et représente 0 d&as,) si on aw;+1 = w; pour quelque € {0, ...,d — 1}. Ainsi,
I'élémentd, € £(2)4 correspondant au produit, est représenté par le simplexe alternant (id, z,id, 7, ...).
La différentielle de€ (r) est définie par la formule classigdéwo, ..., wg) = Zf’zo(wo, e Wiy e, W),

Les composanted’(r), de lI'opérade des surjectiord®® sont engendrées par les surjections non-dégénérées
u:{l,...,r+d}— {1,...,r}, une surjection: étant dégénérée 8ii + 1) = u(i) pour quelque € {1,...,r +
d — 1} (auquel cas, on suppose queeprésente 0 dan¥ (r)). Une surjectiont € X (r)4 est déterminée par la
suite de ses valeurs= (u(1), ..., u(r +d)).

On définit dans I'article [3] une certaine décomposition:den sous-suites,, ..., u, (ce sont ledignes
de l'arrangement en tabléle u € X (r)4). Pour caractériser cette décomposition, on spécifie les termas de
qui définissent les derniers élémentsigg. .., u,_, (les césuresde la surjectioru) : ce sont les termes de
u qui ne forment pas la derniére occurrence d’'une valewr 1,...,r dans la suiteu. Par exemple, pour
u=(1,4,25,3,2,3), onobtient :

u=10(01,4,2,5,3; 2,3)
—_—— —— ——
Ug ug uz

(les césures sont soulignées dans la suite initiale).
2.2. Rappels sur la construction bar

La cogebre tensoriellengendrée par udg-module V, notéeT¢(V), est formée par le modul&®(V) =
@j’f’zo V@ muni de la diagonaler: T¢(V) — T¢(V) ® T¢(V) définie par la déconcaténation des tenseurs. On
obtient ainsi une structure de cogébre associative.

On suppose qug est une algébre augmentée sur 'opérade des surjectioBs noteA I'idéal d’augmentation
de A. On considére la suspension de(dans la catégorie dedg-modules) dont les composantes homogénes
sont définies par la relation® A)* = A*t1. La construction baB(A) est définie par la cogébre tensorielle
B(A) = T¢(X A) munie d’une différentiellé’: B(A) — B(A) qui est déterminée par le produit associatifAle
associé a I'opératiofy € X' (2). Explicitement, cette différentielle’ : B(A) — B(A) est donnée par la formule

n—1
b’(2a1®---®Ean)=22a1®---®2(ai —0ai+1) @ -+ ® Yap.
i=1

Dans le prochain paragraphe, on associe & tout élément(r) une application : 7¢(X A)® — A. On
étend cette application en une opération7“(X A)®" — T(X A) (sur la construction bar) en utilisant la structure
de cogébre dg° (X A). On rappelle que 'opérade de Barratt—Eccles est munie d’une diagonale coassociative
A E@r) — E(r) ® E(r) comme la cogébre tensorielle. (En conséquence, les moflg$orment une opérade
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dans la catégorie des cogebres; on dit aussi que 'opérade de Barratt-¢Eestameopéerade de Hopj On note
AN w)=); wél) R w;n) la diagonale itérée de I'élémente £(r) dans€(r)®". On pose explicitement

w(ct, ..., cr) = Z Z‘@’(l) (Cll(l)v e Clr(l)) R --® Z‘ﬁ’(n) (Cll(n)’ . c;(n)),
i

en notant

AMe) =Y chgy ® - ®ch, € T(ZA)",
i

les diagonales itér?es destenseuyrs. ., ¢, € T°(X A). On montre que cette construction donne a la construction
bar B(A) = T(¥'A) une structure de-algebre. (On obtient en fait ung-algebre dans la catégorie deg-
cogeébres; c’est pourquoi on dit qBgA) forme unealgebre de Hopfkuré.)

2.3. Construction des opérations sur la construction bar

On définit I'application: T¢(XA) ® --- @ T¢(X A) — A associée a un simplexe= (wo, ..., wg) € £(r)q.
Cette application est donnée sur chaque composae® @ --- ® (X A)®" C T(XA) ® --- @ T*(X A) par
une somme d’opérations A®" @ - .. ® A®" — A associées a des surjections X (ny + - - - +n,) admissibles
par rapport aw.

Dans le contexte de cette construction, il est naturel de représenter une sugeetibtny + --- + n,) par
une application a valeurs dans I'ensemble= {11, 21, ..., (n1)1, ..., 1, 2., ..., (n,),} constitué de intervalles
d’entiers. On note que chaque permutation de w = (wo, ..., wy) définit un ordre sur les intervalles de
'ensembleM . Explicitement, si on se donrig, /; € M avecs #t, alors on écrik, <, /; quand le couplés, r)
constitue une sous-suite de = (w; (1), ..., w;(r)). On a par exemple

k1 <(1,3,2 m3 <(1,3,2) l2,

quelque soienty € {11, 21, ..., (n1)1}, lo € {12, 22, ..., (n2)2} etmz € {13, 23, ..., (n3)3}.
Une surjection: est admissible par rapport@quand on peut répartir les lignes de I'arrangement en tahile de
end + 1 blocs

_ .0 o 1 1 1 d d d
E_Ela---aEeOaEO5E]_7---72617---7£07£15--- u

0 ul ud

u

tout en respectant les propriétés caractéristiques suivantes. On considére I@}Iigee:et arrangement. On
note (k1)s,, .- ., (km)s, l€s valeurs des cesures des lignes précégl?mtont I'occurrence finale n'apparait pas

déja dans la table (au dessus de la Ii@jaa On suppose que ces valeurs sont ordonnées selon I'ordre défini
par la permutatiorw;. On a explicitementky)y, <uw, -+ <w; (km)s,. (On observera que, par construction, un
nombre donné € {1,...,r} apparait toujours au plus une fois dans la ssite. ., s,.) Si j = 0 (on suppose
donc queg; est la premiére ligne du blog'), alors on demande que la Iigrz!% Soit constituée par la suite

g; = ((k1)sy, - - -, (kp)s,), avec 1< 1 < m. Sinon (sij > 0), on demande a avo?f}. = ((ko)sg» (k1)sy» - - -» (ki)s)),
le premier terme de cette ligne représentant la premiére occurrence d’'une &ajgpe M dans la suite: et
verifiant (ko)s, <w; (k1)s;. On demande aussi que les valekys M associées a un nombses {1,...,r} fixé
apparaissent dans I'ordre croissant 1, ..., ng dans la suitex.

On note bien que le premier élément d'une qugetelle quej =1,...,¢; représente la premiére occurrence
d'une valeurk; € M dansu. La propriété inverse caractérise donc la premiére ligne d’'un bloc de notre

décomposition.
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2.4. Exemples

On peut déterminer facilement les surjections X' (p + ¢) qui sont admissibles par rapport aux opérations
04 € £(2)4. Ainsi, pourfp = (id) € £(2)o, les surjections admissibles sont de la forme

u=(12,11,12,21,12,31,12,..., p1,12).
S N = ——
0 0 0 0
u up u3 Uy E?H_l

On reconnait les éléments d& p + 1) associés aux opérationbraces» de Getzler—Kadeishvili (cf. [3,8,9]). Pour
01 = (id, ) € £(2)1, on obtient les surjections de la forme

(12 ,11,15,210,12, 31,10, ..., p1.,12,p1,22, p1,32, p1,...,q2, P1).
—— ——— —— —— —— —— —— —— ——
N N S Wy uwy uw up ug

On reconnait les élémen&;q introduits par Kadeishvili dans l'article [5].
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