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Résumé

En utilisant I'existence et I'unicité de la solutiait semi-globale du probleme mixte avec des conditions aux limites non
linéaires générales pour les systemes hyperboliques quasi linéaires avec valeurs propres nulles, on présente une méthode p
mettant d’'établir la contrélabilité exacte frontiére pour les équations des ondes quasi linéaires unidimensionnelles avec de:
conditions aux limites de différents typdur citer cet article: T.T. Li, L.X. Yu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Exact boundary controllability for 1-D quasilinear wave equations. By means of the existence and uniqueness of semi-
global ¢! solution to the mixed initial-boundary value problem with general nonlinear boundary conditions for first order
quasilinear hyperbolic systems with zero eigenvalues, we present a unified method to establish the exact boundary controllability
for 1-D quasilinear wave equations with boundary conditions of different tyjmeste thisarticle: T.T. Li, L.X. Yu, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Consider the quasilinear wave equation
uy — (K, uy)), = Fu,uy,up), (0.1)

whereK = K (u,v) € C2, F = F(u,v,w) € C! such thatk,(u, v) > 0 and F(0, 0, 0) = 0. For any one of the
following boundary conditions on = 0 [resp. onx = 1]

x=0: u=h() [respx=1 u=h@)], (0.2) [resp. (0.3)]
x=0: u,=h@t) [respx=1 u,=h()], (0.2) [resp. (0.3}]
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x=0: uy—au=h(t) [respx=1. u,+pu=h@)], (0.2)z [resp. (0.3}]
x=0: wuy—au;=h@t) [respx=1.  wuy+ Bu, =h()], (0.2) [resp. (0.3)]
wherewa, @, B andp are positive constants, by means of a unified method, we get
Theorem 0.1. Let 7 > 1/4/K,(0,0). For any given initial state(e,¥) and final state(®,¥) with small
C2[0, 1] x C[0, 1] norm, there exist boundary controtgr) and i (¢) with smallC2[0, 71 norm (for (0.2); and

(0.3)1) or small C[0, 7] norm (for (0.2),—<0.2)4 and (0.3)>—(0.3)s), such that the mixed problem for E@.1)
with the initial condition

t=0: u=o¢pkx), u=vx), 0<x<l, (0.4)

and the boundary conditior(®.2) and (0.3) admits a unique? solutionu = u(z, x) with smallC? norm on the
domainR(T) ={(t,x) | 0<t < T, 0< x < 1}, which verifies the final condition

t=T: u=®x), u;=¥x), 0<x<1l (0.5)
Theorem 0.2. LetT > 2/,/K,(0,0) anda # 1/4/K,(0,0) in (0.2)4. For any given initial statgy, ) and final
state (&, &) with small C2[0, T x C1[0, T] norm and any given functioh(s) with small C2[0, T'] norm (for
(0.2)1) or smallC1[0, T'] norm (for (0.2)—0.2)) such that the conditions @' compatibility are satisfied at the
points(0, 0) and (T, 0) respectively, there exists a boundary confral) with smallC2[0, T'] norm (for (0.3);) or

small C1[0, '] norm (for (0.3%—0.3)), such that the mixed proble(@.1), (0.4)and (0.2), (0.3)admits a unique
C? solutionu = u(z, x) with smallC? norm onR(T), which verifieg0.5).

1. Introduction et résultats principaux

On considére I'équation des ondes quasi linéaire unidimensionnelle
Ut — (K(uvux))x:F(uvuxvut)v (1)

ol K = K (u, v) est une fonctiorC? satisfaisantk, (z, v) > 0 et F = F(u, v, w) est une fonctiorC? telle que
F(0,0,0)=0.
En prenant les conditions aux limites suivantesen0 etenx =1 :

x=0: u=h(@), (2)
x=1. u,=h(@), (3)
oUA(t) estde class€? et/ (r) de class&!, on peut établir la contrlabilité exacte frontiére locale correspondante.

Théoréme 1.1. SoitT > 1/4/K,(0,0). Si les norme<?[0, 1] x C*[0, 1] de (¢, ¥) et (P, ¥) sont suffisamment

petites, il existe des contréles frontiéreset 2 avec norme<2[0, T (pour k) et C1[0, T (pour k) petites, tels
que le probléme mixte de 'E¢L) avec la condition initiale

t=0 u=¢pkx), u=¢¥x), 0<x<l, 4)

et les conditions aux limite) et (3) admette une unique solution= u(, x) avec une norme&? petite sur le
domaineR(T) ={(t,x) | 0<t < T, 0<x <1}, quivérifie la condition finale

t=T: u=®x), u,=¥x), 0<x<l (5)
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Théoréme 1.2. SoitT > 2//K, (0, 0). Siles norme€?[0, 1] x C1[0, 1] de (g, ¥) et(®, ¥) et la normeC?[0, T']
de h sont suffisamment petites et les conditions de compatibifitéux points(0, 0) et (7, 0) sont satisfaites, il
existe un contrdle frontiéré avec normeC1[0, 7] petite, tel que le probléme mix(&), (4) et (2), (3) admette
une unique solution = u(, x) avec normeC? petite sur le domain®(7) = {(r,x) | 0< ¢t < T, 0< x <1}, qui
vérifie (5).

Remarque 1. En utilisant la méme méthode, le méme type de résultats s'étend au cas ou I'on prend l'une
gquelconque des conditions aux limites suivantes en0 [resp.x = 1] :

x=0: u=h@) [respx=1. u=h@)], (6)1 [resp. (7)]
x=0: wuy=h() [respx=1. u,=h@)], (6)2 [resp. (73]
x=0: uy—au=h(t) [respx=1. u,+pu=h@)], (6)3 [resp. (73]
x=0 wuy—au;=h@t) [respx=1. u,+ pu, =h@)], (6)4 [resp. (7)]

olie, @, B etf sontdes constantes positives:) et/ (r) sont de class€? pour (6) et (7). ou de class€?! pour
(6)2—(6)4 et (7p—(7)4, mais dans le Théoreme 1.2 on doit supposer que

1
VK, (©0,0)
Remarque 2. Dans le cas spécial ofi et F ne dépendent pas deet on prend la condition aux limites (©&u (6)3

enx =0, le Théoréeme 1.2 a été démontré dans [2] et [5], mais la méthode employée ne peut pas étre appliquée a
cas genéral.

a# (8)

Remarque 3. La conclusion des Théoremes 1.1 et 1.2 est encore valahlg esit remplacé pak (u, u,) dans les
conditions aux limites (&}-(6)4 et (7p—(7)4 et si, au lieu de (8), on suppose que- /K, (0, 0).

2. Réduction

Soientv = u,, w=u,. LUEq. (1) peut étre réduite au systéme strictement hyperbolique suivant
Ur = w,
vy —wy =0, ) 9)
wy — Ky(u, v) vy = F(u,v, w) + K, (1, v)v def. I?(u, v, w)

avec trois valeurs propres réell%%: A (i=1,2,3),0u0

A1=—m<)»2:0<)‘3:\/m’ (10)

ou bien au systéme strictement hyperbolique suivant
Uy =10,

1 Fu,v,w) dger. %

- = = F(u,v,w),
Koo)' Ky, v) @, v, w) (11)
wy —v; =0

Ux

: . def.
avec trois valeurs propres reelI§§: Wi = %
1

pour (9) et (11) :
L=(0,vKy1), 1=(1,00, I3=(0,—Ky1). (12)

(i=1,2,3). Enoutre, on a les mémes vecteurs propres a gauche
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Soient
v =LUU 1A=1, 2, 3), (13)
ouU = (u, v, w)". La condition aux limites (2) peut étre écrite sous la forme suivante
x=0: vi+uv3=2h(1). (14)

Lemme 2.1. SiU = U(t, x) = (u(t, x), v(t, x), w(t, x))" est une solutiorC! du systéme9) [resp (11)] sur le
domaineD = {(t,x) | 11 <t < 12, x1 < x < x2}, telle que

t=1t1 (0Ut): uy(t,x)=v(t,x), x1<x<x2

[respx =x1 (OUx2):  u;(t,x)=w(t,x), t<t<r], (15)
alors

uy=v [respu, =w] surD, (16)

doncU = U(r, x) est une solutiorC! du systém¢11) [resp.(9)] et u = u(r, x) est une solutiorC? de I'Eq. (1)
sur D.

3. Solution C* semi-globale pour les systémes hyperboliques quasi linéair es avec valeur s propres nulles

On considére le systeme hyperbolique quasi linéaire
ur + Ay, = F(u), (7)
olu=(u1,...,un)", Fu)= (fr(w),..., fr(u))" est une fonction réguliére detelle queF(0) =0 et A(u) =
(a;j(u)) est une matrice x n de fonctions régulieres de, telle que sur le domaine considéru) possede
valeurs propres réelles :
Apw) <rg)=0<ir.(w) (p=1,....5 g=I+1...m;r=m+1,...,n) (18)

et un ensemble complet de vecteurs propres a gauehe= (l;1(u), ..., L)) (i =1,...,n).
Soient

vi=Lwu (G=1,...,n). (19)
On donne la condition initiale

t=0: u=¢kx), 0<x<1], (20)
et les conditions aux limites

x=0: v=G,(,v1,...,0,V41,...,0n)+ H(t) (r=m+1,...,n), (22)

x=1 v, =Gyt V41, ..., U, Vg1, ..., 0) + Hpy(t) (p=1,....,0), (22)
ou, sans perte de généralité, on suppose que

G(1,0,...,00=G,(,0,...,00=0 (r=m+1,....n; p=1,...,]). (23)

Lemme3.1. Soient;; (u), A; (), fi(w), G,(t,-), Gp(t,-), H-(t), Hy(t) (i, j=1,....,n; r=m+1,...,n;, p=
1,...,1) etp(x) des fonctions de clasge! sur leurs domaines de définition. Supposci®, (23) et F(0) = 0.
Supposons de plus que les conditions de compatiltifitéont satisfaites aux point®, 0) et (0, 1). Alors, pour
tout 7p > 0, le probléme mixtgl7) et (20)—(22) admet une unique solutian= u(¢, x) avec normeC! petite sur
le domaineR (7o) = {(z, x) | 0< 1 < To, 0< x < 1}, pourvu que les norméip || c1j0,1) €t | (Hr, Hp)llc1p0,75) (r =
m+1,...,n; p=1,...,1) soient suffisamment petitédépendant d&yp).
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4. Démonstration des Théoremes1.1et 1.2

Comme dans [2-4], pour démontrer les Théoremes 1.1 et 1.2, il suffit d’établir les lemmes suivants
respectivement.

Lemme 4.1. Sous les hypothéses du Théordimie I'Eq. (1) admet une solution = u(¢, x) avec norme_? petite
sur le domaineR(T'), qui satisfait aux condition&) et (5).

Lemme 4.2. Sous les hypothéses du Théorén®e I'Eq. (1) avec la condition aux limite€) enx = 0 admet une
solutionu = u(z, x) avec normeC? petite sur le domain® (7'), qui satisfait aux condition&) et (5).

Ci-dessous, on donne les grandes lignes de la démonstration du Lemme 4.2. La démonstration du Lemme 4.
est similaire (cf. [1] et [3,4]).
D’apres la définition dg7, il existegg > 0 tel que

2 déf.
T > max —— ='2T1. 24
U|<e0 /Ky (i, V) (24)

(i) D’abord, on considére le probleme mixte | (resp. 1) du systéme (9) avec la condition initiale

1=0. U=Uom) % (p(x),¢'(x), ¥(x)), 0<x<1

f6f.

[respr=T: U=Ur(x) d (@(x), ?'(x), ¥(x)), 0<x<1] (25)
et la condition aux limites (14) surQ: < Ty [resp.T —T1 <t < T]et
x=1 vi=f1(t), 0<t<T1 [respx=1. wv3=f3(t), T-—-T1<t<T] (26)

ou lesv; (i =1,2,3) sont définies par (13), la fonctiofy [resp. f] est arbitraire, de normel[0, T1] [resp.
CT — Ty, T1] petite, et satisfait les conditions de compatibilité au point(0, 1) [resp.(T, 1)].
Grace au Lemme 3.1, le probléme | [resp. II] admet une unique solattaemi-globald/ = U (1, x) [resp.

U = U@, x)] avec normeC! petite, en particulierlU™ (s, x)| < eo [resp.|UP (¢, x)| < &g], sur le domaine
{#,x)]0<t<T, O<x <Y [resp{(t,x) | T —T1 <t <T, 0<x <1}]. Donc, on peut déterminer les valeurs
deU enx =0 pourlU = UD (¢, x) [resp.U = U@ (¢, x)] :

=0 U=a®) ¥ (a1(t), as(t),as(t))’, 0<r< T

[respx =0 U=bt)E (b1(t), ba(t), ba(t)), T-Ti<t<T]. 27)
Les norme<’! dea etb sont suffisamment petites et

ay(t) =a3(t), O0<t<Ty [resphy(t)=b3(t), T-Ti<t<T]. (28)

(i) Maintenant, on change I'ordre des variabiesc et on considére le probléme mixte du systeme (11) avec la
condition initiale

x=0: U=c@), 0<r«<T, (29)
et les conditions aux limites

t=0: wv3= lg(Uo(x))Uo(x), 0<x <1, (30)
t=T: vlzll(UT(x))UT(x), 0<x <1, (31)
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ol Up(x) et Ur(x) sont données par (25), les (i = 1, 2, 3) sont définies par (13) elr) = (c1(t), c2(), c3(1)) T
est une fonction de norm@![0, T'] petite, satisfaisant & la condition aux limites (14) sut 0< 7, telle que

a®), 0<r<T,

— / —
C(t)_{b(t), T T <t<T et ci(t)=ca3(t), 0<r<T. (32)

D’aprés le Lemme 2.1, les conditions de compatibiiité aux points (0,0) et7, 0) sont satisfaites. Grace &
nouveau au Lemme 3.1, le probléme (11) et (29)—(31) admet une unique sdlttsami-globald/ = U (z, x) de
normeC? petite, en particuliedU (¢, x)| < €o, sur le domain&R(T) = {(r,x) | 0<r < T, 0< x < 1}.

(i) Au vu du Lemme 2.1 = U(t,x) etU = U (¢, x) vérifient le systéme (11), la condition intitiale (29)
sur 0< ¢ < T1 et la condition aux limites (30). D’aprés I'unicité de solutiéd (voir [6]), on en déduit que
U(t,x)=UD (¢, x) surle domaind(r, x) | 0 <t < T1(1 — x), 0< x < 1}. En particulier, on obtient la premiére
condition dans (25). D’'une maniére similaire, on obtient la deuxiéme condition dans (25).

Grace au Lemme 2.1,= u(t, x) est une solutiol©’? de I'Eq. (1) sous la forme requise par le Lemme 4.2,
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