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Résumé

On démontre un théoréme de structure pour les algebres de Hopf colibres : une telle algebre de Hopf estisomorphe a I'algébr
diptére enveloppante de sa partie primitive. Une algebre diptére est une algebre associative munie d'une structure de modul
a gauche sur elle-méme. Ce résultat est une conséquence d’'un analogue, dans le contexte non-cocommutatif, du théoreme
Poincaré—Birkhoff-Witt et du théoréme de Milnor—MooReaur citer cet article: J.-L. Loday, M. Ronco, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Cofree Hopf algebras. We prove a structure theorem for the cofree Hopf algebras: such a Hopf algebra is the universal
enveloping dipterous algebra of its primitive part. A dipterous algebra is an associative algebra equipped with a structure of
left module over itself. This theorem is a consequence of an analogue, in the non-cocommutative framework, of the Poincaré-
Birkhoff-Witt theorem and of the Milnor—Moore theoreifo cite thisarticle: J.-L. Loday, M. Ronco, C. R. Acad. Sci. Paris,

Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version
Dipterous algebra. By definition adipterous algebras an associative algebra equipped with an extra left action
on itself. Denoting by and> these two binary operations, the relations are

(xxy)xz=x*(yxz) and (x*xy)>z=x> (y>2).

The free dipterous algebra over a vector space can be described explicitly in terms of the planar rooted trees.

Cofree Hopf algebras. A Hopf algebraH over a field is said to beofreeif, as a coalgebra, it is isomorphic
to the tensor coalgebrB(V), whose comultiplication is the deconcatenation. Héris the primitive part ofH

Adresses e-mailoday@math.u-strasbg.fr (J.-L. Loday), mronco@mate.dm.uba.ar (M. Ronco).

1631-073X/$ — see front mattef] 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réserveés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00288-7



154 J.-L. Loday, M. Ronco / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003) 153-158

and inherits a structure d#,.-algebra (with differential zero). There exists a functor from dipterous algebras to
Bo-algebras, which admits a left adjoint, that we denot&Jby

Theorem 0.1. For any cofree Hopf algebra( over a field there is an isomorphism

H=UD(PrimH) 4.
The notation(—)+ means that we have adjoined a unit to the dipterous algebra.

Theorem 0.2. Let’H be a Hopf algebra over a field. The following are equivalent

(a) H is a connected dipterous Hopf algebra,
(b) H is isomorphic to UDPrimH) . as a dipterous Hopf algebra,
(c) H is cofree among connected coalgebras.

1. AlgébresdeHopf colibreset Bo,-algébres

Une algébre de HopfH, *, A) est la donnée d’'un espace vectofiebur un corpsk muni d’une multiplication
* associative unitaire, d’'une comultiplicatiahcoassociative co-unitaire, compatibles.

1.1. Algebres de Hopf colibres

On dira (par abus de langage) qu’elle eslibre si en tant que cogébre elle est isomorphe a la cogEth(®)
ayant pour espace sous-jacent le module tens&r@lV © V®2g. .. et pour comultiplication la déconcaténation:
A(X1+++Xp) = Y i—g X1+ Xi ® Xj41---X,. ICi on a évidemmen¥ = PrimH{. On remarquera que est alors
connexeu sens de Quillen (cf. [8], p. 282). Supposéhs- T¢(V). Alors la structure multiplicative détermine,
par restriction, des application,,:V®’ ® V® — V. Puisquex est associative unitaire, ces applications
satisfont & un certain nombre de relatigdg,. Par exemple la relatioR 111 est

Ma1(uv, w) + Ma1(vu, w) + M1y(M11(u, v), w) = Mia(u, vw) + Maz(u, wv) + M1g(u, M11(v, w)).
1.2. Algébres de Hopf colibres 8t -algebres

Par définition, voir par exemple [11], uB.-algébreR (avec différentielle nulle) est un espace vectoriel muni
d’'applications linéaires

M,;:R®” @ R®1 — R, pourp>0, g >0

satisfaisant aux relatior’8; ;. En utilisant la propriété de coliberté d€(R) on peut reconstruire I'opérationa
partir desM ,, et les relationsk;; assurent que est associative unitaire, aingi“(R), *, A) est une algebre de
Hopf colibre.

1.3. Exemples

Si les opérationd/,,, sont nulles poup > 1, on alors la notion @ilgébre parenthésgérace algebras), cf. [1,
9,10]. Si seuleM;1 est non nulle, on a alors tout simplement une algébre associative (non nécessairement unitaire)
a cause de la relatioR111. On peut aussi avoi¥11 = 0 (Bxo-algébre triviale).
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2. Algébresdiptéres

Par définition une algébriptéreest une algebre associati, x) sur le corpsk munie d’'une opération binaire
supplémentaire, notée: A ® A — A vérifiant la relation diptére :

(x*xy)>=z=x>(y>2).

Une algébraliptére unitaireest une algébre associative unitaire augmentée dont I'idéal d’augmentation est diptere,
pour laquelle on a étendu partiellement I'opératioen posant : + x = x etx > 1= 0 pour tout élément de
I'idéal d’augmentation.

Exemple 1. Les algébres dendriformes (cf. [2], p. 36) sont des exemples d’algebres diptéres, et donc aussi les
algebres de Zinbiel (cf. [2], p. 45). Rappelons que ces dernieéres sont caractérisées par la relation

X*y=X>y+y>x.
Pour touteBy,-algebrer I'algébre associativé “(R) est munie d’une opération diptére caractérisée par

vivz- vy = ((--- (v1 > v2) > ---) > v,), pourtout; € R.
Proposition 2.1. Toute algébre diptére posséde une structure d'algdéhre

Preuve (Esquissg Si I'un des indices est nul on po3égg =0, M19=Id = Mp1, M,,0 = 0= Mg, pourn > 2.
Ensuite on utilise les formules qui donnenén fonction desV,,, de la fagon suivante : on remplace les tenseurs
x1x2---x, € VO par((--- ((x1 > x2) > ---) > x,). Ainsi en basses dimensions, en posafty =x <y +x > y,

on obtient

M11(u,v) =u<v—v>u,

Moi(uv,w)=u>v)<w—u> (v<w),

Mpu,vw)=u<@>w) —v>Wu<w)+ (v<w)>u.
Remarque 1. Si l'algébre diptére est dendriforme, alorsBa,-algébre associée est une algébre parenthésée.
2.1. Définition de I'algebre diptére enveloppante

Soit R une algeébreB,,. Son algebre diptére enveloppantst le quotient de I'algébre diptére libre sur
I'espace vectorieR, notée DiptR), par la relation qui identifie les deux structures d’'algébre dipt&®(R) :=
Dipt(R)/ ~.

On vérifie aisément que le fonctedD est adjoint a gauche du foncteur qui va des algebres diptéres dans les
algébresB.

2.2. Algebre diptére libre

L'algebre diptére libre sur I'espace vectorigl est de la forme Digl’) = @@1 Dipt, ® V®" ou Dipt, est
la partie de degré de I'algébre diptere libre sur un générateur. Cette derniére peut se décrire explicitement a
I'aide des arbres planaires enracinés (chaque sommet interne a une racine et au moins deux feuillgs). Soit
I'ensemble des arbres planaires enracingsauilles. Le nombre d’éléments dg, est le super nombre de Catalan
C,—1:(1,1,3,11,45,197,903 ...). Soit Dipt(K) I'algébre associative libre sur I'ensemflle= Un;lT” (c’est-
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a-dire les polynomes non commutatifs sans terme constant sur cet ensemble). On met une structure diptére s
Dipt(K) en posant, pour tout arbres ¢; :
(s152-+-s1) > (at2- 1) == (s1V (s2V (- V (sk VLV -+ V 1)),

ou Vv désigne le greffage des arbres planaires (cf. [2,4]).
On peut montrer que cette algébre diptére est bien I'algébre diptére libre sur un générateur (en I'occurence
I'arbre a une feuille).

3. Structuredes algébresde Hopf colibres

Soit (H, x, A) une algébre de Hopf colibre comme définie ci-dessus. On sait que sa partie primitiié¢ Bsim
une algébreB.,, on peut donc former I'algébre diptéddb (PrimH). En utilisant le fait qua&JD(R) est le quotient
de l'algébre diptere libre DigR) on peut montrer que, aprés avoir rajouté une und®(R) = UD(R) @ K.1,
on peut munitUD(R) d’'une structure d’algébre de Hopf (cf. [3]).

Théoreme 3.1. Pour toute algébre de Hopf colibrig+, %, A) sur le corpsk on a un isomorphisme d’algebres de
Hopf

H=UD(PrimH) .
3.1. Algébres de Hopf diptéres

Le Théoreme 3.1 est en fait la conséquence d’un théoréeme plus fin. Avant de I'énoncer on définit la notion
d’'algébre de Hopf diptére. C’est une algebre de HGpfx, A), qui est munie d’'une structure diptere unitaire. De
plus on demande que I'application linéaitesoit un morphisme d’algébres diptéres pour la structure diptére de
H ® H suivante :

x®y) > ®y)=*xxN® @y >y)
si y ouy’ appartient a I'idéal d’augmentation, sinon

x> =ux>xY®L
Théoréme 3.2. Soit’H une algébre de Hopf sur le corgs. Les assertions suivantes sont équivalentes

(a) H est une algebre de Hopf diptéere connexe,
(b) H estisomorphe a UPrimH) ;. en tant qu’algébre de Hopf diptére,
(c) H est colibre parmi les cogébres connexes.

Remarque 2. Ce résultat est I'analogue non-cocommutatif du résultat classique suivantH swie algébre de
Hopf sur le corpsk de caractéristique zéro. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) H est connexe et cocommutative,
(b) H estisomorphe & (PrimH) en tant qu’algébre de Hopf cocommutative,
(c) H est colibre parmi les cogébres connexes cocommutatives.

L'implication (a) = (b) est le théoréme de Milnor—Moore (cf. [6,8]).
Limplication (b) = (c) est le théoreme de Poincaré—Birkhoff-Witt (cf. [8]).
L'implication (c) = (a) est une tautologie.
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Dans notre contexte les algébres de Lie ont été remplacées par les al@ebres le foncteur algebre
enveloppanté/ par le foncteutJD. On remarquera que I'on n'a pas besoin de I'hypothese de caractéristique zéro.

3.2. Exemples

(a) SilaBx-algeébre Prini est en fait une algebre parenthéskg{ = 0 si p > 1), alors on peut montrer que
UD(PrimH) . est une algebre dendriforme (cf. [2]) et le théoréme précédent n’est autre que le théoréme principal
de [9,10]. La structure d’'algébre de Hopf de I'algebre dendriforme libre a été décrite dans [4] (voir aussi [3]).

(b) Si M, =0 pourp > 1 et pourg > 1, la seule donnée est alod$;; qui est une structure d'algebre
associative (non unitaire). Sait une telle algébre associative considérée comme une alggbréa structure
d’'algébre de Hopf d&“(A) est donnée par

(wa) % (0b) = (w*xOb)a + (wa x0)b + (w x 0)M11(a, b),

poura,b e A etw € A®? etd e A®4. On peut vérifier que si I'on note respectivement) < (9b), (wa) > (6b),
et (wa) - (6b) les trois termes de la somme, alors on obtient une trigebre dendriforme au sens de [5].

(c) Si la structureB, de PrintH est triviale, c’est a dire sM,,, = 0 saufM1o et Moy, alors’™{ est I'algebre de
Zinbiel libre sur PrintH, c’est & dire I'algébre des shuffles (en tant qu’algébre associative).

3.3. Indication sur la démonstration

Le point-clé de la démonstration est la construction d’'un analogue, dans le cadre non-cocommutatif, du premier
idempotent eulériea® € Endk (). Dans ce cadre il est donné par la formule suivante :

e = Z(—l)”"’l = 0 A",
n>1
ou I'opération>, est donnée par

>n(a1---an) =a1> (a2 > (-+ (an—1 > an)")),

et 'opérationA” est l'itérée de la diagonale réduite.
La propriété principale de? est que son image est précisément la partie primitivetddm e® = PrimH.
Elle permet de démontrer que la partie primitive de I'algébre diptére librg Dypst laBo.-algebre libre sui .

4. Variante: les algébres 2-associatives

On peut, dans les Théorémes 3.1 et 3.2, remplacer les algebres diptéres par les algébres 2-associatives suivant
Unealgebre2-associativeest la donnée d’'un espace vectoriel muni de deux structures associatives (on leg notera
etx). S'il existe un élément qui est I'unité pour ces deux structures on dira que I'algébre 2-associativieagst
Les modifications a apporter sont alors les suivantes.

Dans la Proposition 2.1 la structui, d'une algébre 2-associative est obtenue en remplacant les tenseurs
X1X2 Xy € VO parxy * xp % - - - % Xy,.

Dans la Section 2.2 I'algebre 2-associative libre sur un générateur est encore 'algébre associativeTlibre sur
La seconde opérationest alors donnée par

sxt =stv..ovsmtvilv.oov,

S1oespxt = (S1V Vs VTV vt sik>2,
Sxty-f; = TV VSTV (L V-V ) Sl >2,
S1 e Spxtpefp = (V- VsV (Vv Sik>=2 122,

ous=stv...vs"etr=rtv...v¢" (voir aussi [7]).
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Dans la Section 3.1 la structure 2-associativé{g H est donnée par
@Y *('®Y)=(*xx)@(yxy).

La compatibilité demandée entre la comultiplicatiaret la deuxieéme opération associatiwest la relation de
Hopf infinitésimale unitaire (cf. [3]) :

Ax*xy)=x Q@D *A(Y)+AX)*(1Qy) —x®y.

Dans la Section 3.2 les algébres dendriformes ne forment pas un sous-cas des algébres 2-associatives, C'e
pourquoi l'on a privilégié la structure diptére.
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