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Résumé

On étudie le comportement semi-classique lorsiue 0 des résidus de I'amplitude de diffusion associée a un opérateur
de Schradinge® (k) = —h2A + V (x) pour une perturbation de longue portégx). Pour des résonances proches de I'axe
réel et sous une hypothése de séparation, on donne une estimation de chaque résidu en fonction du/petaledarpartie
imaginaire de la résonance assockmur citer cet article: L. Michel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Semi-classical estimate of the residues of the scattering amplitude for long-range perturbations. We study the semi-
classical behavior wheh — 0, of the residues of the scattering amplitude associated to the Schrédinger opaiates
—h2A + V(x) for long-range perturbationt (x). For resonances close to the real axis and under a separation condition, we
give an estimate of each residue in terms of the paranketerd the imaginary part of the resonange.cite this article:
L. Michel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Consider the Schrodinger operat®th) = —h?A + V,inR”, n > 2, 0 < h < 1. Assume that the potential
V (x) is aC* smooth function and satisfies the following condition

Assumption (Hols). There existp € [0, #[ andR > 0 such that the potentidd extends holomorphically to the
domain

DR, =1{z€C" |z| > R, |Imz| < tando| Rez|}
and

38 >0, 3C > 0, Vx € Dryg,, |V(x)|<Clx|7F.
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It follows from Cauchy’s formula that ifHol,) is satisfied, then the potentitlis long-range in the following
sense:

1
Va eN', Vx e R", [0V ()| < Co(1+1x17) 2T p >0

Under this assumption, we can define the scattering amplitééles, 1, 7) related toPo(h) = —h2A and P (h),
which is smooth in@®, ) € §"~1 x §"~1\ {# = w}. Moreover, for # w, we know from [2] that the scattering
amplitude has a meromorphic continuation from upper half plane to a conic neighborhood of the real axis, whose
poles are the resonances Bth) defined by complex scaling (see [6]). We will denote by @&&)) the set of
resonances af (h).
Now, we will formulate our statement on the resonances.Eg#), E>(h) be such thatyh € 10,1], 0 <
L1 < E1(h) < E2(h) < L < +oo whereL >> 1 is constant independent anAssume that (1), S(h) > 0 satisfy
limj,_ow(h) =0 andS(h) < h®+5/24(h). Set
o(h) = {z eC; E1(h) —w(h) <Rez < Ex(h)+w(h), 0< —Imz < S(h)}. (1)
We say that a resonance is simple, if it is a simple pole of the scattering amplitude. Throughout this paper, we will
assume that eac¢he £2¢(h) N Reg P (h)) is simple and we will denote
A(h) = 20(h) NRe{P(h)) and K(h)=1A(h).
We suppose that the set of resonandé¢s) is isolated in the sense that:
ReqP(h)) N (L2(h) \ Ro(h)) =1, (2)
where2(h) is defined by (6). Let us notice thatdf(h) satisfies O< w(h) < h"*® with « > 0, thenE1(h) and
E>(h) can be chosen so that (2) holds. This is a direct consequence of the fact that
t(ReP(W) N ([L7Y L] +i[-h™"725(h).0])) = O(h™"),
which comes from the trace formula proved in [6,7].
Under the above assumptions, the scattering amplitude takes the form
f1%%6, 0, h)

+ "0, w, z, ),
z—¢&

fO.0,2.h)= Y

EcAh)

where 116, w, z, h) is holomorphic in (k). Our aim is to estimate the residug‘ges(e,w, h) and the

holomorphic partf"°(@, w, z, h). For this purpose, we need a separation condition on the resonan@es )of
More precisely, we suppose that there exists0 such that the following condition is satisfied.

Assumption (Sep). Forallg, & € A(h) with & # &/, we havelg — &'| > eS(h).
Now, we are in position to announce the main result of this Note.

Theorem 0.1. Assume that the potenti®d satisfies hypotheséslol.,) and (Sep) with ¢ > 0. Assume that all
resonances in2o(h) are simple and tha2) is satisfied. Letd, w) € $"~1 x §"~1 with 6 # w. Then, there exist
C, > 0andhg > 0 such that for all0 < & < hg, we have

| F15%0, 0, )| < Coh™ "V (1)%4%° [Imé|,  VE € Ah),
| #1960, w, 2. )| < Coh™ D2 K (2% log(1+ K (b)), ¥z € $2(h),
whereﬁ(h) is the subset of2 (k) defined by(10).
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Remark 1. The above result shows that there is an exact compensation between the residue and the imaginar
part of the resonance. It was obtained first by Lahmar-Benbernou and Martinez [3] in the very particular case of a
“well in a island”. In [9], Stefanov proved this result for general compactly supported perturbations under a more
restrictive separation condition (roughly speaking he required condifien) with “¢ = Ry,

1. Introduction

Dans cette Note, on considére I'opérateur de Schrédinger semiclagsigue: —h2A + V (x) surR”, n > 2,
0 < h < 1. On suppose que le potentiélest de class€ et satisfait I'hnypothése suivante

Hypothése (Holy). Il existedg € 10, 7| et R > O tels que le potentiel se prolonge analytiguement au domaine
Drg,=1{z€C"; |z| > R, |Imz| <tanbp| Rez|}
et
3 >0, 3C >0, Vx € Dgyg,, |V(x)|<Clx|7F.
Remarquons que d’apres la formule de Cauchy, la condjtitmh,) implique que le potentieV est de longue
portée au sens suivant :
Va e N, Vx e RY, |92V (0)] < Cu(14 x[2) 20T 50

Dans ces conditions, 'amplitude de diffusigi®¥, w, A, 1), associée aux opératewrsh) et Po(h) = —h?A est
bien définie et c’est une fonction réguliére par rappdtt,a) € $" 1 x §"~1\ {6 = w}. De plus, sous I'hypothése
(Holy), Gérard et Martinez [2] ont démontré que I'amplitude de diffusion possede un prolongement méromorphe
a un voisinage conique de I'axe réel. Les pbles de ce prolongement sont exactement les résonances appartenan
la région{Imz < 0}. Ici, les résonances de sont définies par la méthode des dilatations analytiques [6]. Dans la
suite nous noterons R@3(h)) I'ensemble des résonancesd8ér).

Nous allons maintenant formuler nos hypothéses sur les résonances. Consilgilons E>(h) tels que
Vh €10,1], 0< L™ < E1(h) < E2(h) < L < 400, o0 L > 1 est une constante indépendanté:dSupposons
quew(h), S(h) > 0 satisfont

}Ilimow(h)zo et S(h) <hC D24 m). (3)

Nous posons aussi
20(h) = {z € C; E1(h) — w(h) <Rez < Ex(h) + w(h), 0< —Imz < S(h)). 4)

Nous dirons qu'une résonance est simple, si c’est un pdle simple de I'amplitude de diffusion. Dans cette Note, nous
supposerons que chaque résonancgglé) N Reg P (h)) est simple et nous noterons

A(h) = 20(h) NRe{P(h)) et K(h)=1Ah).
Nous supposerons aussi que I'ensembig) est isolé au sens ou

Req P(h)) N (2(h) \ 20(h)) =9, (5)
avec

2(h)={z€C; E1(h) — To(h) <Rez < E2(h) +Tw(h), 0< —Imz < 4h_"_2S(h)}. (6)

Remarquons que dans le casw(h) vérifie 0< w(h) < k"¢ aveca > 0, nous pouvons choisity (k) et Ex(h)
de sorte que (5) soit satisfaite. Ceci est une conséquence directe de I'estimation

t(Re{P(W) N ([L7Y L] +i[-h™"725(h),0])) = O(h™"),
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qui découle de la formule des traces démontrée dans [6,7]. Dans ces conditions, 'amplitude de diffusion s’écrit
sous la forme suivante :

1550, . h)

+ £, w, z, h), @)
z—§

fO.0.2.h)= Y

EcAh)

ol @, w, z, h) est holomorphe dan® (). Notre but est d’estimer les résidgﬁg,es(e, w, h) ainsi que la partie

holomorphef°, w, z, h). Pour cela, nous avons besoin d’'une condition de séparation sur les résonances de
P(h). Nous supposerons qu'il existe> 0 tel que la condition suivante est satisfaite.

Hypothése (Sep). Pour toust, £’ € A(h) avect # &', nous avongé — &'| > eS(h).
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette Note.
Théorémel.1. Supposons que le potentiélsatisfait les hypothésé¢Blol,) et (Sep) avecs > 0. Supposons aussi

que les résonances d&(h) appartenant &2q(k) sont simples et qug) est satisfaite. Soi, w) € §"~1 x §7~1
avech # w. Alors, il existe des constant€s > 0 et/ > 0 telles que pour toud < & < hg, hous avons

| 1856, 0, )| < Cah™""D2K ()24 Im&], V& € A, ®)

1710, . 2. h)| < Coh="D2K (024 log(1+ K (b)), ¥z € 2(h), 9)
ou

2(h) =|z€C; Ex(h) — o(h) <Rez < Ea(h) + w(h), 0< —Imz < 25(h)}. (10)

Rappelons que le premier résultat montrant qu'il y a compensation exacte entre le résidu de I'amplitude de
diffusion et la partie imaginaire de la résonance considérée est dii a Lahmar-Benbernou et Martinez [3] et concern
le cas tres particulier d'un « puits dans une ile ». Dans [9], Stefanov a généralisé ce résultat au cas de perturbatior
a support compact et de résonances isolées.

Notre résultat améliore donc [9] dans plusieurs directions. Tout d’abord, notre théoréme est valable pour des
potentiels de longue portée tandis que le résultat de Stefanov concerne des perturbations a support compact. Ce
crée des difficultés dues au fait que dans le cas longue portée, nous ne disposons pas d’une formule de représentat
simple pourf.

La seconde différence importante concerne le nombre de résonances considérées. Dans [9], Stefanov traite |
cas olrg(h) est I'unique résonance dasd(h). Ici, nous considérons le cas ou le nomkré:) de résonances est
quelconque et notre condition de séparation est plus faible que celle de Stefanov, puisqu’il requiert la condition
(Sep) avec « = h "2,

CommeK (h) peut se comporter commie” quandhi tend vers 0, notre but est de prouver que la borne
sur les résidus dépend polynomialementidg:), alors qu'il serait plus simple d’obtenir une borne dépendant
exponentiellement d& (k).

2. Esquisse de démonstration

En nous inspirant du travail de Stefanov [9], nous introduisons la fonction auxiliaire définie par

F(z,h)=< I1 i)f(@,w,z,h), Vze 2(h). (11)

geam) &7
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A partir des formules (7) et (11), nous obtenons facilement I'égalité suivante

£E-¢

%50, w, h) = 2il F&h
F{8%0, w0, ) = 21Im(E) F (5 )( H{E}s—c

), VE € A(h). (12)
ceA()\

Des lors, la démonstration de I'estimation (8) se décompose en deux parties. On commence par montrer que
|F(z, )| <Ch= V72 vze2n). (13)
Dans un second temps, on estime le terme

nemn= J[] %
ce A\ (€}

Etape 1 : Estimation de F(z, h). Par construction, la fonctio& est holomorphe dang (k). On peut donc
appliquer le principe du maximum semiclassique (cf. [8,10]). Plus précisément, d’'aprés le Lemme 1 de [8], il
suffit de démontrer qu’il exist€ > 0 tel que

|F(z, )| <Ch=""V12 vz e [Es(h) — Tw(h), Eo(h) + Tw(h)], (14)
|F(z,h)| < ce" T vze 23/4(h). (15)

avec
21 21 o
Q3a(h) = 2 € C: Ex(h) = Zo(h) < Rez < Ea(h) + o (h). 0< —Imz <3n™"25(h) 1.

L'estimation (14) est une conséquence du Théoréme 1.1 de [4]. En effet, d’aprés ce résultat nous savons que pot
tout compactk C R* , nous avonsf (6, w, z, h)| < Ch—"—D/2 vz ¢ K. D'autre part, pout € R* , nous avons
clairement F(z, h)| = | f (0, w, z, h)|. En réunissant ces deux résultats, I'estimation (14) devient évidente.

L'idée de démonstration de (15) est la suivante. On reprend les formules donnant le prolongehétdalolée
dans [2], pour écrirg (0, w, z, h) = f1(0, w, z, h) + f2(0, w, z, h), OU f1 et f> sont données de maniére explicite.
On montre par des calculs directs gfievérifie une estimation du type (15), tandis que le cagdeécessite des
résultats plus profonds. Via I'expression flg il s’agit de montrer que

(1L

gea ¢ T

—n—1
<cem (16)
L2(T,), L2(T'y)

pour toutz dans$2s/4(h). Ici, P,(h) désigne I'opérateur modifie défini dans [6], qui permet de construire les
résonances. L'obtention de cette estimation repose sur le Lemme 1 de [10] et sur I'existence d’une bande de taille
O(e~¢/"y libre de résonances démontrée par Burq [1]. Pour plus de détails, nous renvoyons a [5].

Etape 2 : Estimation de IT(£, h). Le point clef de la démonstration consiste a utiliser I'hypoth&ss ), pour
ranger les résonances dé€h) convenablement. Plus précisément, nous avons le lemme suivant, dont on trouvera
une démonstration dans [5].

Lemme 2.1. SupposongSep) avecO < ¢ < 1 et soite € [E1(h) — w(h), E2(h) + w(h)]. Alors, nous pouvons
trouver L. (h) € [%K(h), (% — 11K (h)] tel que

Le(h) [2/¢]

A= Utz 17)

j=1 i=1
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et
eS(h)

Vze (W N{Rez=a}, Vj>2 Viel{l...,[2/el}, |z—zjl>(G -1 (18)

A l'aide de ce lemme nous pouvons achever la démonstration du Théoréme 1.1. Par définition, nous avons

2lme]|
IHE h)| < 1+ —).
meni< 1 (+|5—;|)

e A(\{&}
Nous appliquons le Lemme 2.1 avee= Re £. Ainsi, nous pouvons écrire
Le(h) [2/€]
A=) Utz
Jj=1 i=1

aveczii=£&etVvj >2 Vie(l, ..., [2/el}, |E —zijl = (j — 1)%’”. Par suite, en invoquaiiSep) pour séparer
Eetzy,i=1,...,[2/¢], nous obtenons

Le(h) [2/¢]

[2/€]
2S(h) 1ZS(h)
o\ [2/e]-1Le (h) [2/¢] 24/62
< <1+§> 1_[ ]_[<1+ G Ds ><Cg(1+Lg(h)) .

j=2 i=1

Par ailleurs, nous avoris. (h) < (2 — 171K (h) < K (h) et nous trouvons

T h)| < Co(1+ K1) 2¥, (19)

ce qui achéve I'étape 2.
Finalement, en combinant (12), (13) et (19), nous obtenons I'estimation (8). La démonstration de (9) repose sur
des arguments identiques et nous renvoyons a [5] pour plus de détails.
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