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Résumé
On montre en premier lieu quelques inégalités intégrales nouvelles permettant d’obtenir une estimation sur le comportemen
a l'infini d’'une fonction positivenon nécessairement décroissan@eci étend des inégalités intégrales dues a A. Haraux,
V. Komornik et P. Martinez concernant des fonctiaigsroissantesEnsuite on donne des applications a la stabilisation (interne
ou frontiére) de certains systémes distribués d’évolution non dissipRdifis.citer cet article: A. Guesmia, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

New integral inegualities and applicationsto stabilization of nondissipative distributed systems. First we prove some
new integral inequalities to obtain an estimate on behavior at infinity of a positive@mehecessarly decreasirignction.
This extends some integral inequalities due to A. Haraux, V. Komornik and P. Martinez concgegirgsingunctions. Then
we give applications to (internal or boundary) stabilization of certain nondissipative distributed syBtesite.this article:
A. Guesmia, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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1. Rappel de quelquesinégalitésintégralesconnues

Les résultats de nombreux auteurs concernant I'estimation de décroissance de I'énergie de certains probleme
dissipatifssont basés sur le [7, Lemme 1, p. 425] (qui correspond & notre Lemme 2.1 dans\le-€asta =
const), di a Haraux [4,5], Komornik [6] et Martinez [7].

Ce lemme a été utilisé par Haraux [4] dans le cas0 et¢(r) =t surR™ pour I'étude de la stabilisation de
certains problémes linéairessipatifs et V. Komornik [6] I'a généralisé au cas> 0 et¢(¢) =t surR* pour
étudier la stabilisation des probléndissipatifsnon nécessairement linéaires.

Quand ¢(¢t) =t sur Rt la fonction E est forcément intégrable siR™ et converge vers 0 au moins
polyndmialement. P. Martinez [7] a démontré [7, Lemme 1, p. 425] ce qui lui a permis de considérer des fonctions

Adresse e-mailguesmia@poncelet.sciences.univ-metz.fr (A. Guesmia).

1631-073X/03/$ — see front mattenl 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réserves.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00214-0



802 A. Guesmia /C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003) 801-804

décroissantegui convergent vers 0 plus lentement que tout polyndme (comme, par exeniples 1/In(z + 2)).

Or dans l'étude de la stabilisation des divers systémes distribués, on tombe sur une fonction positive
nécessairement décroissarge qui fait la motivation de ce travail ou les résultats de [1] et [2] consistent une
premiére tentative.

2. Nouvellesinégalitésintégrales

On commence par généraliser [7, Lemme 1, p. 425] dans plusieurs directions.
Lemme 2.1. SoientE :RT — R* dérivable,a :RT — R** continue ety : Rt — RT strictement croissante de

classeC? vérifiant¢ (0) = 0 etlim;_, ;0 ¢ (t) = +00. Supposons qu'il existe . > 0 tels que

{ SR ¢ OE @y dr <a(9)E(s), Vs >0, W
E'(t)y<AE(t), Vt>=0.

Soientw (t) = 1/a(¢1(t)), g:RT — Rt eth:RT — R+ définies par

b (8()) -1 , s
iDpLo) g ETVPO (00 / r+1
J ¢ dr = (w(s))r+1 E(0) +r0 (o) "dr ). @
_|o sit € [0,g0)[,
= { maxg~1({1}) sit > g(0). )
Alors E vérifie, pour tout € R, les estimations suivantes
E(0) e _ 0 oy dr .
E@t) < mw(h(r))e’\(’ o) g fo e gj . (4)
.Y h(t) —1/r
E(1) Sw(h(t))e’\(’_‘f’1”“””((%) +r / (w(r))’”dz) sir>0. (5)
0

Remarques. (1) g € C(R™) et lim,_, 1o g(s) = +00, et donch est bien définie. (2) Sl = 0, a(¢) = const et
¢(t) =t, alors (4) et (5) sont optimales (voir [6]).

Preuvedu Lemme 2.1. On poseEq(r) = E(¢~1(r)). D’aprés (1) on a

[ Egt ) o < S5 Eols), Vs >0,

/ A (6)

La fonctiony (s) := fs+°° E6+l(t) dr vérifie ¥/ (s)(¥ (s)) "D < —(w(s)) 1. D'autre part, pous > 0, on pose
f(t) = e M0 [T 41970 g7 eton a
EgH ) = 0 (f;(EGT (@), V> (7)

Soientz > g(0) et s = h(r), donc v (h(r)) > fh"Zg) ESTH ) dr > fuy (@ (1)) EST (¢ (). Donc on conclut de
I'inégalité différentielle dej que, pour tout > g(0),

o) -1
E(t)éio)e'U /e’“’j_lmdr e foomd g, _q (8)
w(0)
h(t)
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o) ) .Y h(t)
E(r)ge“< / IO df) ((w( )> +r/(w(t))r+ldr
0

E(0)
h(t)

~1/(r(r+1))
) (9)

sir >0, d'ou, d'aprés (2) et (3), (4) et (5) poue= g(0). Sit € [0, g(0)[, alors on ai(¢) =0, et (1) implique que
E(t) < E(0)e ce qui coincide avec (4) et (5).

Commentaire. Les termes a droite de (8) et (9) atteignent leur minimum au pdint Mais (8) et (9) restent
vraies pour tout: positive et inférieure @&. Donc pour des choix simples dg on obtient des estimations plus
faibles que (4) et (5).

On généralise ici le Lemme 2.1 au cas d’une perturbation du second membre.

Lemme2.2. SoientE : RT™ — Rt dérivableas, az: Rt — RT* etaz:RT™ — R continues ety : R™ — R+ comme
dans le Lemm@.1 Supposons qu'il existe, r, p > Otels quesup g as(t) < 400, A(r + 1) SUR>g jﬁ—g; <let
{ S ¢ OE 1) di < a1(s)E(s) + az(s) EPH(s) +as(T)E™THT). YOS s <T, (10)
E'(t) <AE(t), Vt=0.
On suppose aussi qua(r) < 0surR* oui =0ou¢’ est décroissante.
Alors E vérifie (4) et (5) oua est définie paf11).

Remarques. (3) Dans le ca® () =¢, p =r =0 eta; = const, le Lemme 2.2 améliore une version démontrée et
utilisée dans [1] et [2]. (4) Si = 0 etraz(r) > SURy, <, ¢’ (7) SUrR™, @lorsE(r) = eM satisfait (10).

Preuvedu Lemme 2.2. |l suffit de montrer queE vérifie (1). D’aprés les hypothéses supposéegason montre
que [ ¢/ (1) E"1(1) dr < b(s)E(s) ol

ai(s) + a2(s)EP(s) siasz(t) <0, Vvt >0,
b(s) = [ ai(s) +az(s)EP(s) + (sUpRsgas(?) E" (s) sinon
1-A(r +1)supsoas(®)/¢’'(t)

Soit fo définie précédemment. On intégp&(r) E" (1) > 8;(fo(p (1)) E"1(¢)) sur [0, s] et on obtientE (s) <
(b(0)E(0)/ fo(¢(s)))Y"+D. Comme, de plust () < E(0) €, alors

1/(r+1)
E<s><min{E<0)e“,(b(O)E(O)) };:dm, Vs >0.

Jo(@(s))
En utilisant cette inégalité, on conclut gaevérifie (1) avec
ai(s) + az(s)(d(s))? siaz(t) <0,
a(s) = [ a1(s) +az(s)(d(s))? + (sup>gas(?))(d(s))" sinon (11)
1-A(r+1Dsupyoas(®)/¢'(t)

3. Applicationsala stabilisation

On donne maintenant trois applications a la stabilisation uniforme (pour simplifier) des systémes distribués
d’évolution non nécessairement dissipatifs, c’est-a-dire I'éndfgitest pas décroissante en général contrairement
aux cas considérés auparavant, et par conséquent, le [7, Lemme 1, p. 425], n’est plus applicable.
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3.1. Equation générale des ondes avec un potentiel négatif

u" —Au—au+u =0, 2 xRT,

u=0, I xRT, (P1)

u(x,0 =uo(x), u'(x,0)=ui(x), £,
ou £2 C R” est un ouvert borné de frontieé assez réguliere; > 0 et Au = Zi,j 0y, (aijdy,u) UN operateur
coercif et borné. Si < 0, la stabilisation de (P1) est un résultat trés connu (voir [6]). On définit I'énergie de (P1)
parE(r) = 5 [o(lu'|? + > ijdyudcu) dx et on ak’ (1) = [o (auu’ — |u'|?) dx < acoE (1), olico > 0 dépend
uniquement de2 et deA. On montre que, si est assez petit, aloBs, w > 0: E(t) < cE(0)e ', vVt > 0.

3.2. Systéme couplé avec deux constantes de couplage différentes

M’l/—Aul—}-u/l—}-azMz:O, 2 xRT,
uy — Aup +uf+aiuy =0, 2 xRT, (P2)
ur=us=0, I xRt

ui(x,00=ud(x), uj(x,0)=ulx), i=12 £,

olai, az € R. Sia; = ap, la stabilisation de (P2) est un résultat standard (voir [2]). En utilisant le Lemme 2.1, on
montre que, si mafai/, laz|} est assez petit, alods, w > 0: E(t) = 3 [ (1uy 2+ [Vuz|2 + |uh|? + |Vuz|?) dx <
cEQ) e Vvr>=0.

3.3. Systéme abstrait avec un terme perturbant d’ordre infériur

u”—i—Au—i—h(Al/zu)—{—Bu’:O, 2 xRT,

u=0, I xRT, (P3)

ui(x,0) =uo(x), u'(x,0)=ui(x), £,
ou A est un opérateur linéaire coercif auto-adjoiitest un opérateur linéaire bornéegst une fonction donnée.
La stabilisation de (P3) est trés connue dans leica (voir [6] est ses références). En introduisant une énergie
équivalente (voir [1] et [2]), on montre que, si la partie non linéaireidest globalement Lipschitz avec une
constante de Lipschitz assez petite, alors

1
Jc,w > 0: E(t):E/(Iu’IZ—i—|A1/2u|2)dx<cE(O)e_“”, vt > 0.
2

La méthode présentée dans cette Note est directe et tres souple; elle peut étre appliquée sur différent
systemes non dissipatifs et obtenir des estimations (exponentielle, polynémiale ou logarithmique par exemple)
de stabilisation. Nous renvoyons le lecteur a [3] pour les preuves détaillées et les différentes applications générale
de cette méthode.
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