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Résumé

Nous considérons le probleme de test d'indépendance des coordonnées d’'un vecteur aléatoire de dimehsidre
densitéf a support compact, contre une classe d’alternatives définie par la dgrrha résolution de ce probléme se fait via
I'approche minimax. Nous définissons la vitesse de test et une fonction de test dont la statistique est basée sur I'estimateur
noyau et qui atteint cette vitesse. L'erreur de premiere espéce est bornée par une suite positive pouvant tendre vers zéro qual
le nombre d’observations devient assez gr&odr citer cet article: A.F. Yode, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Asymptotically minimax testing of the hypothesis of independence. We consider the minimax problem of testing the
independence of the components af-dimensional random vector against a set of alternatives defindddmorm. We are
interested in finding the minimax rate of testing and a test that attains this rate. The bound of the error of the first kind is a
positive sequence which can decrease to zero as the number of observations inteecisethis article: A.F. Yode, C. R.

Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Nous considérons I'expérience statistique engendrée par I'obserd@tien(X —1,..., X —n), ou X; =
(Xfl), e de)) eR?, d>2 i=1,...,n, sont des vecteurs aléatoires indépendants identiquement distribués
de densité commung(-) par rapport a la mesure de LebesgueSoient®, I'ensemble de toutes les densités
définies suiR? et &g le sous ensemble d& défini par

Po={f()€P: f(x1,...,xa) = f1(x1) -+~ fa(xa)}, (1)

ou les fonctionsfi(-), k=1, ...,d, sont les densités marginales @gé). En d’autres termes, les éléments de
@o sont des densités qui s'écrivent comme produit de leurs densités marginales. De ceffaitgpsialors les

coordonnéea’i(”, j=1,...,d, duvecteur aléatoir&; sont indépendantes.
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Nous considérons, en se basant sur I'observatiore probleme de test nonparamétrique de I'hypothése

Ho: f(-) € @o (2
contre la classe d’alternatives
Hy: O €@ap =[O @t inf d(f. fo) > o). ©

ou d est une distance e, est une suite positive tendant vers 0 quang oco. De plus, nous supposerons dans
la suite que les densités satisfont certaines conditions de régularité. Nous utiliserons I'approche minimax pour la
résolution de ce probleme.

Les études proches de cette Note dans la littérature, sont celles de Ingster [1,2]. Cependant, nous noton
deux principales difféerences entre ses travaux et le nétre. La premiére se situe au nhiveau du choix de
la classe d'alternativeg3). Ingster [1,2], en considérant I'applicatiof(-):® — ®o qui a toute densité
f associe le produit de ses densités margin@l(eﬁ):]_[f=l fr(xx), a introduit la famille d’applications
he()():RY— A=1[0,1]9, f € @ définies paky(r)(x1, ..., xq) = (F1(x1), ..., Fa(x4)), o0 F;(-) estlafonction
de répartition marginale associée a la densité margjif)@lg et qui généere des isomorphisniés r)(-) des espaces
de HilbertLz(A, B, u) et L2(R, By, Py(r)) définis par

(Hg(1$)(x) = ¢ (hg(s) (x)).
Ici, B et 5; sont desr-algébres de Borel. De ce fait Ingster [1,2] a considéré la classe d’alternatives de la forme

-1 (S
qbnz{f(-)ecb. Hg(f)<m—1>e¢w}. (4)
Dans [1],®2,, 4 C L,(A) estune classe de fonctiopssatisfaisant certaines conditions de regularitiit, > ¢,,

etdans [2]@, 4 C ), (ellipsoide) et¢|l;, > ¢, pour toutp € @, 4, 1< p < oo.

La deuxiéme différence concerne la borne de I'erreur de premiére espéece qui est, dans cette Note, une suit
positive qui peut décraitre vers 0 quane> oo, contrairement a Ingster [1,2] ou cette borne est une constante fixée.
Des conditions pour que I'on soit capable de distinguer I'hypothese nulle défini@)pde la classe d’alternatives
définies par4) ont été établies dans [1,2].

2. Problemedetest

Nous supposerons, dans cette Note, ¢ge € Hy(r,L,S), r=m + 1, t € (0,1], m est un entier naturel,
L>0,S ol Hy(r, L, S) est 'espace de Holder isotrope si@; 1]¢ qui est 'ensemble des fonctions bornées
¢ définies sur{0, 1]¢ ayant la méme régularité dans chaque direction, i.e., pour tatf) = (z(ll), ...,zg)) €

[0,1]¢, 1 =1, 2, nous avons

" "
sup —”{(Z(l)) - —n{(Z(z))‘ <LY =P, i=1,....4,
(22502 2i=1+Zi41s--22d) 8Zi 8Zi
sup |f ()| <.

z€[0,1]4
Posons¥ =@ N Hy(r,L,S) etXo=®oN Hy(r, L, S).
Nous considérons la classe d'alternatives définie par

Pulp) ={f()e T2 inf If —gla> 0}, (5)

8o

ol ¢, est une suite positive tendant vers Q| ef| est la norme dé.»([0, 1]9).
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Soit ¥, = ¥,,(X™), une suite de tests, i.e., de fonctions mesurables dépendant uniquement des observations :
valeurs dang$0, 1}. Nous acceptons I'hypothése nulleysi = 0 et nous acceptons l'alternativeysj = 1. L'erreur
de premiere espéce et celle de deuxieme espéce sont respectivement définies par

sup PJ’Z{wn =1} et sup P?{% =0}.
fedo fe@u(en)

La mesureP; est la loi de probabilité dw-échantillon associée a la densifé Les propriétés du test sont
caractérisées par les erreurs de premiéere et deuxieme espece.
Nous dirons que/,, est un test de niveau asymptotigqyee (0, 1) si

sup P {yn =1} <an (14 0,(1)) n— oo. (6)

fePo
Notre but est de construire un tegt ,, de niveau asymptotique, tel gu’il existe une suite de nombres positifs
Bn(ay) € (0, 1) satisfaisant
sup  PH{Yn =0} < Bulen) (14 0,(), n— o0, )
fE€DPy(Apn(an)) ’

ou ¢, (o), appelée la vitesse de test, est une suite positive tendant vers Oigquant caractérisant la distance
minimale entre I'hypothése nulle et la classe d’alternatives telle que I'on peut distinguer I'hypothése nulle de
I'alternative etA est une constante positive (voir [3]).

Remarque 1. Habituellementg,, est indépendant de. Mais «,, peut dépendre de (voir Lepski [4]). Nous
considérerons plus tard le cas= O, (n~") quandrn — oo, ouy est une constante strictement positive et fixée.

3. Réaultats

Nous proposons une procédure de test basée sur I'estimateur a nogéa défini par
R 1 « x—X;
=—Y K , 0, 1)4,
ho= a3 ( . ) [0, 1]

ou i, est une suite positive tendant versn@g’ — oo quandz — oo et K (-) : R? — R est un noyau.

Soit fou(-) = [1¢_1 fin(-), I'estimateur def(-) sur o, ol fi,(-) est lestimateur de la densité margi-
nale fi(-), obtenu par la méthode du noyau en se basant sur I’observ@dﬁ‘ﬁ,...,xﬁk)) et défini par
ﬁn (xk) = (L/nbp) 374 Ku((xi — Xl.(k))/b,,) pour toutx; € [0, 1] ou b, étant une suite positive tendant vers 0
telle quenb, — oo quandn — oo et K, () : R — R est un noyau.

Nous introduisons des conditions permettant d’établir nos résultats :

(C1) K etK, sont des fonctions lipschitziennes et a support compad@$et R respectivement,
(C2) f[o,l]d ugl .. .uf,”’K(u) du = 0 pour tout(ay, . .., aq) € N? tels querzlai <r, f[o,l] u? K, (1) du = 0 pour
touta € N tel quea < r.

Nous considérons le tegt, o, basé sur la statistique suivante
d 2 n
A N 1 2f X — X;
fn_l_[fkn _WZ / K<T>dx (8)
k=1 2 i=1 43

et défini pary, o, = L7, >1, ()}, OU An(a,) qui définit la région critique du test est choisie de telle sorte que
I'inégalité (6) soit vraie efl est la fonction indicatrice.

T, =
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POSONSL (@) = (o (@)2, gnlern) = (n~2 flog 2 )2/ @+, 5 = 202 +d)/@rs2d) [ G&+Dopr/ ),

d
1
Lo=2. / juj ' K@)du, T =52 / KK )K (u+w)K (v + w) du dv dw.
m!
j:1[0, 154 [0,1]34

Pour toutes constantes positiveés, B, y et C, vérifiant

8SIIK.|I2(r + 2 8S||K||5(4r 4+ 3d + 4
4, > SIKNe+2) - BSIKIZ@r +3d+4) 9)
1 2(4r +d)
_ 4r +3d+ 4 B, r+2 Ay }
<min{1, - ; - , Cy>1++2, 10
Y { 2(4r+d)  8S|K|2 2r+1 8S|K.|3 " 4o

nous avons les résultats suivants

Théoreme 3.1. SupposonsquelesconditionsC1, Co sont satisfaiteset quer > ‘Z’ eta, =0,(n"")quandn — cc.
Alors,

sup P;{Tn P ()\(ﬂn (Oln))z} <ay (1+ On(l))v n— 00. (11)
fePo

Théoreme 3.2. Supposons que les conditions C1, Co sont satisfaites et que r > ‘Z’ eta, =0,(n""). Posons

C2-2C,—1)2 r % 8
B(en) A <2<0ln>( * ) 8d Q- %ﬁ_m i 801 42’&3’&5‘—8&”5 _’_E>
n n - )

2

ou Q1 et O sont les constantes de Lipschitz respectivesde K et K. Alors

sup  PHTu < (o (@)} < Bul@)(L+0,(D), 1 — o (12)
fE€Dy(Apn(an)) ’

—FnNn n
A2 S "

Les démonstrations de ces théoremes sont basées sur des résultats de grandes déviations pour des U-statistiq
dégénérées dont le noyau dépend @ pour I'estimateur a noyau de la densité de probabilité.

Remarque 2. Sous les condition®), B, («,) — 0 sia, — 0 quandz tend vers I'infini.

Remarque 3. Si «;, = « pour toutn, nos résultats sont similaires a ceux de Ingster [1] pour lepca®. De plus,
sous les condition®), on aB, («) = 2(%)(C3—ZC*—1)2(1 +0,(1)) quandn — oo.
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