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Résumé

On introduit la notion de relation d’arbre distinguée dans une autre et on en donne des applications. On démontre
une ancienne conjecture d’A.V. Ostrovsky sur l’image semi-propre d’un borélien. On montre aussi que siℵL

ξ+1 est dénombrable

toute application semi-propre d’un espace∆1
1 sur un espaceΣ0

1+ξ+2 ouΠ0
1+ξ+2 est inductivement propre. La réciproque

ce dernier énoncé est établie.Pour citer cet article : G. Debs, J. Saint Raymond, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We introduce the notion of distinguished tree relation and give applications. We prove in ZFC an old conjecture
Ostrovsky about the image of a Borel space under a compact covering mapping. We also prove that ifℵL

ξ+1 is countable then

any compact covering mapping from a∆1
1 space onto aΣ0

1+ξ+2 or Π0
1+ξ+2 space is inductively perfect. The converse of l

statement is shown.To cite this article: G. Debs, J. Saint Raymond, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

Une application continue surjectivef : X → Y est ditesemi-propre (compact covering) si tout compact deY est
l’image directe d’un compact deX ; elle est diteinductivement propre (inductively perfect) s’il existeX′ ⊂ X telle
quef (X′) = f (X) et pour tout compactK ⊂ Y la partieX′ ∩ f −1(K) soit compacte (autrement dit la restricti
def àX′ est propre). L’étude de ces notions dans les espaces métrisables séparables se ramène facilem
zéro-dimensionnel (voir [1]), et dans toute la suite les espaces considérés seront supposés plongés dans
Cantor2ω.

Adresses e-mail : gad@ccr.jussieu.fr (G. Debs), jsr@ccr.jussieu.fr (J. Saint Raymond).
1631-073X/03/$ – see front matter 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00150-X
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Nous suivrons les notations logiciennes classiques :∆1
1 pour désigner la classe des boréliens,Σ0

ξ et Π0
ξ pour

désigner les classes boréliennes additives et multiplicatives (Σ0
1 = ouvert,Π0

1 = fermé,Σ0
2 = Fσ , Π0

2 = Gδ, . . .) ;
ainsi que les classeseffectives correspondantes :∆1

1, Π0
ξ etΣ0

ξ (voir [7]). La notationℵL
ξ désigne leξèmecardinal

infini ℵξ de l’universL de G̋odel.
Il est clair que toute applicationf :X → Y inductivement propre est semi-propre. Une propriété import

des applications inductivement propres est la conservation de la classe borélienne : sif :X → Y est inductivemen
propre et siX estΠ0

ξ (resp.Σ0
ξ ) (ξ � 2), alorsY est borélien de classeΠ0

ξ (resp.Σ0
ξ ). LorsqueX estΠ0

2, on montre
(cf. [9]) que toute applicationf semi-propre deX sur un espaceY est inductivement propre, et on en déduit q
l’image semi-propre d’un espace polonais est toujours un espace polonais. LorsqueX estΠ0

ξ pourξ � 3, on peut

chercher à généraliser cet énoncé, soit sous la forme faible queY est lui aussiΠ0
ξ , soit sous la forme plus fort

quef est inductivement propre. Cette dernière forme est démontrable dans ZFC si l’espaceX est Polonais ou s
l’espaceY estσ -compact [8], c’est-à-dire siX est une partieΠ0

2 ou siY est une partieΣ0
2 de2ω. Et nous avons

montré dans [1] que, sous l’hypothèse de détermination des jeux analytiques, toute application semi-prop
sur un espace borélienX est inductivement propre. Mais, sous l’hypothèse ensembliste «ℵL

1 = ℵ1 », nous avons
construit dans [3] une fonction semi-propre et non inductivement propre ayant pour domaine et image de
boréliennes∆1

1 très simples (voir aussi [2]).
Pour essayer d’obtenir, sous des hypothèses ensemblistes plus faibles que la détermination analyt

toute fonction semi-propre est inductivement propre (cf. [3–5]), nous avons été amenés à introduire la n
représentation d’un borélien par un bi-arbre. Cette notion est déjà présente dans [4], sans y être form
apparaît, de façon plus précise dans [5]. Il est bien connu que tout borélien de2ω est analytique, ainsi que so
complémentaire, et donc qu’il existe deux arbresT + et T − sur 2× ω tels quey ∈ B ⇔ ∃β ∈ ωω, (y,β) ∈ �T +�
ety /∈ B ⇔ ∃β ∈ ωω, (y,β) ∈ �T −�. Mais cette représentation ne permet nullement de contrôler la classe de
deB, ni de « décrire une construction borélienne » deB.

Pour ce qui est de la forme plus faible, A.V. Ostrovsky a conjecturé dès 1984, dans une communication
que l’image semi-propre d’un espace borélien est un espace borélien (cf. [8]). D’après ce qui précède, c
est vrai sous l’hypothèse de détermination des jeux analytiques, et nous avons signalé dans [3] que le
restait ouvert d’en trouver une démonstration dans ZFC. Mais, très récemment, en utilisant à nouveau la n
représentation par bi-arbre, nous sommes parvenus à donner une démonstration dans ZFC de cette conj

2. Arbres distingués

Dans toute la suite, nous appelleronsarbre une relation d’ordre sur un ensembleD, avec un plus petit élémen
(en général noté∅), telle que, pour tout élémentx deD, l’ensemble des prédécesseurs dex soit fini et totalemen
ordonné. SiE est un ensemble,E<ω désigne l’ensemble des suites finies d’élément deE, et nous parlerons d’arbre
séquentiel pour désigner une partieT deE telle ques ≺ t et t ∈ T entraînents ∈ T . Il est clair que siT est un
arbre séquentiel surE, la relation d’extension≺ est une relation d’arbre surT . Si R est une relation d’arbre su
l’ensembleD, une branche de R est une partie totalement ordonnée maximale deE pourR ; une telle partie
s’identifie naturellement à une suite (finie ou infinie)R-croissante d’éléments deE, et on notera�R� l’ensemble
des branches infinies deE, identifié à une partie du produitEω, et muni de la topologie induite par celle deEω (où
E est discret).

Une relation d’arbreR sur E est dite distinguée dansS si R ⊆ S et si chaque fois qu’on aa S b, b S c et
a R c, on a aussia R b. Si α = (an) est uneR-branche infinie, on voit aisément qu’il existe une unique bran
S-infinie qui contienne tous lesan. Ceci définit une fonction injective et continueπR,S de�R� dans�S� ; de plus,
si E est dénombrable,πR,S(�R�) est une partieΠ0

3 de�S� sur laquelleπ−1
R,S est de première classe de Baire. P

généralement, siξ est un ordinal dénombrable, on dira que l’arbreR estξ -distingué dansS s’il existe une famille
d’abres(Rη)0�η�ξ telle queR0 = S, Rξ = R, Rη+1 est distingué dansRη , etRλ = ⋂

η<λ Rη si λ est un ordinal
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limite. Dans ce cas, on démontre encore que touteR-branche infinie est contenue dans une uniqueS-branche
infinie, que ceci définit une injection continueπR,S de �R� dans�S� et que, siE est dénombrable, l’applicatio
π−1
R,S est de classe de Baireξ si ξ < ω, et de classeξ + 1 si ξ � ω.

A l’aide de ces notions, on peut alors démontrer le théorème suivant, qui est une version précisée du t
d’expansion de Kuratowski.

Théorème 2.1. Si S est une relation d’arbre sur un ensemble dénombrable et si (An) est une suite de parties Π0
ξ

de �S�, il existe un arbre R, ξ -distingué dans S tel que πR,S soit bijective de �R� sur �S� et que π−1
R,S(An) soit ∆0

1
dans �R� pour tout n.

Si R est une relation d’arbre, on appellebi-arbre au-dessus de R un couple(R+,R−) de sous-arbres distingué
deR, orthogonaux (c’est-à-dire quea R+ b et a R− b entraînenta = b ou a = ∅), et engendrantR (c’est-à-dire
que la plus petite relation transitive contenantR+ et R− estR). On dit que le bi-arbre(R+,R−) représente un
borélienB de�R� si B est l’image de�R+� parπR+,R etBc celle de�R−� parπR−,R ; il résulte de ce qui précèd
queB est alors nécessairement une partie∆0

3 de�R�. On a alors le résultat suivant :

Théorème 2.2. Si S est une relation d’arbre et B une partie ∆0
ξ+3 de �S� (en particulier si B est Σ0

ξ+2 ou Π0
ξ+2),

il existe un sous-arbre ξ -distingué, R, de S et un bi-arbre (R+,R−) au-dessus de R qui représente B .

3. La conjecture d’Ostrovsky

SiX est une partie borélienneΠ0
ξ+2 de2ω×2ω, de projectionY ⊂ 2ω, et si tout compactK deY est la projection

d’un compactL deX, il est aisé de voir que, pour tout compactK deY existe une section de première classe
la projectionπX :X → Y surK. On peut alors trouver un ensembleΠ0

ξ+2, B, de2ω × 2ω, de projectionY , tel
que, pour tout compactK deY , il existe une pointz ∈ 2ω tel queK × {z} ⊂ B. Le résultat cherché résulte alors
théorème suivant :

Théorème 3.1. Soient B une partie Π0
ξ+2 de 2ω × 2ω et Y la projection de B dans 2ω. Si, pour tout compact K

de Y , existe un z ∈ 2ω tel que K × {z} ⊂ B , alors Y est Π0
ξ+2.

Schéma de la preuve. Il existe une relation d’arbreR, ξ -distinguée dans la relationR0 d’extension sur(2× 2)<ω,
telle queπ−1

R,R0
(B) ∈ Π0

2 ; il existe donc un bi-arbre(R+,R−) au-dessus deR qui représenteB. Et puisque

Y ∈ Σ1
1, on peut trouver un arbre séquentielT sur 2× ω tel que y ∈ Y ⇔ ∃β ∈ ωω, (y,β) ∈ �T �. Une

suite s ∈ ω<ω sera alors diteT -compatible avec(y0, y1, . . . , yn−1) si sa longueur( est au plus égale àn et si
((y0, y1, . . . , yn−1), s) ∈ T .

On considère alors le jeu où, au coup d’indicen, le joueur I joue unyn ∈ {0,1} et unan ∈ ω<ω, T -compatible
avec (y0, y1, . . . , yn), et le joueur II répond unzn ∈ {0,1}. Au cours d’une partie infinie, ils produisent ain
respectivementy = (yn) ∈ 2ω et α = (an) ∈ (ω<ω)ω pour le joueur I, etz = (zn) ∈ 2ω pour le joueur II. Et le
joueur I gagne la partie si(y, z) /∈ B et si «α étiquette asymptotiquement laR-branche de(y, z)», c’est-à-dire que
si (y|nj , z|nj ) est l’énumération croissante de laR-branche de(y, z), il existe un entierq pour lequelanj est de
longueurj − q etanj ≺ anj+1 pourj � q .

On voit sans peine que ce jeu est borélien, donc déterminé, et que si I possède une stratégie gaσ ,
l’ensembleK desy répondus parσ à toutes les parties possibles est compact et contenu dansY . S’il existe unz
tel queK × {z} ⊂ B, le joueur II peut alors battreσ en jouantz.

L’essentiel du travail consiste alors à montrer que si le joueur II possède une stratégie gagnanteτ , il est possible
de définir par une formule un ensembleC ⊂ 2ω, appartenant àΠ0

ξ+2, ainsi qu’une fonctionψ borélienne de class
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ξ + 1 (et mêmeξ si ξ < ω) de C dans�R+� telle queπR+,R0
◦ψ(y) soit de la forme(y, z) pour unz ∈ 2ω.

Une des étapes de cette construction consiste à définir inductivement à partir des arbresRη des jeux auxiliaires
(G

η
y)0�η�ξ et des quasi-stratégies(τ η

y )0�η�ξ dans ces jeux, paramétrées pary ∈ 2ω, et fonctions de classeη + 1

dey. L’ensembleC est alors défini comme l’ensemble desy pour lesquelsτ ξ
y possède une certaine propriété, q

permet de définirψ(y) ∈ �R+�.
On en déduit alors l’existence d’unz tel que(y, z) ∈ B lorsquey ∈ C, donc queC est contenu dansY . De plus,

si y ∈ Y , l’existence d’unβ tel que(y,β) ∈ �T � permet de montrer quey ∈ C. DoncY = C estΠ0
ξ+2.

4. Relèvement dans un coanalytique

Comme il est indiqué dans [4] et [5], le fait que toute application semi-propre définie d’un espace∆1
1 (ouΠ1

1 )
sur un espaceΠ0

1+ξ+2 ouΣ0
1+ξ+2 soit inductivement propre se déduit aisément du résultat de relèvement su

Théorème 4.1. Supposons ℵL
ξ+1 dénombrable. Soient Z une partie Π1

1 de 2ω, B une partie ∆1
1 de 2ω × 2ω et

Y ⊂ 2ω différence de deux ensembles Σ0
1+ξ+2. Si pour tout compact K de Y on peut trouver un z ∈ 2ω tel que

K × {z} ⊂ X := B ∩ (2ω × Z), alors il existe une fonction continue f sur Y dont le graphe est contenu dans X.

La preuve de ce résultat, très longue et technique, est inspirée des méthodes utilisées dans [5], et le
mêmes d’arbre distingué et de bi-arbre ont été introduites pour faire fonctionner cette démonstration.

On se propose maintenant de montrer que l’hypothèse de dénombrabilité deℵL
ξ+1 est nécessaire pour la validi

du Théorème 4.1. Dans l’article [6], R. Labib Sami avait, pour l’étude des relations d’équivalenceΣ1
1 à classes

boréliennes bornées, montré l’existence, pour tout ordinal récursifξ , d’un ensembleΠ1
1 dont les constituants son

tousΠ0
1+ξ+1 et qui est borélien si et seulement siℵL

ξ+1 est dénombrable. Dans un tel ensembleEξ , une partieΣ1
1

est alors toujours recouverte par une famille dénombrable de constituants, donc contenue dans une partiΣ0
1+ξ+2

deEξ . De fait, un raffinement des calculs de complexité permet de montrer que toute partieΣ1
1 deEξ est contenue

dans une partieD2(Σ
0
1+ξ+1), c’est-à-dire différence de deux partiesΣ0

1+ξ+1.
On peut alors montrer l’énoncé suivant :

Théorème 4.2. Supposons que ℵL
ξ+1 n’est pas dénombrable. Si Y est une partie ∆1

1 de 2ω qui n’est pas

D2(Σ
0
1+ξ+1), il existe une partie Π1

1 , Z, de 2ω et une partie Π0
1 , B , de 2ω ×2ω telles que : (i) pour tout compact K

de Y il existe z ∈ Z avec K × {z} ⊂ B ; (ii) il n’existe pas de fonction continue f de Y dans Z à graphe dans B .
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