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Résumé
On introduit la notion de relation d’arbre distinguée dans une autre et on en donne des applications. On démontre dans ZFC
une ancienne conjecture d’A.V. Ostrovsky sur I'image semi-propre d’un borélien. On montre auss*?yfeslt dénombrable
toute application semi-propre d’'un espaﬁ% sur un espace:f+s+2 ou Hf+§+2 est inductivement propre. La réciproque de
ce dernier énoncé est établRaur citer cet article: G. Debs, J. Saint Raymond, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
Abstract
We introduce the notion of distinguished tree relation and give applications. We prove in ZFC an old conjecture of A.V.
Ostrovsky about the image of a Borel space under a compact covering mapping. We also proueétmtéfcountable then

any compact covering mapping frorm% space onto Ef+s+2 or 1'[%rerz space is inductively perfect. The converse of last
statement is showrTo citethisarticle: G. Debs, J. Saint Raymond, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

Une application continue surjectiye: X — Y est dite semi-propre (compact covering) si tout compact d& est
I'image directe d’'un compact dE ; elle est diteinductivement propre (inductively perfect) s'il existe X’ C X telle
que f(X') = f(X) et pour tout compack C Y la partieX’ N f~1(K) soit compacte (autrement dit la restriction
de f a X’ est propre). L'étude de ces notions dans les espaces métrisables séparables se ramene facilement au c
zéro-dimensionnel (voir [1]), et dans toute la suite les espaces considérés seront supposés plongés dans I'espace
Cantor2®.
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Nous suivrons les notations logiciennes cIassiquA% pour désigner la classe des borélieﬁg, et Hg pour
désigner les classes boréliennes additives et multiplicatvés=(ouvert, 19 = fermé, X3 = F,, 13 =Gs, .. .);
ainsi que les classesffectives correspondantesal, 1‘[? et Zg (voir [7]). La notation&é désigne le&€Me cardinal
infini Rz de I'universL de Gddel.

Il est clair que toute applicatioyi: X — Y inductivement propre est semi-propre. Une propriété importante
des applications inductivement propres est la conservation de la classe boréliefin& --si Y est inductivement
propre et siX estlT) (resp.2¢) (& > 2), alorsY est borélien de clasde? (resp.%?). LorsqueX estIT3, on montre
(cf. [9]) que toute applicatiorf semi-propre d&X sur un espac# est inductivement propre, et on en déduit que
I'image semi-propre d’un espace polonais est toujours un espace polonais. Lﬁreqtﬂg pouré > 3, on peut

chercher a généraliser cet énoncé, soit sous la forme faiblé’ aqust lui aussng, soit sous la forme plus forte

que f est inductivement propre. Cette derniére forme est démontrable dans ZFC si I'é&spat®olonais ou si
I'espaceY esto-compact [8], c'est-a-dire st est une partieﬂg ou siY est une partiig de2”. Et nous avons

montré dans [1] que, sous I'hypothése de détermination des jeux analytiques, toute application semi-propre définie
sur un espace boréliexi est inductivement propre. Mais, sous I'hypothése ensemblts{e:« X1 », NOUs avons
construit dans [3] une fonction semi-propre et non inductivement propre ayant pour domaine et image des parties
boréliennesd% trés simples (voir aussi [2]).

Pour essayer d'obtenir, sous des hypothéses ensemblistes plus faibles que la détermination analytique, qu
toute fonction semi-propre est inductivement propre (cf. [3-5]), hous avons été amenés a introduire la notion de
représentation d’'un borélien par un bi-arbre. Cette notion est déja présente dans [4], sans y étre formalisée, €
apparait, de facon plus précise dans [5]. Il est bien connu que tout borélh ek analytique, ainsi que son
complémentaire, et donc qu'il existe deux arbfeset T~ sur 2x o tels quey € B < 38 € w®, (y, B) € [TT]
ety ¢ B« 3B € w®, (y, B) € [T~ ]. Mais cette représentation ne permet nullement de contréler la classe de Baire
de B, ni de «décrire une construction borélienne »3de

Pour ce qui est de la forme plus faible, A.V. Ostrovsky a conjecturé des 1984, dans une communication privée,
que l'image semi-propre d’'un espace borélien est un espace borélien (cf. [8]). D’aprées ce qui précede, ce résulta
est vrai sous I'hypothése de détermination des jeux analytiques, et nous avons signalé dans [3] que le problém
restait ouvert d’en trouver une démonstration dans ZFC. Mais, trés récemment, en utilisant & nouveau la notion de
représentation par bi-arbre, nous sommes parvenus a donner une démonstration dans ZFC de cette conjecture.

2. Arbresdistingués

Dans toute la suite, nous appelleroarbre une relation d’ordre sur un ensemidbe avec un plus petit élément
(en général notd), telle que, pour tout élémentde D, 'ensemble des prédécesseurscdmit fini et totalement
ordonné. SE est un ensembld; <® désigne I'ensemble des suites finies d’élémeni det nous parlerons dirbre
sequentiel pour désigner une partie de E telle ques <t etr € T entrainent € T. Il est clair que siT’ est un
arbre séquentiel sut, la relation d’extensiork est une relation d’arbre sut. Si R est une relation d'arbre sur
I'ensembleD, une branche de R est une partie totalement ordonnée maximaleEdpour R ; une telle partie
s’identifie naturellement & une suite (finie ou infinR)croissante d’éléments dg, et on noterg R] I'ensemble
des branches infinies dg, identifié & une partie du produit”, et muni de la topologie induite par celle 8¢ (ou
E est discret).

Une relation d’arbreR sur E est dite distinguée dansS si R C S et si chaque fois qu'ona S b, b S ¢ et
a Rc,onaaussii Rb. Sia = (a,) est uneR-branche infinie, on voit aisément qu'il existe une unique branche
S-infinie qui contienne tous les,. Ceci définit une fonction injective et continug s de [R] dans[S] ; de plus,
si E est dénombrablerz s([R]) est une partieﬂg de[S] sur Iaquellezr,;,ls est de premiere classe de Baire. Plus
généralement, & est un ordinal dénombrable, on dira que I'ari@resté -distingué dans s'il existe une famille

d'abres(Ry)og; < telle queRo =S, R = R, Ry41 est distingué dang,, et R, =1, _, Ry si A est un ordinal
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limite. Dans ce cas, on démontre encore que t@Hgranche infinie est contenue dans une uni§t@anche
infinie, que ceci définit une injection continug: s de [R] dans[S] et que, siE est dénombrable, I'application
711;’15 est de classe de Baiesi & < w, et de classé + 1 sié > w.
A l'aide de ces notions, on peut alors démontrer le théoréme suivant, qui est une version précisée du théorém
d’expansion de Kuratowski.

Théoreme 2.1. S S est unerelation d’ arbre sur un ensemble dénombrable et si (A,) est une suite de partiesﬂg

de[S], il existeun arbre R, £-distingué dans S tel que g s Soit bijectivede [R] sur [S] et quen,;,ls(An) soit A‘f
dans [R] pour tout n.

Si R est une relation d’arbre, on appelbe-arbre au-dessusde R un couple(R*, R™) de sous-arbres distingués
de R, orthogonaux (c'est-a-dire queR™ b eta R~ b entrainentz = b oua = ¢), et engendrank (c’est-a-dire
gue la plus petite relation transitive contend®it et R~ estR). On dit que le bi-arbréR™*, R™) représente un
borélienB de[R] si B estl'image dg R parng+ g et B¢ celle de[R™ 1 parng- ¢ ; il résulte de ce qui précede
queB est alors nécessairement une paﬁ%de [R]. On a alors le résultat suivant :

Théoréme2.2. 9 S est unerelation d'arbreet B unepartie A2 5 de [S] (en particulier si B est X2, 0ullg,,),
il existe un sous-arbre £-distingué, R, de S et un bi-arbre (R*, R~) au-dessusde R qui représente B.

3. Laconjectured’ Ostrovsky

Si X estune partie borélienﬂiég+2 de2? x 2*, de projectiory C 2%, et sitoutcompack deY estla projection
d'un compactL de X, il est aisé de voir que, pour tout compdctde Y existe une section de premiére classe de
la projectionzy : X — Y sur K. On peut alors trouver un enseth§+2, B, de2“ x 2%, de projectiony, tel
que, pour tout compad dev, il existe une point € 2% tel queK x {z} C B. Le résultat cherché résulte alors du
théoréme suivant :

Théoreme 3.1. Soient B une partie Hg+2 de 2¥ x 2 et Y la projection de B dans 2¢. S, pour tout compact K

deY, existeunz e 2° tel que K x {z} C B, alorsY est Hg+2.
Schémadelapreuve. Il existe une relation d’arbr®, £-distinguée dans la relatiaRy d’extension suf2 x 2)<¢,
telle quen,;lRo(B) e MY; il existe donc un bi-arbréR*, R~) au-dessus d&® qui représente3. Et puisque
Y € X1, on peut trouver un arbre séquentiBlsur 2x o tel quey € Y < 38 € w®, (y,B) € [T]. Une
suite s € w=® sera alors ditel'-compatible avecyo, y1, ..., y»—1) Si sa longueu¥ est au plus égale a et si
((yo, y1, -+ yn—1),8) €T.

On considére alors le jeu ou, au coup d’indicde joueur | joue urny, € {0, 1} et una, € =, T-compatible
avec (yo, ¥1, .-, ¥n), €t le joueur Il répond un, € {0, 1}. Au cours d’'une partie infinie, ils produisent ainsi
respectivemeny = (y,) € 2 eta = (a,) € (0=“)® pour le joueur |, et = (z,) € 2* pour le joueur Il. Et le
joueur | gagne la partie sy, z) ¢ B et si «x étiquette asymptotiquementibranche déy, z) », c’est-a-dire que
Si (Yn;» zjn;) €St '€numération croissante de k&abranche dey, z), il existe un entieg pour lequela,; est de
longueurj — g eta,; < an;,, pourj =>gq.

On voit sans peine que ce jeu est borélien, donc déterminé, et que si | possede une stratégie gagnante
'ensembleK desy répondus pas a toutes les parties possibles est compact et contenurda®ig existe unz
tel quekK x {z} C B, le joueur Il peut alors battre en jouant;.

L'essentiel du travail consiste alors & montrer que si le joueur Il posséde une stratégie gaghast@ossible

de définir par une formule un ensemlile- 2, appartenant ﬂg+2, ainsi qu’une fonction borélienne de classe
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& + 1 (et mémet si & < w) de C dans[R*] telle querg+ g oy (y) soit de la forme(y, z) pour unz € 2.
Une des étapes de cette construction consiste a définir inductivement a partir deRartdessieux auxiliaires
(Gg)ogngg et des quasi-stratégiésj?)ogngg dans ces jeux, paramétrées par 2, et fonctions de classe+ 1
dey. L'ensembleC est alors défini comme I'ensemble depour Iesquelsf. possede une certaine propriété, qui
permet de définig (y) € [R1].

On en déduit alors I'existence d’urtel que(y, z) € B lorsquey € C, donc queC est contenu dans. De plus,
siy e Y, I'existence d’'ung tel que(y, 8) € [T] permet de montrer quge C. DoncY =C estHg+2.

4. Reléevement dansun coanalytique

Comme il est indiqué dans [4] et [5], le fait que toute application semi-propre définie d’'un eﬁ@ﬁoa 1711)
surun espac!.'-&]f+er2 ou Ef+s+2 soit inductivement propre se deduit aisément du résultat de relevement suivant :

Théoréme 4.1. Supposons N5L+1 dénombrable. Soient Z une partie Hll de 2, B une partie A% de 2? x 2 et

Y c 2% différence de deux ensembles Ef et2 S pour tout compact K de Y on peut trouver un z € 2¢ tel que
K x{z} C X:=BnN(2® x Z), alorsil existe une fonction continue f sur Y dont le graphe est contenu dans X .

La preuve de ce résultat, trés longue et technique, est inspirée des méthodes utilisées dans [5], et les notior
mémes d’arbre distingué et de bi-arbre ont été introduites pour faire fonctionner cette démonstration.
On se propose maintenant de montrer que I'hypothése de dénombrabﬂgtgpest nécessaire pour la validité

du Théoreme 4.1. Dans l'article [6], R. Labib Sami avait, pour I'étude des relations d'équiveﬂl{rn&‘te:lasses
boréliennes bornées, montré I'existence, pour tout ordinal récurditin ensemblé‘[ll dont les constituants sont
tousH‘fJrerl et qui est borélien si et seulement%iﬂ est dénombrable. Dans un tel ensembie une partieX;

est alors toujours recouverte par une famille dénombrable de constituants, donc contenue dans Lm%+?§£tie

de E¢. De fait, un raffinement des calculs de complexité permet de montrer que tout@ﬂfldhaEg est contenue
dans une parti@2(2(1)+§+l) , C'est-a-dire différence de deux partiE§+E+1.
On peut alors montrer 'énoncé suivant :

Théoréme 4.2. Supposons que N5L+1 n'est pas dénombrable. S Y est une partie A} de 2 qui n'est pas
D2(29,, 1), il existe unepartie 71, Z, de2” et unepartie 177, B, de 2 x 2 tellesque: (i) pour tout compact K
deY il existez € Z avec K x {z} C B; (ii) il n"existe pas de fonction continue f de Y dans Z a graphe dans B.
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