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Résumé

Dans cette Note, nous étudions les ensembles d’unicité pour le grou@®)Algs automorphismes analytiques d’un domaine
bornéD deC". Pour citer cet article: J.-P. Vigué, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract
In this Note, we study the determination sets for the groug Bubf holomorphic automorphisms of a bounded domain

in C". To citethisarticle: J.-P. Vigué, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

Le groupe AutD) des automorphismes analytiques d’'un domaine bérmie C" (ou plus généralement d’'un
espace de Banach complexe) a fait I'objet de nombreuses études depuis les premiers papiers de Cartan [3,4]. Sur
sujet, on peut consulter par exemple Franzoni et Vesentini [5], Harris [7], Narasimhan [8], Vigué [9]. En patrticulier,
il faut citer le théoréme d’unicité de H. Cartan qui s’énonce de la fagon suivante.

Théoreme 1.1.Soit D un domaine borné d€", soit « un point deD, et soit f: D — D une application
holomorphe telle qué (a) = a et quef’(a) =id. Alors f =
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Ce théoreme entraine en particulier que,fse Aut(D) et g € H(D, D) sont tels quef(a) = g(a) et
f'(a) =¢g'(a), alors f = g[H (D, D) désigne I'ensemble des applications holomorpheb diansD].
Il est naturel de définir alors un ensemble d’unicité de la fagon suivante.

Définition 1.2.0On dit qu'un ensembléz, ..., z4) de points deD est un ensemble d’unicité pour Al) si, pour
tout f € Aut(D), f(z;) =zi,i=1,...,d entrainef =id.

Par des méthodes de géométrie différentielle, Fridman, Tim, Krantz et Ma [6] ont montré le théoréme suivant.

Théoreme 1.3.Soit M une variété complexe connexe hermitienne compléte de dimemsielle que tout
automorphisme analytique d¥ soit une isométrie pour la métriqgue hermitienne considérée. Alors il existe un
ouvert densdV de M"+1 formé d’ensembles d’unicité podut(D).

De plus, des exemples montrent qu'il existe des familles g€l points distincts dé/” 1 qui ne sont pas des
ensembles d’unicité pour AUD). Si on considére un domaine borhg il n’est pas toujours vrai qu’on puisse
le munir d’'une telle métrique hermitienne. Cependant, nous allons montrer que le théoréme précédent demeur
exact pour n'importe quel domaine boriede C". Notre démonstration est basée sur des propriétés du groupe
des automorphismes analytiques d’'un domaine borné et donne des résultats plus précis que ceux de [6]. Nou
montrerons enfin que le théoréme donné est vrai aussi topologiquement : aikisi; $”*+1 est un ensemble
d’unicité pour AutD), I'application de Au¢D) dansD"+1 définie parf — f(K) est un homéomorphisme sur
son image.

Commencons par rappeler quelques résultats sur les automorphismes analytiques d’'un domaihe®@hé

2. Rappels et premiers résultats

Soit D un domaine borné dé€". L'ensembleH (D, D) des applications holomorphes @dedansD est muni
de la topologie de la convergence uniforme sur tout compad?.dgien sdr, le groupe AgD) qui est contenu
dansH (D, D), est muni de la topologie induite, et on vérifie que @, muni de cette topologie, est un groupe
topologique. Rappelons le théoréme suivant d( & Cartan [4] (voir aussi Bedford [1]).

Théoreme 2.1.Soit D un domaine borné d&€" et soita € D. Soit f, € Aut(D) une suite convergeant
uniformément sur tout compact deversg. Supposons qug(a) appartienne aD. Alors g € Aut(D).

On déduit de ce résultat la proposition suivante.

Proposition 2.2.SoitD un domaine borné d€”, soita € D et soitK un compact d®. SoitAut, x (D) 'ensemble
des automorphismes analytiqugsle D tels quef (a) € K. AlorsAut, k(D) est compact.

La démonstration consiste seulement & remarquer que, d'aprés le théoréme de Montel, on peut extraire de tout
suite d’éléments de Aultx (D) une sous-suite convergente et que sa limite, d'aprés le Théoréme 2.1, appartient &
Aut, k(D).

Comme nous I'avons déja dit, étant donné D, un élémentf € Aut(D) est caractérisé paf (a), f'(a)). En
fait, nous avons, pour le groupe d’isotropie d’un point, un résultat plus précis que nous allons maintenant démontrel
(voir Cartan [3], p. 80]).
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Théoreme 2.3Soit D un domaine borné d€”, soita € D et soitAut, (D) le groupe d’isotropie du poind € D.
Alors, il existe une application holomorphe D — C" telle quep(a) = 0, quey soit une carte locale au voisinage
dea et que, pour toulf € Aut, (D), on ait:

gof = f'(a)og.
Ce résultat exprime qug est linéaire dans la carte localg.

Démonstration. Le groupe Aut(D) qui est compact peut étre muni d’'une mesure de Hamwvariante a droite
et a gauche (voir par exemple Bourbaki [2]). On définfiar la formule :

¢(z) = / @t (g(2) —a)du(g).
Aut, (D)

Il est clair quep(a) = 0 et quep’(a) = id. Ainsi, ¢ est une carte locale. Softe Aut, (D). Ona:

o(f(2) = / g@t (g(f@)—a)du(g)
Aut, (D)
= r@- [ e @] (@)@ - a) duto).
Aut, (D)
et, commeu est invariante par translation a droite,

o(f@)=f'@)- e,
et le théoréme est démontréx

Signalons enfin le résultat suivant.

Proposition 2.4.Soit D un domaine borné d€&”, soita € D et soit f € Aut(D) tel que f (a) = a. Alors toutes les
valeurs propres dg¢”’(a) sont de modulé et I'application linéaire f'(a) est diagonalisable.

Ce résultat se montre facilement en considérant les itérégetide f 1 et en utilisant les inégalités de Cauchy.

3. Ensembles d’unicité

Soit D un domaine borné d&”. Pour tout entiet/, on noteW (d) C D¢ 'ensemble(zs, ..., zq) € D? tels que
(z1, ..., zq) Soit un élément d’unicité pour AUD). Le premier résultat est le suivant.

Théoréme 3.1L’ensembleW (d) est un ouver{éventuellement vijele D?.

Démonstration. Faisons la démonstration par I'absurde et supposons$ijde n’est pas ouvert. Si c’est le cas,
on peut trouverZ® € W(d) c D? et une suiteZ” convergeant verg? et tels queZ” ¢ W(d). Il existe donc
fn € Aut(D) tel que f,|z» = id et quef,, ne soit pas égal a l'identité. Sajf le premier élément d&”. Comme
fn(2) =z} etquef, (z]) est diagonalisable et distinct de I'identité, et quitte & rempl#g@ar une puissance bien
choisie, on peut supposer qyi¢(z)) a une valeur propre de partie réef®. En utilisant le théoreme de Montel,
on peut extraite une sous-sujfg, convergeant vers un automorphisgél est clair queg| o est égal a l'identité
maisg’ (2(1)) a une valeur propre de partie réet®. C’est une contradiction avec le fait g est un ensemble
d’'unicité. O
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Bien s(r, sid est petit, 'ensembléV (d) peut étre vide. En revanche, dés qug n + 1, nous allons montrer
queW (d) est un ouvert dense d&¢. Plus précisement, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.2.Soit a € D et soitd > n + 1. L'ensembleW,(D) des (z1,...,z4-1) € D?1 tels que
(a,z1,...,z4—1) Nappartienne pas & (d) est contenu dans un sous-ensemble analytique stridd‘de. Par
suite, W(d) est dense dang?.

Démonstration. Soita € D. D'apres le Théoréme 2.3, il existe une application holomogphe — C” telle que
@(a) =0, quey soit une carte locale au voisinagedet que, pour touf € Aut, (D), on ait, pour tout, € D,

o(f(@)=f() ¢@).

D’aprés le théoreme d'unicité de H. Cartan, pour gusoit égale a I'identité, il faut et il suffit qug’(a) = id. Si
(p(z1), ..., 9p(zq—1)) forme un systéme générateur de I'espace vect@figét sil'onaf(z;) =z;,i =1,...,d —1,
alors f'(a) = id et f = id. Il est facile de voir que I'ensemble dés, ..., z4—1) tels que(p(z1), ..., 9(z4—1)) ne
soit pas un systéme générateureest un sous-ensemble analytique strictdel. o

Pour terminer, je voudrais remarquer une propriété topologique de ces ensembles d’'unicité.

Proposition 3.3. Soit D un domaine borné d&€”, et soit (z1,...,zq) € D¢ un ensemble d’unicité. Alors
I'application ¢ : Aut(D) — D? définie parf — (f(z1), ..., f(zq4)) est un homéomorphisme éeit(D) sur son
image.

Démonstration. Le fait que(zs, ..., z4) €st un ensemble d’unicité signifie quest injective. Il est clair que est
continue. Il reste & montrer que, si une syifg) d’automorphismes analytiques deet f € Aut(D) sont tels que
fu(zi) = f(zi),pouri =1,...,d, alors f,, — f pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact
deD.

Soit ¢ € H(D, D) adhérent a la suitg,. D’aprés le Théoreme 2.3, € Aut(D), et on a :g(z;) = f(zi),
i=1,...,d. Comme(zy,...,zq) €St un élément d'unicitéf = g. Ainsi, f est le seul élément adhérent a la
suite f,,, qui est contenue dans un compact. Algys— f, et la proposition est démontrée.
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