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Résumé

On démontre que le complémentaire d’'une courbe complexe trés générique a deux composantesalipgidgréans]}”2
est hyperbolique au sens de Kobayashi palif > 5;d1 =4 etdo >7;di=dy=4;dy =3 etdr >9;dy =2 etdp > 12.
Pour cela, nous nous servons des jets logarithmiques développés par Dethloff et Lu (Osaka J. Math. 38 (2001) 185-237), qu
ont généralisé a la situation logarithmique les fibrés de jets de Demailly (dans : Proc. Sympos. Pure Math., Vol. 62, Amer.
Math. Soc., Providence, RI, 1997, pp. 285—-360), et utilisés par El Goul pour obtenir des résultats concernant I'hyperbolicité du
complémentaire d’une courbe trés générique d&ndans le cas d’une seule composaRir citer cet article: E. Rousseau,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We prove that the complement of a very generic complex curve with two compondrtofrdegrees!; < d- is hyperbolic
in the sense of Kobayashi in the following casés> 5;d1 =4 anddy > 7;dy =dp = 4; dy =3 anddy > 9; dp = 2 and
d> > 12. We consider logarithmic jets developped by Dethloff and Lu (Osaka J. Math. 38 (2001) 185-237), who generalized
to the logarithmic situation Demailly’s jet bundles (in: Proc. Sympos. Pure Math., Vol. 62, Amer. Math. Soc., Providence, RI,
1997, pp. 285-360), and used by El Goul to obtain results about the hyperbolicity of the complement of a very generic curve in
P2 in the case of a single componeit cite thisarticle: E. Rousseau, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.
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Abridged English version

Let C = C1 U C3, be a normal crossing complex algebraic curvePtwith two smooth and irreducible
component<”; of degreesis < do, d = d1 + do. Our starting point is the following theorem due to McQuillan
and El Goul (see [3])Let (X, D) be a log surface of log general type such that its logarithmic Chern classes verify
¢12 > &. Then every entire curvg : C — X \ D is degenerateThis leads us to our first theorem:

Theorem 0.1LetC = C1UC>, be a complex algebraic curve ¥ with two smooth and irreducible componegts
of degreesly < d» verifying eitherdy, d> > 5 or dy > 4, d> > 7. Then for such very generic configuratioi®$,\ C
is hyperbolic and hyperbolically imbeddedd.

The next point is to study the logarithmic 2-jets to obtain better results. Exploiting some ideas introduced by
Demailly and El Goul (see [3]), we focus on good approximations of the 2-jet log-thregholthere thek-jet
log-threshold; of a nonsingular projective variety of log general type is defined to be the infinimum

ék = inf ék,m eR
m>0

whered ,, is the smallest rational numbetm such that there is a nonzero sectiomf(X, Ey, . T; ® O(tKx)),
and O(Ek,mT;) is the sheaf of logarithmic jet differentials of ordeand degree:.

We start with a vanishing theorem of log-symmetric differentials which gives the estimate:
1 di—2

3 + d = 3)) for all integerm > 0.

061, > min(O;

As 1-jet tools are enough to deal with the case< 0 (see [3]), we can supposg= 0.
_ Then, thanks to the filtration of the bundle of 2-jet differentials (see [1]), we obtaimgor 4 the estimate
92,m0 2 _%

Following the strategy of Demailly and El Goul, we use Nadel's method (see [6]) to build a meromorphic
connection orfp2 respecting the logarithmic structure given by a well chosen configuratienC». We obtain a
lower bound for a generic congiguration such thatdy < ds < 14,4<d,d1 <5:

Pp3>—— .
232 73W -3

Using Fermat curves of degree 4, we obtain for a generic configuration such thaib = 4:

fo3> 4
2,3~ 15

Now, we recall a theorem of Demailly and EI Goul (see [8ht (X, D) be a non singular surface of log-general
type withPic(X) = Z. Suppose thal, < 0 and that the log-Chern numbers satisfy

(134 1295)¢72 > 9¢63.

Then every Zariski-dense holomorphic magpC — X \ D is a leaf of an algebraic muli-foliation on X.
Another theorem of McQuillan and El Goul (see [3]), says thadry entire curvef : C — X \ D contained in
a leaf of a foliation is degenerate.
As a corollary we obtain our second theorem:

Theorem 0.2 LetC = C1UC>, be a complex algebraic curve ¥ with two smooth and irreducible componegts
of degreesiy < dz verifying eitherdy =d> =4 0or di = 3, d2 > 9 or d1 = 2, d2 > 12. Then for such very generic
configurationsP? \ C is hyperbolic and hyperbolically imbeddeds.
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1. Utilisation des jets d’ordre 1

Soit C = C1 U C3, une courbe algébrique complexe dafsa deux composantes, afy est une courbe
algébrique irréductible et liss&; = {P; = 0} ou P est un polyndme de degig, d1 < d2, d = d1 + d2. On
supposera qué€i et C» se coupent transversalement.

1.1. Calcul des classes de Chern logarithmiques

En utilisant Riemann—Roch (voir [4]), on montre qug Xi D) est une surface logarithmique de type général
avec des classes de Chern logarithmiques tellescgfue & alors il y a beaucoup de différentielles d’ordre 1,
i.e., des sections dEy ,, Tx* = S" Tx*. La différence avec le cas d’'une seule composante est que les techniques
d’ordre 1 permettent de traiter un certain nombre de cas. La Proposition 2.4.1 ci-dessous montre que contrairemer
au cas d’une composante, (X, " Tx*) # 0 pour toutm > 0.

Calculons donc les classes de Chern logarithmiques, qui sont par définition les classes de Chern du fibré tangel
logarithmique :

G=a(Tx),  @=clT5).

Proposition 1.1.0n a les égalités
c’=(d—-232%  &=d’—3d+3—did>.

1.2. Premiers résultats d’hyperbolicité

Les techniques d’ordre 1 vont pouvoir étre exploitées grace a la généralisation au cas logarithmique du théorem
principal de [5] que I'on trouve dans [3]. On utilise le Corollaire 2.4.3 de [3] :

Proposition 1.2 [3]. Soit (X, D) une surface de type général logarithmique telle que ses classes de Chern
logarithmiques vérifieni;? > &. Alors toute courbe entiérg : C — X \ D est dégénérée.

Comme conséquence on obtient le :
Théoréme 1.3.Soit C la réunion de deux courbes lissgs i = 1, 2, dansP? de degréd; tels queds, d» > 5 ou
d1 >4, d> > 7. Alors pour de telles configurations trés génériquBs), C est hyperbolique et hyperboliquement
plongé dang?.
2. Utilisation des jets d’ordre 2

Rappelons tout d’abord une définition utile :
Définition 2.1. Soit (X, D) une variété projective lisse de type logarithmique général. On définit :

G_k = inf ék,m eR,
m>0

ol O est le plus petit rationnef tel qu'il y ait une section non nulle dang°(X, Ex . Tx ® O(tKx)), et
O(Ek,mT;;) est le faisceau des différentielles de jets logarithmiques d'drétale degrén.

L'étude du lieu de base des 2-jeBs est généralisée au cas logarithmique grace a [3]. Citons d’abord le
Théoreme 1.2.1de [3]:
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Théoreme 2.2[3]. Si (X, D) est une surface algébrique de type général logarithmique et A un fibré en droites
ample au-dessus d¥¢, alors:

4
— m
WX, EpmTx* ® O(—A)) > —

En particulier: si 13¢7% — 9¢; > 0, 2 < 0 et B # X», ol X est le second fibré de jets logarithmigeir [3],
pour la construction de ces fibrgs

(13¢1% — 963 ) — O(m*).

Corollaire 2.3.Sidy > 3,d» > 30udy = 2,d» >5alorsf, < 0 et Bp # Xo.

Comme conséquence du calcul ci-dessus toute courbe entiére holomprfthe> X \ D a un relevé
fiz1:C — X, dont 'image est contenue dans une composante irréductibleiz.de

L'étude de la restriction du fibré tautologique a Z (voir [3]) aboutit au Théoreme 2.10 ci-dessous et montre la
nécessité d’avoir de bonnes estimationgdeé = 1, 2.

2.1. Estimation dé;

Une grande différence avec le cas d’'une seule composante est le résultat suivant obtenu en prenant la dérive
logarithmigue de la fonction méromorplfe= Pflz/Pz‘,’ll :

Proposition 2.4.6; < 0.

Passons maintenant au calcul d’une borne inférieure. Bait P* la surface définie comme intersection
compléte par les équation$Za! = Py(Zo, Z1, Z2); Z42 = P2(Zo, Z1, Z2)}. X est lisse car

dP1/0Zyg 0P2/0Z¢
dP1/0Z1 0P2/0Z1
dP1/0Z2 0P2/0Z>
—dlzgl‘l 0

0 —dzZZz_l

est bien de rang 2 : au-dessus d’un point n'appartenant jgas’'ast clair par les deux derniéres composantes,
sinon c’est di au fait qu€y et C» sont lisses et se coupent transversalement.

Ainsi, on a un recouvrement ramifié au dessug’de C; + C : 7 : X C P* — P2. On a alors un morphisme
injectif en prenant le pullbackt°(P2, S" T, ® O(k)) — HO(X, S" T} (logL) ® O(k)) oU L = L1+ Lo, L; étant
la section hyperplane correspondaid;aD’ou une injection :

HO(P?, S"T5 ® O(k)) — HO(X, S"T5 ® O(2m + k).

L'intersection compléte&l nous donne les trois suites exactes :
(1) O0— Opa(—d) — Opa(—d1) & Opa(—d2) - Ix — O,
(2) 0—Ix— Ops— Ox — 0,

On obtient alors :

Proposition 2.5.
1 di—2
_l’_
d—3 m(d-3)

061, > min(O; - ) pour tout m> 0.
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Il'y a donc deux situations :

— soitdy < 0 : les techniques d’ordre 1 suffisent car alors on a un feuillefager une surfac& c X1 et on
applique le Theoreme 2.4.2 de [3] pour conclure a la dégénerescence des courbes entieres.
— soitf1 = 0 : on a alors besoin des techniques d’ordre 2.

On suppose donc maintenar := 0.
2.2. Estimation dé>

Pour I'estimation dé, on distingue le cas des différentielles de 2-jets de grand degtés différentielles de
2-jets de petit degré. Pour les grands degrés on obtient par la filtration des jets d’ordre 2 (voir [1]) :

Proposition 2.6. Supposons que le lieu de base @ejets, By, associé a(X, D) = (P2, C) est de la forme
Zs = ZoU Iz, 00 Z, est le lieu des zéros d'une sectione HO(X2, Ox,(mo) ® O(10Kx)), fo < 0 et Zg une
section irréductible.

Pourmg > 4 on a I'estimation

éz,mo 2 - Z

On utilise la méthode de Nadel (voir [6]) pour construire une connection méromorplgzspar rapport a la
structure logarithmique donnée par une configuration bien ch@isiie C2. Pour cela on a besoin du :

Lemme 2.7.Considérons le systeme linéaire de courbes

C. = {1050(2) + A151(z) + A2s2(z) = 0},

. d d do—d1, _d 4, d .
oUso = z¢, 51 =21, 52 =25 (e0zg" + €121 +25), & € C*. Soit:
d d | d
Ci1= {P]_ = 80201 + 81Z11 + 221 = 0},
dy  do . do—dv/ . d d . d
Co={Pr=z5"+ 27" + 25" “(e0zg" +e127" +25') =0}

Alors on peut choisikg etej tels queC, soit lisse coupan€; transversalement.

Pour les petits degrés: = 3) on obtient, par I'utilisation des wronskiens et de la semi-continuité de Zariski
(voir [3]), la:

Proposition 2.8.Pour une configuration générique telle qliel d1 < d> < 14,4<d,d1 <5,0na

fog>—— .
232730 -3

On peut améliorer le résultat de 1.3 payr= 4 grace a l'utilisation des courbes de Fermat de degrés 4 qui nous
donne la proposition :

Proposition 2.9.Pour une configuration générique telle qiie=d> = 4, 0on a

023> 4
2,3 = 15-
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On utilise les Théorémes 1.3.3et2.4.2de [3]:

Théoreme 2.1Q1.3.3[3]).Soit(X, D) une surface de type général logarithmique telle RigX) = Z. Supposons
quebds < 0 et les classes de Chern logarithmiques satisfassent

(134 1295)&72 > 9¢63.

Alors toute courbe holomorphg: C — X \ D est une feuille d’'un multi-feuilletage algébrique sur X.
On obtient les deux corollaires :

Corollaire 2.11. Toute courbe entiére dans le complémentairalde C1 U C2, avecdy = 3,d2 > 9oud; = 2,
dy > 12 est une feuille d’'un multi-feuilletage st

Corollaire 2.12. Toute courbe entiére dans le complémentaire&Cde C1 U C, avecd; = d2 = 4 est une feuille
d’un multi-feuilletage sui?.

Théoréme 2.132.4.2 [3]).SoitX une surface avec un feuilletagéet un diviseurD telle que(X, D) soit de type
général logarithmique. Alors toute courbe entigfeC — X \ D contenue dans une feuille déest dégénérée.

On en déduit :

Théoréme 2.14.Soit C la réunion de deux courbes liss€s, i = 1,2, dansP? de degréd;. Alors pour les
configurationsdy = d» = 4, dy = 3, do > 9 ou d1 = 2, da > 12 trés génériquesP? \ C est hyperbolique et
hyperboliquement plongé dafs.
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