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Résumé
Etant donné un revétement ramifié a quatre feuillets simpleg — 2, nous donnons une méthode effective pour trouver

une description chirurgicale de. Pour citer cet article: F. Harou, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract
Given a simple 4-fold branched coveripg M — $2, we provide an effective method to find a surgery presentatiod of

To citethisarticle: F. Harou, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

Montesinos, dans [3,4] a montré que toute 3-variété fermée connexe orientable pouvait étre décrite comme ur
revétement simple a trois feuillets de la sphére ramifié le long d’un noeud. Rappelons qu’'un revétesimaplest
si I'indice de ramification est au plus 2. Dans [1,2], nous donnons deux méthodes conceptuellement différentes qu
permettent d’obtenir une présentation par chirurgie de tels revétements ramifiés. Notre objectif est de généralise
ces deux méthodes aux revétements simples a quatre feuillets de la sphére et ainsi de permettre par exemg
le calcul d'invariants de 3-variétés utilisant des formules de chirurgie. La présente note pourrait constituer un
addendum indépendamment a [1] ou [2].

Dans la Section 2, nous rappellerons comment un revétement ramifié simple peut étre vu comme un entrelac
coloré et nous présenterons différentes transformatdnsissibled’entrelacs colorés. Dans la Section 3, nous
montrerons le résultat suivant :
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Théoréme 1.1. Etant donné un revétement ramifié a quatre feuillets simpléZ — 3, il existe une suite de
transformations admissibles qui transformesn un revétement standagg : $° — S3.

Un corollaire immédiat (voir Section 2 de [1]) de ce théoréme est :

Corollaire 1.2. Etant donné un revétement ramifié a quatre feuillets simpl#® — $3, il existe une méthode
effective donnant une présentation de chirurgieie

2. Equivalence de revétements

Soitp: M — $3 un revétement simpleséfeuillets de la sphére ramifié le long d’un entrelécé.e revétemenp
est entierement déterminée par I'entreldcet la monodromiep: 1(S%\ L) — S, ou S, désigne un groupe
symétrique. De part la simplicité de I'image parp des méridiens dé sont des transpositions. La donnée de
I'entrelacsL ol chaque arc correspondant a un meéridiezst coloré par la transpositigrim) est alors équivalente
a celle du coupléL, p) et par la méme a celle ge Nous noterons alord., p) un tel entrelacs colorié & (L, p)
la 3-variété associée.

Etant donné un diagramme coloii& L, p), nous pouvons distinguer trois types de croisement : les croisements
monochromegui ne mettent en présence qu’une transposition (cf. Fig. 1(a)), les croisedistmtsnesjui mettent
en présence deux transpositions distinctes commutantes (cf. Fig. 1(b)) et les croiseaieotsesqui mettent en
présence trois transpositions qui ne commutent pas (cf. Fig. 1(c)).

Une transformation admissiblé’entrelacs colorig L, p) est soit une isotopie colorée dé&, p), soit 'une
des transformations suivantes (voir Figs. 1(a)—(c)). La premiére transformation dite de Montésinos consiste en
I'élimination ou l'introduction de 3 demi-tours consécutifs mettant en présence des transpositions ne commutant
pas. Cette transformation est une équivalence de revétement (cf. [1]). La seconde transformation consiste e
I'élimination ou I'introduction de 2 demi-tours consécutifs mettant en présence des transpositions distinctes qui
commutent. Cette transformation est aussi une équivalence de revétement comme le montre Piergallini dans [5]
Enfin la derniére transformation consiste en I'élimination des croisements monochrorg’s.43i est obtenue
a partir de(L, p) par une telle transformation aloig(L’, po’) est obtenue a partir d& (L, p) par une chirurgie
(cf. [1]).

Nous appellerons revétement standard a quatre feuillef$,den revétemenpo : 2 — $2 associé a I'entrelacs
trivial 2 3 composantes colorié par trois transpositions qui engenglyent

3. Preuvedu Théoreme 1.1

NotonsT, I'ensemble des transpositions du groupe symétrigjueRappelons, tout d'abord, que pour toute
transpositiorr € Ty, il existe une unique transposition notées 74\ {t} commutant avee. De plus, sk € T4\ T3
alorst, € T3. Soitk le morphisme défini par(t) = 7, Sit € Ty \ T3 etk (r) = r sinon. Nous avons alors :
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Fig. 1. Les trois types de croisements.
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1— K —> S4—> S3— 1

aveck le sous-groupe (de Klein) engendré pat,} -1, 75

Etape 1: considérons I'entrelac€L, p,) avecp, = « o p. Par [1,2], il existe une suite de transformations
admissiblesTy, ..., T, transformant(L, p,) en (Lo, po) oU Lo est un entrelacs trivial. Dans la mesure ou un
croisement monochrome dé., p,) correspond a un croisemeft, p) soit du méme type soit dichrome, une
transformation, de croisements monochromes de p.) correspond soit & une transformation de méme type
Ty : (L, p) — (L', p") soit a une transformation inadmissible. Dans ce dernier cas, nous introduisons formellement
un arc proprement plongé daas®, L') et étiqueté par le produitr, comme décrit dans la Fig. 2. Dans la suite,
nous introduirons des transformations impliquant de tels arcs. L'arc résultant de cette transformation pourra alors
symboliser (modulo transformations dichromes) deux brins qui soit se croisent, soit sont paralléles, la coloration
des brins en présence levant toute ambiguité.

Le résultat de I'application de ces transformations admissibles ou non est alors I'enfrglags ensemble
d’arcs.A proprement plongés danis®, Lo) ainsi qu’une représentatiqny: 71(S° \ I') — S4 ou I est le graphe
Lo U A. ConsidéronsD = Uf:l D; une réunion disjointe de disques dont le bord Egtet les intersections
avec A \ 9.4 sont transverses. Notre objectif est maintenant de dénouer les atdspdés de restituer leur
signification initiale. En premier lieu, par récurrence sur C4ra D), nous allons montrer qu’il existe une suite
de transformations admissibles permettant de disjoirde¢D. Pour cela, nous aurons besoin du résultat suivant
dont la preuve, élémentaire, est omise.

Lemme 3.1. Les transformations décrites dans la Fi§.qui impliguent uniquement des arcs dans le cas
des transformations et Il (avec,0 € T3, T # 6) et un arc et une portion d’entrelacs dans le cas de la
transformationlll etlV sont obtenues par une suite de transformations admissibles.

Etape 2: s'il existe un arcx € A qui intersecte l'intérieur d’un disqu®; tel que I'étiquette der commute
avec l'étiquette d’'un ar@ de aD; \ 9.4 alors nous pouvons éliminer cette intersection par application de la
transformation étendue IV impliquantet 3.

Etape 3: si Cardd.A N dD;) > 1 alors considérons deux points consécutifs distingts; € 9.4 N dD;. Soit
ap, 1 deux arcs ded (non nécessairement distincts) que nous pouvons supposer paralléles dans un voisinage de
aD; ettels quex; € dw;, i € {0, 1}. Commexg etx; sont consécutifeyg etwg ont la méme étiquette et, de ce fait,
une application de la transformation étendue | a pour résultat deux nouveaux arcs dont I'un a ses deux extrémité

1=

Fig. 2. Remplacement des croisements dichromes.
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Fig. 3. Transformations étendues |, II, I, IV.
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Fig. 4. Le disque pereé par an moins deux arcs.

suraD;. A isotopie prés, le remplacement de ce dernier arc par sa définition formelle ajbyiiené composante
triviale non entrelacée et réduit Catin D).

Etape 4: si un disqueD; est percé en son intérieur par au moins deux argsy1 < A, alors deux cas se
présentent. Dans le premier cas illustré par la Fig. 4(a), les sous-arcs supériegrstdg possédent la méme
étiquette. Nous appliquons alors la transformation étendue | de maniere a faire décroitté ©@rd Dans le
second cas illustré par la Fig. 4(b), les étiquettes des sous-arcs supérieurs sont différentes alors nous utilisor
la transformation étendue | de facon a transformgret «1 en deux nouveaux arcs dont I'un porte les deux
intersections ave®; et l'autre est disjoint de);. A l'aide de la transformation étendue Ill, nous éliminons les
deux intersections.

Etape 5: nous obtenons alors que l'intérieur d’'un disq est percé par au plus un arc de et que
CardoD; N9.A) < 1. Remarquons que si l'intérieur d& intersecte un arc dd mais pash D; alors nous sommes
dans la situation de I'étape 2. De maniére analogue, si le bord} detersected mais pas l'intérieur alors, apres
étre revenu a la définition initial de I'arc, par simples isotopies, nous pouvons fusionner les disques adjacents e
ainsi diminuer Card4 N D). Reste le cas ou un disqu® posséde une intersection en son intérieur avec ua arc
ainsi gu’une sur son bord avec un grcDans ce cas, nous restituong &a forme initiale puis faisons glisser I'arc
a entre les deux brins qui constituaighijusqu’au disque adjacent. Nous simplifions algreomme sus-décrit
puis appliquons les étapes 2 ou 4 a 'arc

Finalement, le résultat de ces opérations est, d'une part, un entrbketcsl’autre part, un ensemble de disques
D tel que CardA N D) = @.

Etape 6: comme le groupe& est abélien, nous pouvons appliquer les transformations étendues I, 1l et des
isotopies de fagons a changer chaque croisemedta®son opposé. Il suit que nous pouvons rendre tridigEn
revenant a la définition initiale des éléments4lenous obtenons ainsi une trivialisatioh;, p1) de notre entrelacs
initial (L, p).

Une généralisation triviale de la discution du Paragraphe 2.4 de [1] nous permet de trouver une suite de
transformations admissibles transformant le revétement assotig¢ ;) en un revétement standard §& nous
permettant ainsi de conclure la preuves

Remarque. La simplicité des grouped,,, pourn > 4, implique que nous ne pouvons pas généraliser ce genre

d’argument pour des revétements simples a plus de quatre feuillets.
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