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Résumé

Le but est de tester I'nypothésg)lqu’'un modele de régression est paramétrique et appartient & une famille donnée contre
I'alternative H; approchant I’hypothese dans une direction spécifique autali. Pour cela, nous considérons un processus
empirique tel que sous I'hypothéseg Ee processus dépend d’'un paramétyeD’abord, nous commengons par estimer le
parametre et nous montrons que le processus empirique converge en loi vers un certain processus Gaussien si le parametre
remplacé par son estimatet)y. Cependant il est important de vérifier 'impact d’une alternative qui approghdads une
direction spécifique (au taurd/2). Pour cela, nous avons besoin de tests qui soient consistants sur toute I'alterpabiril
idée est d'utiliser un processus empirique marqué basé sur les résidus qui converge en loi vers un processusP@aussien.
citer cet article: M. Hardl, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The purpose is to test the hypothesig tHat a regression model is parametric and belongs to a given family versus the
alternative H approaches the hypothesis from a specific direction at the:ralte®. For that, we consider an empirical process
such that under plthis process depends of a parameégrFirst, we start by estimating the parameter and we prove that the
empirical process converges in distribution to a certain Gaussian process when the parameter is replaced by itggstimator
However it is important to check the impact of an alternative approachifydi a specific direction ( at the raté/2). For
that, we need tests which are consistent on the whole;ofHr idea is to use a marked empirical process based on residuals
which converges in distribution to a Gaussian proc&ssite thisarticle: M. Harel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).

O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

Soit {Z; = (X;,Y;); i > 1} une suite de variables aléatoires de fonctions de répartition contiHies
z e R4 et nous supposons qu#(z) admet une densité strictement positiveeposséde deux lois marginales
F et G (respectivement d¥; etY;) ol les densités respectives sont notfed g.
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Supposons que les variables aléatolfesont intégrables de sorte que la fonction de régression = E(Y |
X =x) de Y surX is est bien définie ox € R?, (X,Y) a la méme distribution quéx;, ¥;) et est p.s. ex
uniquement définie du point de vue de I'équation

m(X) = E(Y | X). (1)

Dans cette Note, nous supposons que la §ditpest absolument réguliére avec un taux géométrique (pour une
définition voir Harel et Puri [3]).

Dans beaucoup de littérature, on considére des modeles paramétriques de telle sorte que m est supposé apparte
a une famille donnée

H={m(.0), 6 6} )

de fonctions, o C R? est un ensemble de parametres.

Nous supposons que(X) = m(X, 6g) pour la vraie valeur du paramétg. Le probléme est comment estimer
6o ou tester I'hypothése que la valeur du parametredgstUn cas bien connu est le modéle linéaire pour
lequel m(x,0) = g’'(x)@, g est une fonction vectorielle connue. Beaucoup de travaux ont été réalisés sur la
maniére d’'estimet d’'une fagcon complétement nonparamétrique voir Stute [5,6]) si la &jleest i.i.d. ensuite
Yoshihara [8] et Harel et Puri [3] si la suif&;} est absolument réguliére.

Il est important de vérifier I'impact d'une alternative qui approchg d&ns une direction spécifique (au
tauxn1/2). Pour cela, nous avons besoin de tests qui soient consistants sur tdubtre idée est d'utiliser un
processus empirique marqué basé sur les résidus convergeant en loi vers un processus Gaussien. Sous I'hypoth
Hop, nous supposons que la vraie valeuest égale an(-, 6p) et s0itd, un estimateur dép, alors nous rejetons
I'hypothése si le processus empirique marqué (sur legyest remplacé pat,) excéde une valeur critique.

Maintenant définissons

n
R¥) =n""2Y "I, cq(Yi = m(Xi.0,)), xeRY, (3)
i=1
le processus empirique marqué.
Le resultat principal montrera la convergence faible du procagspsr rapport a la topologie de Skorohod sous

des conditions raisonnabléd3e tels résultats ont été donnés par Stute [7] seulement quand ld&yitest i.i.d.,
des applications sont données pour des modeéles linéaires, son estifhadewy est I'estimateur des moindres
carrés et son espace alternatif est un sous espdce(despace des fonctions de carré intégrable) puis par Diebold
et Zuber [1]. Notre hypothése d’absolue régularité géométrique nous donnera des applications pour des modéle
plus généraux comme les modéles autorégressifs. Notre estirfatiefy sera lex-quantile d’autorégression qui
est beaucoup plus robuste si les bruits blancs ne sont pas nécessairement des lois normales. Le cas des mode
autorégressifs a été abordé par Koul et Stute [4] avec un estimateur classiiguet deconsistance de I'alternative
n'est pas abordée.

2. Conditions et convergencefaible du processus empirique marqué

Sans perte de généralité, nous supposons maintenadt-gde
Nous supposons que la suftg; = (X;, Y;), i > 1} est absolument réguliére avec le taux
Bm)=0(p"), O0<p<1l. (4)

Nous savons que le processkis défini dans (3) prend ses valeurs dans I'espace de Skombledo, +00).
Pour traiter de telles statistiques, nous étendons de fagon comjnae-oo et +oo en posantk;;(—oco) = 0 et
Ri(+00) =n"Y2Y" 1 (¥; —m(X, 6,)). Alors R} devient un processus a valeurs da)s-oo, +oc].

Pour le comportement du procesRjs certaines conditions de régularité sur I'estimatguseront nécessaires.
Ces conditions sont similaires aux conditions de Stute [7] et nous ne les appliquerons pas a I'estimateur des
moindres carrés mais a notsequantile d’autorégression et notre suf;} n'est pas i.i.d. mais absolument
réguliére.
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Condition 1. Sous H, c’est a direm = m(-, ) pour un certaig € O, inconnu,0~,, admet un développement

nY2(6, — 80) =nY2 3 "1(X; Y. 00) +0,(D)
i=1

pour une certaine fonction vectorielleelle que ()E[I(X, Y, 60)] = 0; (ii) L; j(00) = E[I(X;, Y;, 00)l'(X;, Y}, 00)]
existe pour touti, j) € (N*)2.

Condition 2. (i) m(x, #) est continuement différentiable pour chaquéans l'intérieur®® de ®@. Posons
om(x,0)

9, 0) = — = = (1(x,0), ..., g(x,6)) . (5)
(ii) I existe une fonctionF-intégrableM (x) telle que
|gi(x,0)| < M(x) pourtoutd € ® et1<i < p. (6)

Théoréme 1. Supposons qué (Y2+%) < 400 ol §p > 0 et que les Conditiong and 2 soient satisfaites. Alors
sousm = m(-,0p), R — R’ en loi dans I'espacé[—oo, +-00] OU R}, est un processus centré Gaussien avec
fonction de covariance

—+00
K*(x,y) = K(x,y)+G'(x,00) (Ll,lwo) + ZZLl,kwo))G(y, 60)
oo k=2
—G'(x,00) Y E[I1x,<x1 (Y1 — m(X1,00))| (X144, Y114, 60)]
=
—G'(y5.00) Y E[I1x,<y1 (Y1 — m(X1,00))| (X114, Y144, 00)]. (7
k=0

ouG(x,0)=(G1(x,0),...,Gp(x,0)) etG;(x,0) = ffoo gi(u,0)F(du), 1<i<p, et

XAy y

’ +oo X
Key) = [ Ve [ x=wF@o+2Y [ [ Comra Vil X =i, Xaux = 0)Fa e, o). (@

—00 k=1"5 o0

ou F; ; est la fonction de répartition deX; X ;).

3. Applicationsau modéle d’ autor égression
Considérons un modele qui peut étre écrit sous la forme
Xi=po+pXig+-+ppXiy+ei 9)

ou p = (po. ..., pq) €st un parametre d’intérét avec leX*, ;) identiquement distribué et géomeétriguement
absolument réguliers.

Lese; peuventdépendre d€' ; contrairement aux processus ARMA.

Nous supposons aussi que

() E(lleill®) < +oo,

(i) toute les racines de I'équatior? — p1x?~1 — ... — p; = 0 sont & l'intérieur du cercle unité,

(iii) la densité f* de F* (fonction de répartition de;) est bornée, strictement positive et différentiable apéc
absolument bornée.
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Soit (X;, ¥;) la suite de vecteurs aléatoires d&fs! définis pary; = XretXi=(X/_q,.... X} p.

Posons maintenat! = {m, m(x) = E(Y; | X; =X) et X est de la forme (9)

Nous utiliserons les résultats de la Section 2 pour tddgerm € M versus la suite d'alternatived®; ,, : m =
my, ¢ M.

Nous pouvons obtenir la puissance des tests si I'alternative approtiae tauxn—1/2 dans une direction
spécifique.

Le paramétre sera estimé par le®™equantile d’autorégression (voir Harel et Puri [2] pour une définition).

D'aprés le Théoréme 3.1 de Harel et Puri [2] &€ quantile d’autorégression satisfait la Condition 1 et le
modeéle (9) satisfait la Condition 2.

NotonsD,[—o0, +00] la versiond-dimensionnelle de I'espace de Skorohog-oco, +00].

Nous déduisons facilement le théoréme suivant

Théoréme 2. SousHy et les conditiongi)—(iii), R} — R}, en loi dans I'espacd® [—o0, +oc] ou R%, est un
processus centré Gaussien avec pour fonction de covariance

400 ,
K*(X.y) = K(%.y) + G'(x, p)Q; 1 E(VE@)X} X3) + 2> E(Va(@)Vigr(@)X1 X5, ) { Qs "G (Y. p)
+00 =1 +00
—G'x. Q"D E[Ix;<xeaVik(@Xi X5, ] — G'(y. p)Q D E[Iixy<yreaVark (@)X3 X5, ], (10)
k=0 k=0

Ol] ‘/l(a) = I[F*(s,')ga] -, G/(Xv p) = (GO(Xv p)v Gl(xs p)v cre Gd(xv p))s Gj (Xs p) :E[I[Xlgx]xile/] et QO{
estune(d + 1) x (d + 1) matrice définie positive.

Maintenant nous avons besoin de criteres pour teg@oHtre H ,.
Supposons que soug K le modéle est

Y,=&,0+ VB, +€n, (12)
ouV, = (vji)1gj<n €St une matrice d'ordréz x ¢), B, € R? non spécifi¢ Y, = (X1,..., X,) et§, estla
1<igq

n x (d + 1) matrice dont la§™&colonneest(1, Xi—1,.... Xi—a)'.
Nous supposons aussi que (iv) Jims, n 1 Zl;”l vji =vi, 0U—00 < v; <+400, 1<i < g (posonsV = (vy,

0 (V) By = (Buts - Bug) =nY2Bg, Bo € RY, fixé.
On déduit facilement du Théoreme 2

Théoréme 3. SousHy , les conditiong(i) a (v), R} — R}, en loi dans I'espacd®,[—o0, +00] ou R%, est un

processus Gaussien de moyeitif, et de fonction de covariandé* (x, y) définie dang10).
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