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Résumé

Dans cette Note, nous étudions un systéme non-linéaire structuré en age et maturité décrivant un modele de production de
cellules sanguines dans la moélle osseuse. Le modeéle résultant est une équation aux dérivées partielles du premier ordre faisz
apparaitre un retard distribué en temps et une dépendance non-locale dans la variable maturité. Nous prouvons que I'unicité de
solutions ne dépend que des cellules de petites maturités (cellules souches) et nous donnons un résultat d'Roarctee.
cet article: M. Adimy, F. Crauste, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

This Note analyses a nonlinear age-maturity structured system which arises as a model of the blood cellular production in the
bone marrow. The resulting model is a nonlinear first-order partial differential equation in which there is a distributed temporal
delay and a retardation in the maturation variable. We prove that uniqueness of solutions depends only on small maturity cells
(stem cells) and we give a result of invariande.cite this article: M. Adimy, F. Crauste, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336
(2003).

O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

We study, in this paper, a nonlinear singular transport system which arises as a model of the production of blood
cells in the bone marrow. This model is a generalisation of a system proposed by Mackey in 1978 [5] and studied
numerically by Mackey and Rey in 1993 [6]. It is described by a system of two age-maturity structured partial dif-
ferential equations (1), (2). We suppose that the cell cycle is divided in two phases: the proliferating and the resting
phase. We denote by(t, m, a) (resp.n(z,m, a)) the population density in the proliferating phase (resp. resting
phase) depending on time> 0, maturitym and age:. The maturity variable:, which means the concentration of
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what composes a cell, such as proteins or other elements one can measure experimentally, can be taken in the tv
phases fronm = 0 tom = 1. The proliferating phase duration is assumed to be finite and cells in this phase can be
lost by apoptosis at a raje At the end of this stage (the point of cytokinesis), a cell divides and gives two daughter
cells, which enter directly the resting phase. If the maturation of the mother cell at the point of cytokinesis is

the maturation of a daughter cell at birth is assumed tg (e, with g € C1[0, 1), g(m) < m for all m € (0, 1)

andg is increasing on the intervd0, 1]. In the resting phase, cells can either return to the proliferating phase at

a rateg and complete the cycle or die (cellular differenciation) at a 8at& cell can remains indefinitely in the
resting phase. The nature of the signal which triggers the reintroduction from the resting to the proliferating phase
is not clearly known. However, according to Sachs [8], this signal depends on some proteins at some levels of
maturity. So we can correctly suppose that the maturation of a cell and the total number of resting defised

by N(t,m) = f0+°°n(t, m, a) da, determine the capacity of a cell for entering the next proliferating phase (see
the boundary condition (4)). We assume that cells of both types age with unitary velocity and mature with a veloc-
ity V (m) (see Eq. (5)) satisfyin§f € C[0, 1], V (m) > 0 form € (0, 1], V (0) = 0 (which gives the singularity) and

m

ds
= fi 1].
/V(s) +o0, form e (0,1]

0

In their studies, Mackey and Rey [6], Mackey and Rudnicki [7], Dyson et al. [3] and Adimy and Pujo-Menjouet
[1] have restricted the model by assuming that all cells divide exactly at the same age. In [4], Dyson et al. studied
an age and maturity structured model by considering that the cell division could occur at any age. They presentec
the basic theory of existence and uniqueness and properties of the solution operator. However, in their model,
they considered only one phase (the proliferating one) and the intermediary flux between the two phases was no
represented. But it seems that the resting phase is an important stage in the cellular replication: 95% of stem cell:
are in this phase (see [9]). We suppose here that the time required for a cell to divide is distributed with a density
a +— k(m,a) supported orft,7T] so O< t < a < T < +o0o. Then we obtain the boundary condition (3). This
hypothesis is in keeping with the experiments of Bradford et al. [2] on mice.

Integrating Eq. (1) by using the boundary conditions (3) and (4), we obtain a partial differential equation (6)
with time distributed delay and a nonlocal dependence in the maturity variable. Since we want to investigate the
influence of stem cells on the global population, we focus our study on Eq. (6) which describes the process of
division.

We show in Theorem 2.1 that, if the proliferation phase duration is long enaughr(), the population of
stem cells influences the behaviour of the total population after a fixed time; in fact, if there is no stem cells in the
initial stage, then we obtain the population’s dying out after a fixed time in Corollary 2.2. Biologically, this result
corresponds to the aplastic anemia, a disease which can be caused by an injury or a destruction of stem cells (it i
believed that the major blood diseases are due to a destruction of stem cells).

We complete this result with Theorem 3.1, which deals with an invariance result: when the mortality in the
resting phase is high or when only few cells are introduced from the resting phase to the proliferating phase, then
the total population is dominated by the population of stem cells. This result is a first step to prove a general result
of global stability of the system.

1. Introduction

A l'origine de notre travail se trouve un modele introduit par Mackey en 1978 [5]. Il s’agit d'un modéle
non-linéaire structuré en age et maturité, décrivant la production des cellules sanguines dans la moélle osseus
Ces cellules (globules rouges, blancs et plaquettes) ont toutes une existence limitée et sont donc renouvelée
de fagon continue (6 celluleg/jour [9]). Ce processus de renouvellement s’appuye sur une grande réserve de
cellules souches (cellules de petites maturités) dans toute la moélle osseuse, d'ou leur réle fondamental dans |
production cellulaire. Plus précisément, les cellules souches donnent d’abord naissance, par division, a des cellule
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progéniteursqommitted stem cells) et, a la fin de cette étape, elles se transforment irréversiblement en cellules
totalement différenciées qui ne se divisent plus. Ces derniéres cellules quittent la moélle osseuse, entrent dans |
circulation sanguine et meurent aprés quelques jours.

Nous nous intéressons, dans cette Note, au processus de prolifération cellulaire dans la moélle osseuse, dept
les cellules souches jusqu’'a la différenciation, qui est considérée ici comme une mortalité naturelle.

Nous supposons que la vie d’'une cellule est divisée en deux phases : une phase de prolifération et une phas
de repos. Dans la phase de prolifération (phase active du développement cellulaire), dont la durée est limitée, le
cellules augmentent leur maturité puis se divisent, donnant chacune naissance a deux cellules filles, ou meurel
par apoptose (suicide cellulaire) avec un tauxChacune des cellules filles entre ensuite immédiatement dans
la phase de repos, ou, contrairement a la phase de prolifération, elle peut demeurer toute sa vie. Elle peut aus
y mourir avec un taux, correspondant a la différenciation cellulaire, ou bien étre introduite dans la phase de
prolifération avec un taug. La nature du signal déclenchant la réintroduction dans la phase de prolifération est
mal connue. Cependant, dans certaines populations de cellules souches, il semble étre controllé par différente
protéines a différents niveaux de maturité (Sachs [8]). Il est donc naturel de supposer que le niveau de maturité e
le nombre total de cellules dans la phase de repos déterminent le passage des cellules de la phase de repos v
la phase de prolifération (voir condition (4)). La maturié dans ce modéle, est une notion différente de la taille
(utilisée dans les modéles classiques de mitose), c’est une variable décrivant le niveau de développement d'un
cellule (quantité d’ADN ou d’ARN synthétisé, taux de mitochondries). Il existe des cellules de maturité aussi
petite que I'on veut (cellules primitives) dans la moélle osseuse. Ces cellules déterminentle comportement de toute
la population de cellules sanguines. Cette maturité sera supposée continue et choisie-cOtetmn = 1.

Dans le modéle introduit par Mackey en 1978 [5] et qui a été étudié par Mackey et Rey en 1993 [6], Mackey et
Rudnicki en 1994 [7], Dyson et al. en 1996 [3] et Adimy et Pujo-Menjouet en 2001 [1], les auteurs ont considéré
le cas particulier ou les cellules se divisent au bout d’'un méme temps.fDies expériences faites sur des souris
par des biologistes (Bradford et al. [2]) ont montré que I'age de la cytocinése (la division proprement dite) n'est
pas le méme pour toutes les cellules. Dyson et al. [4], en 2000, ont étudié un modeéle structuré en age et maturit
en supposant que la cytocinése pouvait survenir a n’importe quel &ge. Dans leur modéle, la division est représenté
par la condition de bord

+00
p(t,m,0>=/ﬂ(a);a(r,m,a)da,
0

qui ne tient compte que d’'une seule phase, la phase de prolifération. Les échanges entre les deux phases, de ref
et de prolifération, n'apparaissent donc pas. Or, il semble que la phase de repos soit une étape importante dar
le processus de réplication cellulaire dans la moélle osseuse : & chaque instant, 95% des cellules souches sont
repos [9]. Nous considererons, dans notre travail, un cadre général ou la cytocinése est distribuée selon une densi
de supporfz, 7], avec O< t < T < 4+o0. Notre but, dans cette Note, est de mettre en évidence l'influence des
cellules souches sur le systéme. Notre étude portera donc sur Eq. (6), qui apparait comme I'équation principale di
processus de division. En supposant que la phase de prolifération est suffisamenttoagygg lous montrons

que l'unicité des solutions dépend uniguement des cellules souches et nous en déduisons un résultat d’invarianc
Ces résultats sont une premiére étape pour démontrer des résultats de stabilité des solutions du systéme.

Les équations de conservation décrivant I'évolution de la population sont les suivantes :

%n(r,m, a)+ %n(r,m, a)+ %(V(m)n(t, m,a)) =—(8(m)+ B(m, N(t,m)))n(t,m,a), (1)
a_p(ta m, a) + _p(ta m, a) + _(V(m)p(ta m, a)) = _V(m)P(fv m, a)7 (2)
t da om

oun(t,m,a) (resp.p(t,m, a)) désigne la densité de cellules de matwritét d’agea < [0, +00) (resp.a € [0, T])
dans la phase de repos (resp. de prolifération) au tengg0, +o0) et N(t,m) = f0+oon(t,m,a)da est la
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population totale de cellules de maturitédans la phase de repos. Nous supposons guet 8 sont des fonctions
continues et positives. Toutes les cellules sont supposées vieillir avec une vitesse unitaire et augmenter leur maturit
avec une vitess® vérifiantV (0) =0, V (m) > 0 pourm € (0,1], V € C1[0, 1] etf(;" Vdé) = 400, pourm € (0, 1].

Cette derniere hypothése signifie qu’une cellule de maturité nulle ne peut jamais atteindre un état ou sa maturité
serait non nulle.

Exemple 1. Si V (s) ~Oasl’, aveca >0etp > 1, alorsfé" % = +o0 pour toutm € (0, 1].
s—

Nous notongg(m) la maturité d’'une cellule fille lorsque la maturité de la cellule mére valaiLa fonction
g:[0,1] — [0, 1] est supposée continue, strictement croissante et tellg @ue< m pourm € (0, 1). De plus,
nous supposons quee C1[0,1) et queg~1(m) = 1 sim > g(1). Nous notons aussi I'application telle que
a — k(m, a) est la densité de suppdrt, 7] selon laquelle les cellules peuvent se divisemet> k(m, a) est la
proportion de cellules proliférantes pouvant donner une cellule fille de matugp@es division. Remarquons que
k(m,a) =0sim > g(1). En effet, la maturité d’'une cellule mére ne pouvant étre supérieure a 1, celle d’'une cellule
fille ne peut excéder la valegk1). Nous considérerons donc, dans toute la suite, que la maturité d’'une cellule fille
est comprise entre 0 g(1). Les conditions aux bords du probléme sont données par

n(t,m,O)=2/k(m,a)p(t,g_l(m),a) da, 3)

T
et
p(t,m,0)=B(m, N(t,m))N(t,m). (4)
La condition (3) signifie qu’une cellule de maturitépeut provenir de cellules d’ages compris entret 7. La

condition (4) représente le flux de cellules quittant la phase de repos pour la phase de prolifération.
Nous considérons le flat; : [0, 1] — [0, 1], s < 0, solution de I'’équation différentielle ordinaire

du
{E(s):V(u(s)), s <0, (5)
u(0) =m,

qui représente I'évolution de la maturité des cellules pour atteindre une matuiténstant 0 a partir d’'un temps
s < 0. Nous avongo(m) =m, 3(0) =0 etrg(m) € (0, 1] pours < 0 etm € (0, 1].

Nous pouvons remarquer qug peut s’écrire explicitement,(m) = h~1(h(m) €), pourm < [0, 1] ets <0,
ouh:[0,1] — [0, 1] est définie pah(0) =0 et

1

h(m)=exp<—/ Vd(ss)), pourm € (0, 1].

m

Nous définissons I'application : Rt x [0, g(1)] — RT par A(s,m) = m_s(g~1(m)). A est une application
décroissante par rapportét croissante par rapportm, et, pourm € (0, g(1)], A(s,m) < m Si et seulement si

-1
g ~(m) do
s> fm Vo)

En intégrant Eq. (1) par rapport & I'age et en utilisant (3) et (4), nous obtenons I'équation suivantezpour
etm € [0, g(1)],

9 9
EN(t, m) + 8—m(V(m)N(t, m)) = —(8(m) + B(m, N(t,m)))N(t, m)

+ 2/ Z(m, a),B(A(a, m), N(t —a, Aa, m)))N(t —a, A(a, m)) da, (6)
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ous(m,a) =k(m,a)exp{— [ y(A(s,m)) + V'(A(s, m)) ds}, pourm € [0, g(1)] eta > 0.

Eq. (6) est une équation de transport singuliére avec, dans le second membre, un retard distribué en temps
une dépendance non-locale en maturité qui est elle-méme fonction du retard temporel. Les conditions initiales
associées a Eq. (6) sont des fonctions définiegdsu x [0, g(1)].

2. Extinction dela population

Par des méthodes bien connues et sous des hypothéses classiques sur la partie non-linéaire, nous pouvc
démontrer I'existence et I'unicité des solutions de Eq. (6). De plus, en supposabtue- V'(m) > 0 pour
toutm € [0, g(1)], nous pouvons montrer que ces solutions sont positives.

Toutefois, nous voulons obtenir plus que 'unicité. Nous allons montrer, dans le Théoréme 2.1, que 'unicité des
solutions ne dépend pas de la condition initiale sur tout son domaine de défiijtidrk [0, g(1)] mais seulement
sur un domaine restreif, 7] x [0, b], oUb est aussi petit que I'on veut (cellules souches). Pour cela, hous avons
besoin de régularité sur la fonctigh Nous supposons que l'applicatian— x8(m, x) est lipshitzienne suR,
pour toutm € [0, g(1)], et nous faisons I'hypothése suivante :

g m)

AC >0, vm € (0, g(D)], /

m

Cette derniére hypothéese a une interprétation biologique simple. Elle signifie que le temps nécessaire a une cellul
de maturitén pour atteindre la maturit¢—1(m) de sa mére au moment de sa division est borné. Il est clair que, si
la condition (7) est vérifiée, alors

ds
<
V(s)

(7)

g7 tm)
To := SUp / ds < 400
0:= — .
m>0 V(S)
m
De plus, sit > 19, alorsA(a, m) < m pour touta € [z, T] etm € (0, g(1)].

Exemple 2. Si V (s) oLl aveca > 0, alors la condition (7) est réalisée si et seulemept(§) > 0.
N

—

Théoréme 2.1. Soient N1 et N> deux solutions de (6). Supposons que T > 1o et qu'il existe b € (0, h~1(e7 %))
tel que N1(¢, m) = Na(t,m) pour (z,m) € [0, T] x [0, b]. Alors, il existe 7 > 0 tel que N1(z, m) = No(t, m) pour
mel[0,g(D)]ett>1.

Démonstration. Commezr > 1o, alors O< h~1(e™%) < g(1). Nous montrons tout d’abord qui¥+(t,m) =
No(t,m), pourm € [0, b] ett > 0, en utilisant le lemme de Gronwall et la méthode des pas. Nous définissons
ensuite I'applicationx : [0, g(1)] — [0, g(1)] par a(m) = A(z,m). a est une application croissante vérifiant
a(m) < m pour toutm € (0, g(1)]. @ est donc inversible et nous notous son inverse. Commer(g(1)) =
h~1(e7T), nous prolongeons par continuité en posam (m) = g(1) pourm € [h~1(e"?), g(1)]. Considérons

les suites croissantés,,),cn €t (t,),cn définies par

bpy1= A(by), pourneN, byg=0>o,
et
h(bp+1)
h(bn)
Nous montrons par récurrence quensic [0,b,] ett > 1, alors N1(z,m) = N2(t, m). En remarquant que,

par définition deA, il existe M € N* tel queby < g(1) = by+1, NOUS posong = ry+1 €t nous obtenons
N1(t,m) = No(t,m) pourm € [0, g(D)] etr >¢. O

tn+1=tn+f+|n< ) pourneN, 1 =0.
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Nous déduisons de ce théoréme le corollaire suivant.

Corollaire2.2. St > rgetsil existeb € (0, h~1(e7 %)) tel que N(r, m) =0 pour m € [0, b] et r € [0, 7], alorsil
exister > 0tel que N(z,m) =0pour m € [0, g(1)] ett > 1.

Ce résultat souligne, dans le cas d’'une absence de cellules souches dans le milieu initial, I'extinction de la
population aprés un temps finiCe cas correspond, biologiquement, a I'anémie aplasique.

3. Invariance

Dans cette partie, nous noton¥ la solution du probléme (6) pour une donnée initidle= ¢ sur[0, T] x
[0, g(1)]. Pour tout réeb € (0, g(1)], nous définisson- ||, pour toutu € C([0, T] x [0, g(1)]), par

; (1,m) €10, 7] x [0, b]}.

lullp == sup{|u(t, m)

Nous notond := inf,,¢[0,¢(1)1(8(m) + V' (m)) etz :=sup|¢(m, a)l; (m,a) € [0, g(1)] x [0, T]}. Soit K une
constante de Lipschitz de I'applicatian— x8(m, x).

Théoréme 31. S 7 > 19 et K(2(T — 1) + 1) < I alors, pour tout b € (0, g(1)] et toute fonction ¢ €
C([0, 7] x [0, g(D)]), il existet > O tel que [N?(z, m)| < |l¢]l5, pour m € [0, g(1)] et t > 1.

Démonstration. Il est clair que les hypothéses du théoréme impliquent fJue 0. Soientb € (0, g(1)] et
¢ € C([0,T] x [0, g(1)]). Nous définissons, poure [0, 7], I'applicationg, par

_Je@,m), simel0,b],
ep(t,m) = {go(t, b), simelb, gDl

Nous montrons alors que, pouc> T etm € [0, g(D)], [N?(t,m)| < |lgpllg).- De plus, commep = ¢, sur
[0, 7] x [0, b], alors, d’aprés le Théoréme 2.1, il existe= O tel que N¢(t,m) = N¥ (r,m) pourt >t et
m € [0, g(1)]. Enfin, commé|¢y|l(1) = |l¢ll5, NOUS obtenons le résultat attendur

Sil'inégalité K (2(7 — t)¢ + 1) < I est satisfaite, ce qui est le cas, par exempl#&, sit petit ow grand, alors
la population totale dans la phase de repos est dominée, a partir d’'un certain temps, par la population de cellule
souches dans la phase initiale. Le caskbest petit correspond, biologiguement, a une faible réintroduction de
cellules de la phase de repos vers la phase de prolifération et le ¢assbgrand a un fort taux de mortalité dans
la phase de repos.
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