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Résumé

Pourq = 1, . . . , n − 2, D etD′ domaines relativement compacts deCn, convexes, de type fini respectifm etm′ tels que
D′ contienne l’adhérence deD, nous montrons l’existence d’un opérateur linéaireT̃ ∗

q deC0,q(D
′ \D) versC0,q−1(D

′ \D)
tel que pour toute(0, q)-formeh de régularitéCk jusqu’au bord,̄∂-fermée,T̃ ∗

q h soit de régularitéCk+1/max(m,m′) jusqu’au

bord et∂̄ T̃ ∗
q h= h. Pour cela, nous devons adapter aux couronnes la méthode introduite par Diederich, Fischer et Fo

notamment échanger le rôle des variablesz et ζ . Mais sur le bord, le noyau d’intégration n’a plus le même comportemen
dans le cas des domaines convexes et nous serons forcés de modifier la fonction de support de Diederich et Fornaess,
en rompant son holomorphie. Aussi, nous veillerons à ce que le terme résiduel ainsi engendré soit très régulier. Il res
à résoudre l’équation̄∂ pour ce dernier.Pour citer cet article : W. Alexandre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Ck estimates for convex domains of finite type inCn are known from Alexandre (C. R. Acad. Paris, Ser. I 335 (2002) 23–
We now want to show the same result for annuli. Precisely, we show that for all convex domainsD andD′ relatively compact
of C

n, of finite typem andm′ such thatD ⊂D′, for all q = 1, . . . , n−2, there exists a linear operatorT̃ ∗
q fromC0,q (D

′ \D) to

C0,q−1(D
′ \D) such that for allk ∈ N and all(0, q)-form f , ∂̄-closed of regularityCk up to the boundary,̃T ∗

q f is of regularity

Ck+1/max(m,m′) up to the boundary and̄∂T̃ ∗
q f = f . We fit the method of Diederich, Fisher and Fornaess to the annu

switchingz andζ . However, the integration kernel will not have the same behavior on the frontier as in the Diederich–F
Fornaess case and we have to alter the Diederich–Fornaess support function which will not be holomorphic anymore.
take care of the so generated residual term in the homotopy formula and show that it is extremely regular so that so∂̄
problem for it will not be difficult.To cite this article: W. Alexandre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

SoientD etD′ deux domaines convexes relativement compacts deCn de types finis respectifsm etm′. Notons
respectivementr et r ′ leurs fonctions définissantesC∞ convexes surCn, de gradient non nul dans un voisinage
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bD et bD′ respectivement. PourD′, nous garderons la fonction de support de Diederich–FornaessS′ déjà utilisée
dans [2] et [1]. PourD, ce choix est infructueux : dans [2], on évalue les dérivées deQ, la décomposition de
Leray deS et par exemple(∂Q2/∂ζ

′
1)(z0, ζ ) où ζ ′

1 désigne la direction normale enζ0 projeté dez0 sur le bord
deD. Ce terme a une mauvaise estimée si bien qu’il manque un facteurε pour conclure. Mais Diederich, Fisch
et Fornaess ont remarqué que puisque le domaine d’intégration est le bord seules les composantes tange
ζ comptent ce qui leur permet de trouver cetε. Ici, le problème n’est plus de la même nature : nous allons a
un terme(∂Q2/∂z

′
1)(z0, ζ ) et nous ne pouvons pas considérer les seules composantes tangentielles enz. Pour

trouver ce facteurε, nous devons modifier la fonction de support de Diederich–Fornaess deD. Nous notonsS la
fonction construite dans [3] dont nous rappelons ici la définition.S est définie dans un repère centré enz et de base
{ω1, . . . ,ωn}, ω1 est la normale enz, par :

Sz(ω)= ∂rz

∂ω1
(0)ω1 +Kω2

1 − c
m∑
j=2

M2j σj
∑
|α|=j
α1=0

1

α!
∂j rz

∂ωα
(0)ωα,

où nous avons confondu les coordonnées d’un point dans ce nouveau repère et les vecteurs de sa b
définissons deux fonctionŝS etT dans le même repère queSz par :

Tz(ω)= 2
n∑
j=1

∂2rz

∂ω1∂ωj
(0)ωjω1 − c

m∑
j=2

σjM
2j j + 1

j

∑
|β|=j
β1=0

1

β!
∂j+1rz

∂ω1∂ωβ
(0)ωβω1,

Ŝz(ω)= ∂rz

∂ω1
(0)ω1 +Kω2

1 − c
m̂∑
j=2

M2j σj
∑
|α|=j

1

α!
∂j rz

∂ωα
(0)ωα + Tz(ω).

En utilisant les basesε-extrémales définies par McNeal dans [5], nous montrons :

Proposition 1. Il existe un voisinage V de bD, ε0, c+, c−, c1> 0 tels que pour tout z de V , tout ε ∈]0, ε0] et ζ de
Pε(z) \ c1Pε(z) nous ayons uniformément par rapport à z, ζ et ε :∣∣Ŝ(z, ζ )∣∣ � ε + c−

(
r(z)− r(ζ )), si r(z)− r(ζ )� 0,

∣∣Ŝ(z, ζ )∣∣ � ε+ c+
(
r(z)− r(ζ )) sinon.

Démonstration. Le Lemme 0.2 de [1] montre que tous les termes deŜ rajoutés àS sont de l’ordreε3/2. Ensuite,
la méthode de [2], permet de minorer|S(z, ζ )| parε. Il reste à choisirε0 suffisamment petit. ✷

Pourα réel, nous notonsDα = {z ∈ Cn, r(z) < α}. Comme dans [3], le résultat de la Proposition 1 n’est
global : il faut globaliser̂S sans détruire sa structure locale lorsquez est proche debD etζ dez. Nous ne cherchon
pas à avoir une fonction holomorphe et n’avons donc aucun problème pour montrer :

Proposition 2. Il existe α,R∗ > 0 et une fonction S̃ ∈ C∞((Cn \ D−α/2) × Cn) tels que : (i) Pour tout z de
Cn \D−α/2, S̃(z, z)= 0. (ii) Pour tout z de Cn \D−α/2 et tout ζ de Dα/4, si z appartient à V et si |z− ζ | �R∗/2,
alors S̃(z, ζ )= Ŝ(z, ζ ) et si z n’appartient pas à V ou si |z− ζ | �R∗/4, alors |S̃(z, ζ )| � 1.

Démonstration. SoitR∗ > 0 tel que pour toutz deV , la boule de centrez de rayonR∗ soit incluse dansPε0(z).
Si ζ est loin dez, nous définissons̃S en projetantζ sur la sphère de centrez et de rayonR∗/2 et sinoñS coïncide
avecŜ. (i) est alors vérifié. Soitα > 0 petit afin que si|ζ − z| � R∗/4 et r(z) � r(ζ ), lorsque l’on applique la
Proposition 1,ε compensec−(r(z)− r(ζ )). La Propositon 1 montre alors (ii).✷

Nous définissons le noyau : SoitQ′ la décomposition de Leray deS′ donnée dans [1]. Nous définisso
pareillement celle dẽS : soit Φ(z) la matrice de passage de la base canonique à{ω1, . . . ,ωn}, Q̃(j)z (ω) =
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∫ 1
0
∂S̃z
∂ωj
(tω)dt et Q̃(z, ζ )= Φ(z)t (Q̃(1)z (Φ(z)(ζ − z)), . . . , Q̃(n)z (Φ(z)(ζ − z))) de sorte que

∑n
j=1 Q̃j (z, ζ )(ζj −

zj ) = S̃(z, ζ ). Nous posons :η0(z, ζ ) = ∑n
j=1

ζj−zj
|ζ−z|2 dζj , η1(z, ζ ) = ∑n

j=1
Q′
j (ζ,z)

S ′(ζ,z) dζj si ζ n’appartient pas

à D′, η1(z, ζ ) = ∑n
j=1

Q̃j (z,ζ )

S̃(z,ζ )
dζj si ζ est dansD, η(z, ζ, λ) = (1 − λ)η0(z, ζ ) + λη1(z, ζ ) et Ωn,q =

(−1)q(q−1)/2

(2iπ)n
(
n−1
q

)
η ∧ (∂̄zη)q ∧ (∂̄ζ,λη)n−q−1. Soit Bn,q−1 le noyau de Bochner–Martinelli,̃Kn,q =Ωn,q restreint

àλ= 1. Pourh ∈ C0,q(D′ \D), n− 2 � q � 1, z ∈D′ \D, nous posons :

Ťq(h)(z)=
∫

(ζ,λ)∈b(D′\D)×[0,1]
h(ζ )∧Ωn,q−1(z, ζ, λ)−

∫
ζ∈bD

h(ζ )∧Bn,q−1(z, ζ, λ).

R̃qh(z)= −
∫
bD

h(ζ )∧ K̃n,q (ζ, z).

La formule de l’homotopie nous indique queh= ∂̄Ťq(h)+ Ťq+1(∂̄h)+ R̃qh. De plus :

Théorème 3. Pour tout q = 1, . . . , n− 2, Ťq :C0,q(D′ \D)→C
1/max(m,m′)
0,q−1 (D′ \D) est continu.

Théorème 4. Pour tout q = 1, . . . , n− 2, tout k ∈ N, et toute (0, q)-forme h, continue jusqu’au bord, ∂̄-fermée si
q = n− 2, R̃qh est de régularité C∞ sur un voisinage de Cn \D.

Nous avons besoin de majorer les̃Qi et leurs dérivées. Nous fixons un pointz dansV et supposons pour allég
les notations que la base canonique coïncide avec la base{ω1, . . . ,ωn} définie parΦ(z).

Lemme 5. Soient ε ∈ ]0, ε0], ζ ∈ Pε(z), i, j = 1, . . . , n, k = 2, . . . , n et δj = ∂/zj + ∂/ζj . Alors

∣∣Q̃i(z, ζ )∣∣ � ε

τi(z, ε)
,

∣∣∣∣∂Q̃i∂zk
(z, ζ )

∣∣∣∣ � ε

τi(z, ε)τk(z, ε)
,

∣∣∣∣∂Q̃i∂z1
(z, ζ )

∣∣∣∣ � ε

τi(z, ε)
,∣∣∣∣∂Q̃i∂ζ1

(z, ζ )

∣∣∣∣ � ε1/2

τi(z, ε)
,

∂Q̃i

∂ζk
(z, ζ )= 0,

∂Q̃1

∂ζi
(z, ζ )= 0,∣∣∣∣ ∂2Q̃i

∂ζk∂zj
(z, ζ )

∣∣∣∣ � ε

τi(z, ε)τ
′
j (z, ε)

,

∣∣∣∣ ∂2Q̃i

∂ζ1∂zj
(z, ζ )

∣∣∣∣ � ε1/2

τi(z, ε)τ
′
j (z, ε)

,

∣∣∣∣δj ∂Q̃i∂zk
(z, ζ )

∣∣∣∣ � ε1/2

τi(z, ε)τk(z, ε)
,

∣∣δj Q̃i(z, ζ )∣∣ � ε1/2

τi(z, ε)
,

∣∣∣∣δj ∂Q̃i
∂ζ k

(z, ζ )

∣∣∣∣ � ε1/2

τi(z, ε)
,

∣∣∣∣δj ∂Q̃i∂z1
(z, ζ )

∣∣∣∣ � ε1/2

τi(z, ε)
,

∣∣δj S̃(z, ζ )∣∣ � ε1/2,

où τ ′
l (z, ε)= τl(z, ε), si l �= 1 et τ ′

1(z, ε)= τ1(z, ε)1/2.

Démonstration. Les termes rajoutés dẽS sont négligeables face àε pourvu que l’on ne dérive pas par rappor
la direction normale conjuguéez1. Ils ne changent alors pas les estimations obtenues dans [2] et [1]. D’autr
ces termes ont été calculés de sorte que si on dérive par rapport àz1, ils compensent exactement les termes gên
et permettent un gain d’un facteurε1/2 par rapport à [1]. ✷
Démonstration du Théorème 3. Le Lemme 5 fournit toutes les estimations pour appliquer la technique emp
dans [2] pour l’intégration surbD ; l’intégration surbD′ a déjà été faite dans [2].✷
Démonstration du Théorème 4. Si q �= n− 2 : K̃n,q est de degrén − q − 1 � 2 enζ , et le Lemme 5 montre
queK̃n,q (z, ζ )= 0 pour toutz deV et toutζ dePε0(z). D’après la Proposition 2̃S(z, ζ ) est non nul pourz dans
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Cn \D−α/2 et ζ dansDα/4 tels que|ζ − z| � R∗
4 et donc pour toute(0, q)-formeh, R̃qh estC∞ surCn \D−α/2.

Si q = n − 2 : Comme∂̄zK̃n,n−3 est ∂̄ζ -fermé, il existe un voisinageU de D et u ∈ C∞((Cn \ Dα/2) × U)

tel que ∂̄ζ u = ∂̄zK̃n,n−3. Pour z fixé dansD′ \ D, ∂̄ζ K̃n,n−2 − u sera ∂̄ζ -fermée surDr(z)/2 ∩ U . Il existera
donc vz ∈ C1

n,0(D) telle que∂̄ζ vz = ∂̄ζ K̃n,n−2 − u. Le théorème de Stokes montre que pour touth ∂-fermée,

R̃n−2h= ∫
bD h∧ u et la régularité deu implique celle dẽRn−2h. ✷

Ťq permet d’exhiber un opérateur qui satisfera les estiméesC0. Pour obtenir les estiméesCk , nous le modifions
comme Lieb et Range dans [4]. SoitG := {z,0 � r(z) > −β ou 0� r ′(z) < β}, β > 0 suffisamment petit, e
E :C0(D′ \D) → C0((D′ \ D) ∪ G) l’opérateur de prolongement de type Seeley utilisé dans [4]. Pour
(0, q)-formeh, toutz deD′ \D, nous posons̃Mqh(z)= ∂̄z

∫
G×[0,1]Eh(ζ )∧Ωn,q−2(z, ζ, λ) si q �= 1, M̃1h(z)= 0

sinon,R̃∗
qh(z)=

∫
G∩D Eh(ζ )∧ K̃n,q−1(z, ζ ) et : Ť ∗

q h(z)= Ťqh(z)− M̃qh(z)− R̃∗
qh(z).

Théorème 6. Pour q = 1, . . . , n− 2 et k ∈ N, Ť ∗
q :Ck0,q(D′ \D)→ C

k+1/max(m,m′)
0,q−1 (D′ \D) est continu.

Démonstration. Si k = 0 : Comme pourŤq , le Lemme 5 permet de montrer queMq : C0,q(D′ \D) →
C

1/max(m,m′)
0,q−1 (D′ \D) est continu. Comme pourR∗

q , on montre que pour touth ∈ C0,q(D′ \D), R̃∗
qh est de

régularitéC∞ dans un voisinage deD′ \D. La continuité deŤ ∗
q découle alors du Théorème 3.

Si k > 0 : Soit h une (0, q)-forme de régularitéCk sur D′ \D. Le théorème de Stokes implique q
Ť ∗
q h = − ∫

G×[0,1](∂̄ζEh) ∧Ωn,q−1 − ∫
(D′\D)∪GEh ∧ Bn,q−1. Comme dans [1] et [6], nous utilisons l’opérate

δj = ∂
∂zj

+ ∂
∂ζj

, et manipulonšT ′
qh := ∫

G×[0,1] ∂̄ζ Eh∧Ωn,q−1 pour écrire :

∂Ť ′
qh

∂zj
=

∫
G

(
∂Eh

∂ζj
−E ∂h

∂ζj

)
∧ K̃n,q−1 −

∫
G∪D

∂Eh

∂ζj
∧Bn,q−1 − Ť ∗

q

(
∂h

∂ζj

)

+
∫

G×[0,1]
∂̄ζEh∧ δjΩn,q−1 +

∫
G×[0,1]

(
∂Eh

∂ζj
−E ∂h

∂ζj

)
∧ ∂̄zΩn,q−2. (1)

Pour gagner les facteursε manquants lors des dérivations successives du noyau, remarquons que pour toε > 0
et toutζ dePε(z) ∩D, nous avons|∂̄ζEh(ζ )| + | ∂Eh

∂ζj
(ζ )−E ∂h

∂ζj
(ζ )| � ck‖h‖k,D′\Dε

k−1. Ainsi, la séparation du

domaine d’intégration, [1] et l’application répétée du Lemme 5 dans (1) permet de montrer queŤ ∗
q h appartient à

C
k+1/max(m′,m)
0,q−1 (D′ \D) et la continuité děT ∗

q . ✷
Nous finissons maintenant la construction de l’opérateurT̃ ∗

q annoncé dans le résumé. Soith ∈ C0,q(D′ \D),
∂̄-fermée. De l’égalitéh= ∂̄ Ť ∗

q h+ ∂̄R̃∗
qh+ R̃qh, nous déduisons quẽRqh est∂̄-fermé. Étant donnée la régulari

de R̃qh au delà deD′ \D, il n’y a aucun problème pour trouver un opérateurT̂q tel que T̂q R̃qh soit dans
C∞

0,q−1(D
′ \D) et ∂̄ T̂q R̃qh= R̃qh. L’opérateur̃T ∗

q = Ťq + R̃∗
q + T̂q R̃q satisfera les estiméesCk énoncées.
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