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Résumé

Nous développons une méthodologie de choix optimal de produits financiers & émettre pour couvrir un risque non-
échangeable sur les marchés financiers. Le probleme est posé en termes de minimisation du risque supporté par I'émette
sachant que I'acheteur ne rentre dans le contrat que si son niveau de risque reste inférieur a un certain seuil. Les deux agents ¢
également la possibilité d’investir sur les marchés. Le probleme se réduit & un unique probléme d’optimisation convexe dont la
solution dans le cas entropique est proportionnelle a I'exposition initiale de I'émdemrciter cet article: P. Barrieu, N. El
Karoui, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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Abstract

We develop a methodology to optimally design a financial issue to hedge non-tradable risk on financial markets. Modeling
involves a minimization of the risk borne by issuer given a buyer constraint, who enters the transaction if and only if his risk level
remains below a given threshold. Both agents have also the opportunity to invest all their residual wealth on financial markets.
The problem is reduced to a unique convex optimization problem and its solution in the entropic framework is proportional to
the issuer initial exposurdo citethisarticle: P. Barrieu, N. El Karoui, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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Abridged English version

At a future dateT", a given economic agetit is exposed towards a non-tradable rigKor an amounX (©, ),
wherew denotes a market scenario. He wants to issue and sell a strici®tev) to another agem for a pricer .
Both agents have also the opportunity to invest their residual weakbr(E andx — x for A) in a financial market.
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The set of all admissible strategies is characterized by the;sef their associated terminal gaify, r denotes the
capitalization factor from O t@'.

The agents assess their risk using a risk measure, convex in the sense of Foéllmer and Schied [8], respectivel
denotedor andpy.

The problem of agenk is then to minimize his risk

rp|7|11 pE(X — F +mfor +&E)

§eeVr
under the constraint that ageffinds an interest in doing the transaction:

min pa(F 4+ (x —m)Bo,r +£4) < Min pa(na + xBo.7).
ExeVr naeVr

We prove that the presence of a financial market modifies the initial risk measti@sd o4 and leads to the
definition of new risk measurgs; and o’y (Eq. (6)). The pricing rule is then obtained (7) and the problem is
reduced to a unique convex optimization problem

min{pf (X — F) + pj (F)}.

In the entropic framework, when the initial risk measures are given by (9), the optimal stra¢tigexplicitly
obtained in the general case and in the restricted situation where agents take their financial decisions by simply
considering the information contained in asset prices. In both cases, the optimal structure is given by (Theorems 2.!
and 2.2)

VE

Ff=—""_X.
YE + YA

1. Cadred’étude
1.1. Notations et mesure de risque

Nous considérons deux agents économiques, notés respectiveratAt(« émetteur » et « acheteur»). A une
date futureT fixée, 'agentE est exposé pour un montaXit= X (®, ) a un risque non-négociable sur les marchés
financiers, que nous désignons par w est un scénario de marché quelcongtiecherche a émettre un produit
financier F = F (O, w) de prix = afin de réduire son exposition. D'autre part, les deux agénét A peuvent
également investir toute leur richesse résiduetlegur I'agentE etx —  pour I'agentd) dans le marché financier
a travers une stratégie optimale.

Afin d’apprécier leurs positions, les deux agents utilisent une mesure du risque, notée respectiverhpnt
Ces deux mesures sont convexes au sens de Follmer et Schied [8] : ainst, powspace linéaire de fonctions
bornées, les fonctions

pi X =R, ¥ — pi(¥) (1)
sont décroissantes, convexes et « invariantes par translation d’'une constante » :
VmeR p;(¥+m)=p;(¥)—m. ()

Intuitivement,p; (W) peut s’'interpréter comme le montant que I'agedbit détenir afin d’annuler le risque de sa
position risquéa : p; (¥ + p; (¥)) = 0 et tout risque acceptable a une mesure associée négative.

Dans toute la suiteX est un sous-ensemble des variables aléatoires boffg@sesurables, définies sur un
espace de probabilités filt2, 7, P, (F;,t € [0, T))).

Les mesures de risques considérées sont relatives a des risques financiers. En particulier, ce sont des mesul
de risque «forward » au sens ou les flux constanfpayés erf” sont financés par un placement sans risque en 0
d’'un montantn /Bo,r.
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1.2. Problématique

Les deux agents peuvent investir dans un marché financier dont les actifs de base sont évalués par leu
prix a terme enT, noté S. On suppose qués;, ¢ € [0, T]) est une semi-martingale vectorielle, localement
bornée. Les stratégies de portefeuille autofinangantes sont des processus prépjgibledesquels les intégrales
stochastiques par rapporasont bien définies et bornées inférieurement.

L'ensemble des stratégiasimissible®st caractérisé par leurs gains terminaux associés :

T
Vr CGr = <§T = /(go,, dSt))- (3
0

On suppose qu¥r est un sous-espace vectoriel de variables aléatoires bornées.
L'agent E cherche a déterminer la structu®, =) ainsi que sa stratégie de portefeuille, de dainde fagon a
minimiser sa mesure de risque global :

r}up pe(X — F+nBor +E&E). (4)
EpeVr

La contrainte de I'émetteur est de trouver un acheteur. Cela se traduit par le fait que Kadgt@voir un intérét &
faire cette transaction. Au minimum (i.e., dans le cas le moins favorable pour I'investisseur), la stFuntidit
pas augmenter sa mesure de risque. Ainsi, I'acheteur va simplement comparer deux mesures de risque, la premié
correspond au cas ou il investit optimalement toute sa richesse initiale sur les marchés financiers et la seconde &
situation ou il entre dans |&-transaction mais investit également sa richesse résiduelle sur les marchés.

Avec des notations évidentes, I'acheteur accepfe-teansaction si :

min pa(F 4+ (x —m)Bo,r +£4) < Min pa(na + xBo.7). )
Ea€VT na€Vr

Notons que, par la propriété d’'invariance par translation, cette contrainte ne dépend pas de la richesse initiale d
I'acheteur. Celui-ci est actif dans le choix des stratégies financieres mais a un réle « passif ¥dtas$action :
il décide seulement s'il accepte d’acheter cette structure.

1.3. Modification des mesures de risque initiales et régle d’évaluation
Dans toute la suite, nous supposerons qu&iffp; (§) > —oo.

Le point de vue de I'acheteurIntroduisons les mesures de risque recentrées et invariantes par trangition,
définies comme :

. . A
m i (P + —m i = o (Y). 6
Ee\l/r;p( §) SE]IEIO@) P; V) ( )

La contrainte de I'acheteur s’écrit naturellement en termes de mesure de risque modifiée comme

pA(F —mpor) <0
et traduit simplement le fait que le risque lié & Fatransaction doit étre acceptable pour I'acheteur. Ceci est
équivalent & dire que le prix de la structureest déterminé par I'agent :

Proposition 1.1. La régle d’évaluation de la structurg est donnée par

mpor = —pj (F). (7
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Cette regle d’évaluation correspond a un prix d’indifférence pour I'agefin effet, pour cette fonction de prix
et du point de vue de la mesure de risque de mapghd&agentA est indifférent entre faire la transaction et ne pas
la faire.

Le point de vue de I'émetteur face a un acheteur rationnkee programme de I'émetteur (4) est équivalent au
programme utilisant la mesure modifig¢ (X — F + mBo 7). Linvariance par translation et la rationalité de
I'acheteur permettent alors de réécrire le programme comme :

min{pz (X — F) + o (F)}. (8)

2. Résultats principaux

Pour des motivations économiques et interprétatives, nous nous intéressons ici a la caractérisation de la solutio
et, pour cela, nous étudions le cas ou les mesures de risque initiales des deux agents sont de type entropique :

pi(llf)ép(m,w)— InEp[exp(— Vz!l’)]—sup{lE@( W)——h(@/P)} 9)
Vi Q«P

ol y; est le coefficient d’aversion pour le risque de I'ageet 2 (Q/PP) est I'entropie relativede Q par rapport &
la probabilité priorP.

2.1. Mesure de risque modifiée

La premiére étape consiste alors a montrer que les mesures modifiées asgoeiggs(¥) sont des mesures
de risqueconvexesen étudiant les propriétés de rpify, o; (¥ + &).
D’aprés (9), 'inégalité suivante prévaut :

p(yi, ¥ +§) = sup {EQ( l1’)——h(@/]1]>)}
QeQr

ou Qr estI'ensemble des probabilit€stelles quekg(§) = 0 pour toutt € Vr.
Ce minorant ne dépendant pasgél vient :

. 1
min p(y;, ¥ +§&) > sup {EQ( l1’)——h(Q/P)}
§eVr QeQr

Pour obtenir I'égalité migey, p(vi, ¥ + &) = SUpyeo, {Eo(—¥) — h(@/]P)} des hypothéses supplémentaires
(cf. les Théorémes 2.1, 2.2 ouBXte Delbaen et al. [6]) sont necessawes De plus, comme dans El Karoui et al. [7],
on déduit de I'existence d’'une mesure entropique minirgld’identité suivante :

P (VZ,W)—mIn p(yi, ¥ +E&)— mln p(yz,é)—QSUQp {EQ( !l’)—;h(@/@T)} (10)

Des lors, la mesure de risqué’ est une mesure de risque convexe, centrée. C'est une mesure entropique pour
laguelle 'ensemble des probabilités considérées est restréiipt a

1 L'entropie relative de) par rapport & est définie par :

d d B
Ep(RndY) sio«P,
+00 sinon

h@QIP) =
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2.2. Structure optimale dans un marché incomplet

Théoréme 2.1. La structure optimale est donnée par

pro_YE ¥
YE + YA

De plus, apres laF-transaction, les deux agents ont la méme mesure de rigug=y/(ve + va), X).

Etapes de la preuve. La preuve de ce résultat nécessite plusieurs étapes. Tout d’abord, nous étudions le cas ou
I'exposition initiale de I'ageni est nulle. La structure optimale est alors donnéeRyae 0. En effet, la fonction

a minimiser dans le programme (8) est toujours négative ou nulle puisqu’elle vaut 0 en 0. D’autre part, suivant
Eq. (10) :

P (v, W) > Eqy (W) (11)

la fonction & minimiser est également toujours positive. Par conséquent, O est optimal.
Lorsque I'exposition initiale de I'agerft n'est pas nulle, il est possible de se ramener a cette premiéere étude

grace a la translatioR = VE”fVA X + @ dans le programme initial. Par le changement de probabilités

@ _ exp(—(yeva/(ve +va)X)
dP  Eplexp(—(yeya/(VE +va) X)]

et I'introduction d’une nouvelle mesure de risqué&(y;, ¥) = %Inpr [exp(—y;¥)], on retrouve la situation
précédente par rapporiamais en faisant référence a cette nouvelle mesure de risque.

2.3. Extension au cas d’information partielle

Nous supposons désormais que les agents ont investi dans les marchés financiers a I'aide de stratégies dépend
des actifs de marché uniquement, i.e. prévisibles par rapport a la filtration régularisée a droite et compléte engendré
parS:FS =o(Sy; 0<u<t).

L'ensemble des stratégieslmissiblesst alors caractérisé pmi, I'espace vectoriel des variables aléatoires
bornées dg; :

T

V§§Q§={€r=/(¢z,d&>; wePS}EQT. (12)
0
Nous supposons que la dynamique des actifs de marché est donnée par :
ds;
Tt =ut, S, 0)dt +o(t,S;)dW;, (13)

ou W estun(P, J;)-mouvement Brownien multi-dimensionnel@t= (©,; 0 <t < T) estun processuy-adapte,
que l'on suppose indépendant & (hypothése standard en théorie du filtrage). En utilisant des techniques
classiques en filtrage, on peut montrer qu§dmarché estomplet(cf. Barrieu [2], Becherer [3]).

Reprenons la mesure de risque entropique définie en (9). La mesure de risque mptiifiégeut étre
introduite comme précédemment’™ S (y;, ¥) = mi”sevg p(yi, ¥ +&)— minéevg o(vi, &). Puisque leS-marché

est complet, pourtolf € V3, o™ (y;, Z) est simplement égal & I'opposé de son prix forward, ieE@T (Z),ou

@T est la probabilité forward-neutre associéeSamarché a la dat&, définie par : @T/d]P’ = EP(HT/]-'}S)ﬁo,T
avecHry la densité des prix d'état de la dafe
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De plus, en reprenant la définition méme de la mesure entropique (9), on peut noter que
. . 1
min p(y, ¥ +£) = min ,0()/, —=InEp(exp(—y¥)/F7) +$>.
geVs geVs Y
Ainsi :
1
Sy, W) = p'"’S(% —;'”EP(GXD(—VW)/Tg))

1
- ;E@T{InEp[exm—ylﬁ)/}'ﬂ} > Eg, (Bp(-¥/F})).

En utilisant les mémes arguments que précédemment, on retrouve qu'aprésalesaction, les deux agents se

comportent comme si ils avaient la méme mesure de rigtful VE}fm , X) eton trouve a nouveau :

Théoréme 2.2. La structure optimale est donnée pAf = %x.

2.4. Commentaires

La structure optimale ne dépend du marché financier qu’a travers la régle évaluation (7) qui est faite sous
la mesure de risque modifiée par les actifs de marché. D’autre part, la distribution (marginale) de la source de
risque non-échangeable n’a aucun impact sur la forme de la solution. De plus, I'émetteur a un intérét a vendre une
structure si et seulement s'il est initialement exposé (ou plus précisément, si son exposition initiale differe de celle
de l'acheteur). La logique sous-jacente a ce contrat est une logique d’assurance, de couverture et non une logigt
spéculative.
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