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Résumé

Dans cette Note, nous nous intéressons a la catégorie dériéepiivariante d'un schéma projectif lis& sur un corps
algébriquement clok, sur lequel agit un groupe réductif fiGi. Nous comparons la catégorie dériv@etquivariante d& avec
la catégorie dérivée du quotient en donnant un critére de descente. Ce résultat généralise un théoreme de Ketinstedesn
G-équivariante sur des courbes (K. Lgnsted, J. Math. Kyoto Univ. 23 (4) (1983) 775—-793). Nous donnons également une versior
G-équivariante de I'équivalence de catégorie dd@iBgon (Funct. Anal. Appl. 12 (1979) 214-216) et traitons I'exemple de la
droite projective Pour citer cet article: S. Térouanne, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

In this Note, we are interested in tli&-equivariant derived category of a smooth projective scheme over an algebraically
closed fieldk, on which a reductive finite grou@ is acting. We compare thé-equivariant derived category of with the
derived category of the quotient by giving a descent criterion. The result generalizes a theorem of LgGstglivariant
K-theory on curves (K. Lgnsted, J. Math. Kyoto Univ. 23 (4) (1983) 775-793). We also give an equivariant version of
Bellinson’s equivalence of categories (Funct. Anal. Appl. 12 (1979) 214-216) and treat the exemple of the projective line.
Tocitethisarticle: S. Térouanne, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

De nombreux espaces modulaifé#ssont définis comme quotient d’'une variété lisse par un gradpe X/G.
Dans ce cas, on peut s'intéresser a I'étude de la géométrie du champ qubfietit et plus particulierement a
I'écart entre la géométrie de ce champ (de Deligne—Mumford), et celle de son espace modulaire graSset
celui entre la géométri&-équivariante deX et la géométrie du quotiert/G, de sorte que les théorémes de
comparaison sont des criteres de descente au quotient. Déja, dans [7], Mumford résout la question de la descen
d'un faisceau inversible symétrique sur une variété abélighmequotientk x = X /(1) étantla variété de Kummer
associee. Dans [6], Lgnsted décrit le groupg(X) en fonction dek (X/G), lorsqueG agit sur une courbe
projective lisseX de telle sorte qué/G = PL.
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Les résultats récents de Bondal et Orlov démontrent que la catégorie dérivée des faisceaux cohérents sur u
schéma est un objet pertinent pour étudier la géométrie birationnelle de celui-ci.

Au cours de cette Notg, est un corps algébriquement cldsest un schéma projectif lisse suet G désigne
un groupe fini agissant s, d’ordre premier a la caractéristique kleEn suivant les notations de [5], on notera
pours = — oub, D*(X) £'Dgy 1, (QearX)).

Nous nous intéressons a la catégorie dériwégquivariante deX, i.e. la catégorie dérivée du chamy/ G], et
nous la comparons a la catégorie dérivée de la variété qudfie@it Les catégories d&-faisceaux cohérents
et quasi-cohérents étant abéliennesGetQca(X) ayant assez d'injectifs (cf. [4]), on définib*C (X) def
D’ngOW)(G—Qco(X)) = D*([X/G]). Notonsx : X — X/G le morphisme quotient. Les foncteurs adjoints
78 : D=6 (X) - D~ (X/G) etLx*: D~ (X/G) — DY (X) apparaissent alors naturellement. Remarquons que
le foncteurrC est exact carr est affine et I'ordre d&5 est supposé inversible dahsAinsi, il est bien défini sur
D= (X).

Si X/G est lisseyr est plat de sorte que* est exact et envoib? (X/G) dansD?¢ (X). Dans le cas particulier
ou G agitlibrement sur un schéndg on a[X/G] = X/G. En particulier, on démontre I'équivalence de catégories :

DPO(X) ~DP(X/G).

En revanche, sil'action dé est triviale surX, G—Qcao(X) se décompose suivant les représentations irréductibles
de G, induisant une décomposition semiorthogonale (au sens de [2]) de la catégorie dérivée

DO (X) ~ EB D*P(X), 1)

pelr(G)

ou pour toutp, le foncteurD*(X) B¢ D*P(X) est une équivalence de catégories. On appell#rd(X) la
composante suivant de la catégorie dérivée. giest la représentation triviale, on parlera de composante triviale.
Ainsi, lorsque l'action est triviale, I'image dex* dansD* % (X) est la composante trivial®* 0 (X).

Le résultat de cette note (Théoréme 2.4) caractérise dans le cas général I'imagé @@ donnant un critére
de descente des objets B¢ (X) a la catégorie dérivée du quotient. On peut I'énoncer ainsi.

Un complexeE de G-faisceaux sutX se descend en un complexe de faisceaux sur le quotient si et seulement
si pour tout sous-group# de G, la restriction deE au sous-schéma adhérence des points de stabilisafeast
dans la composante triviale de la catégorie dérivée Hefaisceaux sur ce sous-schéma.

Suite a sa parution sous forme de prépublication [9], ce travail a été repris par Thomas Nevins dans le cadre de
quotients par des groupes algébriques réductifs [8].

2. Démonstration du critére

Pour démontrer le Théoréme 2.4, donnant un critére de descente des compléxésistzaux, nous nous
ramenons a I'application du critére de descenta@léaisceaux localement libres (Proposition 2.1). Pour cela, nous
effectuons deux réductions successives : la premiére consiste a se ramener au cas d'un coropfaisdaux
localement libres (Proposition 2.2), et la deuxiéme & se ramener & un critére de descente sur chaque faisceau
complexe (Proposition 2.3).

Le critére classique de descente d'Grfaisceau localement libre porte sur ses fibres au-dessus des points
fixes fermés deX. Dans le cas général, ils ne sont pas isolés et on peut construire une stratification du lieu des
points fixes indexée par les stabilisateurs. Pour tout sous-glupeG, notonsAy = {x € X | G, = H}. Son
adhérencely est la réunion de certaines composantes irréductiblés’desous-schéma des points fixesXiet
posséde donc une structure de sous-schéma fermé liséeNigtonsiy : Ay — X. CommeH agit trivialement
sur Ay, la catégorie degf -faisceaux quasi-cohérents stiy; admet une décomposition indexée par 'ensemble
des représentations irréductiblesie

H-Qcody)= P Qcd(An). (2)

pelrr(H)
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Cette égalité, et sa restriction aux faisceaux cohérents induisent une décomposioff @& ) analogue a (1).

Proposition 2.1. Soit E un G-faisceau localement libre sux. Alors E est I'image réciproque d’un faisceau
localement libre sutX/G si et seulement si pour tout sous-grouliede G, i}, (E) appartient a la composante
triviale de H—Qca(Ag).

Démonstration. Ce critére se déduit du critére classique ponctuel. Une premiére version de celui-ci se trouve
dans [7]. Il a été généralisé par Kempf aux groupes algébriques réductifs (preuve dans [3]), et c'est sur cette
généralisation que s’appuie le critére de descente de Nevins(8].

Proposition 2.2. Soitl ¢ G—Coh(X) la sous-catégorie pleine dés-faisceaux cohérents localement libres ur
etM? c DG (X) (respectivemeri~ c DY (X)) la sous-catégorie pleine des complexes de faisceaux@ans
On a les équivalences de catégorids ~ D¢ (X) et M? ~ DPC (X).

Démonstration. Dans le cas borné supérieurement, il s’agit d’'une application du lemme [5, 1.4.6]. Les hypothéses
impliquent en effet que touG-faisceau cohérent admet une résolution finie par @efsisceaux cohérents
localement libres. Le cas borné se déduit alors du fait que la catéget@oh(X) est de dimension homologique
finie, majorée par la dimensiondé O

Proposition 2.3. SoitL = (--- — L; — ---) un objet deD* ¢ (X) formé deG-faisceaux localement libres. Alofs
est image réciproque d'un objet d&“(X/G) si et seulement si pour toiit L; estimage réciproque d’un faisceau
localement libre d&€oh(X/G).

Démonstration. On démontre que pour tout-morphismeL; = 7*(E1) ij> Ly, = 7*(E») avec E1 et E»
localement libres dans C¢@ki/ G) provient d’'un morphismeE; — E> puis on en déduit le résultat pour les
complexes. O

Le critére de descente s’énonce alors comme Suit.

Théoréme 2.4. Un objetE € D% (X) est I''mage parLz* d’un objet deD~(X/G) si et seulement si pour
tout sous-groupé! de G, la restrictionLi},(E) du complexeE au sous schéma des points de stabilisatdur

appartient & la composante triviale de la catégorie dérig&e ” (Ay).

Autrement dit, la flech®—6 (X) Sntli @Dy, D (An) estabutdangd, D= (Ap).
Démongtration. Il s’agit de déterminer sous quelles conditidh®st quasi-isomorphelar* (7 ¢ (E)).

On commence par se ramener au cas ou le complexe est formé de faisceaux cohérents localement libres. D’aprt
la Proposition 2.2 il existe un tel complekequasi-isomorphe &. Alors le complexerC (L) est quasi-isomorphe
anl(E) etil est formé de faisceaux localement libres, defieacycliques. AinsiL* (Y (E)) ~ n*(xZ (L)). Il
suffit donc de déterminer & quelle condition #ife complexel. est quasi-isomorphe au complex&(f (L)).

D’aprés la Proposition 2.3 un complexe de faisceaux localement libres se descend si et seulement si chacu
des faisceaux qui le composent se descend. Ainsi, en appliquant la Proposition 2.1, on obtieprquient du
quotient si et seulement si pour tout sous-groépele G et pour tout indicek, le H-faisceauiy; (L) sur Ay
appartenant a la composante trivialeldle-Coh(A ). Or les faisceaux localement libres sgfjtacycliques, donc
cette condition s'écrit encolleiy, (E) e D7 (Ap).

Sile quotientX/ G est lisse, alors estplat, et 7* = 7* envoieD? (X /G) surD? ¢ (X). Le critére pour qu’un
objet deD? % (X) provienne du quotient est le méme que dans le cas borné supérieurement.

3. Exemple: I’espace projectif

Dans cette partie, nous adaptons la démarche dm&en [1] pour décrire la catégorie dérivéeéquivariante
d’'un espace projectif en terme de catégorie dérivée de modules sur un anneau, puis nous exprimons le Théoréme 2
en ces termes algébriques dans le cas de la droite projective.
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SoitP" =P(V) ou V est un espace vectoriel de dimensios 1. SoitS = S(V) l'algébre symétrique suv
et A = A(V) l'algébre extérieure. Pout = S ou A, notonst([O, n]) la catégorie desA-G)-modules libres
de type fini dont les générateurs sont de degrés compris entre,Oeele([O, n]) la catégorie triangulée des
complexes d’'objets de([O, n]) a homotopie pres.

Considérons alors le foncteur addifif; : Mg([o, n]) — G—Coh(P") défini par

T n_ Va O(— SiA:S7
«=0 Bl Va® Q%) SiA=A.

Il se prolonge a la catégorie triangulée des compleﬁgs{[o,n]), et aprés composition avec le foncteur de
localisation, on peut voiF, comme étant un foncteur dlég([o,n]) dansD?¢ (P"). On obtient une version
G-équivariante du théoréme deiBeson, puis, avec les notations qui suivent, une reformulation du Théoréme 2.4
dans le cas de la droite projective.

Théoréme 3.1. (1) Les foncteursFs:KS([0,n]) — D>C(P") et Fa:K§([0,n]) — D>C(P") sont des
équivalences de catégorigg) SoitG un sous-groupe fini daut(P1). Un complexeV e Kgx,v]([o, 1]) provient
du quotient si et seulement si pour toute forme liné#irde stabilisateur un sous groupe non trivial d&, le

complexer s (M) est formé de représentations triviales He

Démonstration. Le foncteurFs (respectivemenk,) envoie la famille génératrice/ ® A(—i), V €lrr(G), i €
[0,n]} de K§([0,n]) sur la famille {V ® O(—i), V € lrr(G), i € [0,n]} de D> (P") (respectivement sur
(V® Qi(—i), Velrr(G), i €[0,n]}). On démontre a l'aide du complexe de Koszul que ces familles sont
génératrices. Enfin, on vérifie que les foncteds vérifient les conditions de pleine fidélité analogues a [1,
Lemme 2] de sorte qu’en appliquant [1, Lemme 1], on obtient le premier point du théoréme.

Le casn = 1 fournit I'équivalenceD? ¢ (P1) = K,(G[x’y]([o, 1]). Par ailleurs, le quotienP!/G étant lisse,

d’aprés la remarque suivant la preuve du Théoréme R.4,D% Y (P1) provient du quotient si et seulement si
pour tout pointP de stabilisateur non trivial/, le complexel i} (F) de représentations dé appartient a la
composante triviale d® ({P}). Or, en considérar{t} comme I'espace projectif de dimension zéro Fpj]),

la premiére partie du théoréme dorthe ({P}) = Db (Ry (k)) = K,ffu]([O]). Le foncteurL i} est transformé par
les équivalences de catégories ci-dessus en

7y DPO(PY) = K, ,(10.1]) > K[, (101) = D7 ((P}),

ou, si f est I'équation homogéne de degré 1 de la droiteAdedéfinie par P, my est le prolongement du
foncteur composé dM,?[x,V]([O, 1) — Mk’fu]([o, 1]) induit par le morphisme quotient pat, avec le foncteur

de M[,(10,1]) dansM[! ,(0]) défini par(Vo ® k[u]) & (V1 ® k[ul(—1)) — (Vo @ (V1 ® Vy)) @ k[u] ol x estle
caractere par lequel aghit sur I'espace cotangehfu]; = mp/m%. m]
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