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Résumé

Dans cette Note, nous nous intéressons à la catégorie dérivéeG-équivariante d’un schéma projectif lisseX sur un corps
algébriquement closk, sur lequel agit un groupe réductif finiG. Nous comparons la catégorie dérivéeG-équivariante deX avec
la catégorie dérivée du quotient en donnant un critère de descente. Ce résultat généralise un théorème de Lønsted eK-théorie
G-équivariante sur des courbes (K. Lønsted, J. Math. Kyoto Univ. 23 (4) (1983) 775–793). Nous donnons également un
G-équivariante de l’équivalence de catégorie de Beı̆linson (Funct. Anal. Appl. 12 (1979) 214–216) et traitons l’exemple d
droite projective.Pour citer cet article : S. Térouanne, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

In this Note, we are interested in theG-equivariant derived category of a smooth projective scheme over an algebra
closed fieldk, on which a reductive finite groupG is acting. We compare theG-equivariant derived category ofX with the
derived category of the quotient by giving a descent criterion. The result generalizes a theorem of Lønsted inG-equivariant
K-theory on curves (K. Lønsted, J. Math. Kyoto Univ. 23 (4) (1983) 775–793). We also give an equivariant ver
Bĕılinson’s equivalence of categories (Funct. Anal. Appl. 12 (1979) 214–216) and treat the exemple of the project
To cite this article: S. Térouanne, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

De nombreux espaces modulairesM sont définis comme quotient d’une variété lisse par un groupeM =X/G.
Dans ce cas, on peut s’intéresser à l’étude de la géométrie du champ quotient[X/G], et plus particulièrement
l’écart entre la géométrie de ce champ (de Deligne–Mumford), et celle de son espace modulaire grossierM. C’est
celui entre la géométrieG-équivariante deX et la géométrie du quotientX/G, de sorte que les théorèmes
comparaison sont des critères de descente au quotient. Déjà, dans [7], Mumford résout la question de la
d’un faisceau inversible symétrique sur une variété abélienneX, le quotientKX =X/〈ι〉 étant la variété de Kumme
associée. Dans [6], Lønsted décrit le groupeK ·

G(X) en fonction deK ·(X/G), lorsqueG agit sur une courbe
projective lisseX de telle sorte queX/G∼= P

1.
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Les résultats récents de Bondal et Orlov démontrent que la catégorie dérivée des faisceaux cohéren
schéma est un objet pertinent pour étudier la géométrie birationnelle de celui-ci.

Au cours de cette Note,k est un corps algébriquement clos,X est un schéma projectif lisse surk etG désigne
un groupe fini agissant surX, d’ordre premier à la caractéristique dek. En suivant les notations de [5], on note

pour∗ = − oub, D∗(X) def= D∗
Coh(X)(Qco(X)).

Nous nous intéressons à la catégorie dérivéeG-équivariante deX, i.e. la catégorie dérivée du champ[X/G], et
nous la comparons à la catégorie dérivée de la variété quotientX/G. Les catégories deG-faisceaux cohérent

et quasi-cohérents étant abéliennes etG−Qco(X) ayant assez d’injectifs (cf. [4]), on définitD∗,G(X) def=
D

∗,G
G−Coh(X)(G−Qco(X)) = D∗([X/G]). Notonsπ :X → X/G le morphisme quotient. Les foncteurs adjoi

πG∗ :D−,G(X) → D−(X/G) et Lπ∗ :D−(X/G) → D−,G(X) apparaissent alors naturellement. Remarquons
le foncteurπG∗ est exact carπ est affine et l’ordre deG est supposé inversible dansk. Ainsi, il est bien défini sur
D−,G(X).

SiX/G est lisse,π est plat de sorte queπ∗ est exact et envoitDb(X/G) dansDb,G(X). Dans le cas particulie
oùG agit librement sur un schémaX, on a[X/G] =X/G. En particulier, on démontre l’équivalence de catégor

Db,G(X)� Db(X/G).

En revanche, si l’action deG est triviale surX, G−Qco(X) se décompose suivant les représentations irréduct
deG, induisant une décomposition semiorthogonale (au sens de [2]) de la catégorie dérivée

D∗,G(X)�
⊕

ρ∈Irr(G)

D∗,ρ(X), (1)

où pour toutρ, le foncteurD∗(X) ⊗ρ→ D∗,ρ(X) est une équivalence de catégories. On appelleraD∗,ρ(X) la
composante suivantρ de la catégorie dérivée. Siρ est la représentation triviale, on parlera de composante triv
Ainsi, lorsque l’action est triviale, l’image deLπ∗ dansD∗,G(X) est la composante trivialeD∗,ρ0(X).

Le résultat de cette note (Théorème 2.4) caractérise dans le cas général l’image deLπ∗, en donnant un critèr
de descente des objets deD∗,G(X) à la catégorie dérivée du quotient. On peut l’énoncer ainsi.

Un complexeE deG-faisceaux surX se descend en un complexe de faisceaux sur le quotient si et seu
si pour tout sous-groupeH deG, la restriction deE au sous-schéma adhérence des points de stabilisateurH est
dans la composante triviale de la catégorie dérivée desH -faisceaux sur ce sous-schéma.

Suite à sa parution sous forme de prépublication [9], ce travail a été repris par Thomas Nevins dans le c
quotients par des groupes algébriques réductifs [8].

2. Démonstration du critère

Pour démontrer le Théorème 2.4, donnant un critère de descente des complexes deG-faisceaux, nous nou
ramenons à l’application du critère de descente desG-faisceaux localement libres (Proposition 2.1). Pour cela, n
effectuons deux réductions successives : la première consiste à se ramener au cas d’un complexe deG-faisceaux
localement libres (Proposition 2.2), et la deuxième à se ramener à un critère de descente sur chaque fa
complexe (Proposition 2.3).

Le critère classique de descente d’unG-faisceau localement libre porte sur ses fibres au-dessus des
fixes fermés deX. Dans le cas général, ils ne sont pas isolés et on peut construire une stratification du
points fixes indexée par les stabilisateurs. Pour tout sous-groupeH deG, notons∆H = {x ∈ X | Gx = H }. Son
adhérence∆̄H est la réunion de certaines composantes irréductibles deXH , sous-schéma des points fixes deX et
possède donc une structure de sous-schéma fermé lisse deX. NotonsiH : ∆̄H ↪→ X. CommeH agit trivialement
sur ∆̄H , la catégorie desH -faisceaux quasi-cohérents sur∆̄H admet une décomposition indexée par l’ensem
des représentations irréductibles deH ,

H−Qco(∆̄H )=
⊕

ρ∈Irr(H)

Qcoρ(∆̄H ). (2)
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Cette égalité, et sa restriction aux faisceaux cohérents induisent une décomposition deD∗,H (∆̄H ) analogue à (1).

Proposition 2.1. SoitE un G-faisceau localement libre surX. Alors E est l’image réciproque d’un faiscea
localement libre surX/G si et seulement si pour tout sous-groupeH deG, i∗H(E) appartient à la composant
triviale deH−Qco(∆̄H ).

Démonstration. Ce critère se déduit du critère classique ponctuel. Une première version de celui-ci se
dans [7]. Il a été généralisé par Kempf aux groupes algébriques réductifs (preuve dans [3]), et c’est s
généralisation que s’appuie le critère de descente de Nevins [8].✷
Proposition 2.2. SoitL ⊂G−Coh(X) la sous-catégorie pleine desG-faisceaux cohérents localement libres surX

etMb ⊂ Db,G(X) (respectivementM− ⊂ D−,G(X)) la sous-catégorie pleine des complexes de faisceaux daL.
On a les équivalences de catégoriesM− � D−,G(X) etMb � Db,G(X).

Démonstration. Dans le cas borné supérieurement, il s’agit d’une application du lemme [5, I.4.6]. Les hypo
impliquent en effet que toutG-faisceau cohérent admet une résolution finie par desG-faisceaux cohérent
localement libres. Le cas borné se déduit alors du fait que la catégorieG−Coh(X) est de dimension homologiqu
finie, majorée par la dimension deX. ✷
Proposition 2.3. SoitL= (· · · →Li → ·· ·) un objet deD∗,G(X) formé deG-faisceaux localement libres. AlorsL
est image réciproque d’un objet deD∗(X/G) si et seulement si pour touti, Li est image réciproque d’un faiscea
localement libre deCoh(X/G).

Démonstration. On démontre que pour toutG-morphismeL1 = π∗(E1)
φ→ L2 = π∗(E2) avec E1 et E2

localement libres dans Coh(X/G) provient d’un morphismeE1 → E2 puis on en déduit le résultat pour l
complexes. ✷

Le critère de descente s’énonce alors comme suit.

Théorème 2.4. Un objetE ∈ D−,G(X) est l’image parLπ∗ d’un objet deD−(X/G) si et seulement si pou
tout sous-groupeH deG, la restriction Li∗H(E) du complexeE au sous schéma des points de stabilisateuH
appartient à la composante triviale de la catégorie dérivéeD−,H (∆̄H ).

Autrement dit, la flècheD−,G(X)
⊕H Li∗H−→ ⊕

H D−,H (∆̄H ) est à but dans
⊕

H D−,ρ0(∆̄H ).

Démonstration. Il s’agit de déterminer sous quelles conditionsE est quasi-isomorphe àLπ∗(πG∗ (E)).
On commence par se ramener au cas où le complexe est formé de faisceaux cohérents localement libre

la Proposition 2.2 il existe un tel complexeL quasi-isomorphe àE. Alors le complexeπG∗ (L) est quasi-isomorph
àπG∗ (E) et il est formé de faisceaux localement libres, doncπ∗-acycliques. Ainsi,Lπ∗(πG∗ (E))� π∗(πG∗ (L)). Il
suffit donc de déterminer à quelle condition surE le complexeL est quasi-isomorphe au complexeπ∗(πG∗ (L)).

D’après la Proposition 2.3 un complexe de faisceaux localement libres se descend si et seulement s
des faisceaux qui le composent se descend. Ainsi, en appliquant la Proposition 2.1, on obtient queE provient du
quotient si et seulement si pour tout sous-groupeH deG et pour tout indicek, le H -faisceaui∗H(Lk) sur ∆̄H

appartenant à la composante triviale deH−Coh(∆̄H ). Or les faisceaux localement libres sonti∗H -acycliques, donc
cette condition s’écrit encoreLi∗H (E) ∈ D−,ρ0(∆̄H ).

Si le quotientX/G est lisse, alorsπ est plat, etLπ∗ = π∗ envoieDb(X/G) surDb,G(X). Le critère pour qu’un
objet deDb,G(X) provienne du quotient est le même que dans le cas borné supérieurement.✷
3. Exemple : l’espace projectif

Dans cette partie, nous adaptons la démarche de Beı̆linson [1] pour décrire la catégorie dérivéeG-équivariante
d’un espace projectif en terme de catégorie dérivée de modules sur un anneau, puis nous exprimons le Thé
en ces termes algébriques dans le cas de la droite projective.
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Soit P
n = P(V ) où V est un espace vectoriel de dimensionn + 1. SoitS = S(V ) l’algèbre symétrique surV

et Λ = Λ(V ) l’algèbre extérieure. PourA = S ou Λ, notonsMG
A ([0, n]) la catégorie des (A-G)-modules libres

de type fini dont les générateurs sont de degrés compris entre 0 etn, et KG
A ([0, n]) la catégorie triangulée de

complexes d’objets deMG
A ([0, n]) à homotopie près.

Considérons alors le foncteur additifFA :MG
A ([0, n])→G−Coh(Pn) défini par

M =
n⊕

α=0

Vα ⊗A(−α)→
{⊕n

α=0Vα ⊗ O(−α) siA= S,⊕n
α=0Vα ⊗�α(α) siA=Λ.

Il se prolonge à la catégorie triangulée des complexesKG
A ([0, n]), et après composition avec le foncteur

localisation, on peut voirFA comme étant un foncteur deKG
A ([0, n]) dansDb,G(Pn). On obtient une versio

G-équivariante du théorème de Beı̆linson, puis, avec les notations qui suivent, une reformulation du Théorèm
dans le cas de la droite projective.

Théorème 3.1. (1) Les foncteursFS :KG
S ([0, n]) → Db,G(Pn) et FΛ :KG

Λ([0, n]) → Db,G(Pn) sont des
équivalences de catégories.(2) SoitG un sous-groupe fini deAut(P1). Un complexeM ∈ KG

k[x,y]([0,1]) provient
du quotient si et seulement si pour toute forme linéairef de stabilisateurH un sous groupe non trivial deG, le
complexeπf (M) est formé de représentations triviales deH .

Démonstration. Le foncteurFS (respectivementFΛ) envoie la famille génératrice{V ⊗A(−i), V ∈ Irr(G), i ∈
[0, n]} de KG

A ([0, n]) sur la famille {V ⊗ O(−i), V ∈ Irr(G), i ∈ [0, n]} de Db,G(Pn) (respectivement su
{V ⊗ �i(−i), V ∈ Irr(G), i ∈ [0, n]}). On démontre à l’aide du complexe de Koszul que ces familles
génératrices. Enfin, on vérifie que les foncteursFA vérifient les conditions de pleine fidélité analogues à
Lemme 2] de sorte qu’en appliquant [1, Lemme 1], on obtient le premier point du théorème.

Le casn = 1 fournit l’équivalenceDb,G(P1) ∼= KG
k[x,y]([0,1]). Par ailleurs, le quotientP1/G étant lisse,

d’après la remarque suivant la preuve du Théorème 2.4,F ∈ Db,G(P1) provient du quotient si et seulement
pour tout pointP de stabilisateur non trivialH , le complexeLi∗P (F ) de représentations deH appartient à la
composante triviale deDH ({P }). Or, en considérant{P } comme l’espace projectif de dimension zéro Proj(k[u]),
la première partie du théorème donneDb,H ({P })∼= Db(RH(k))∼= KH

k[u]([0]). Le foncteurLi∗P est transformé pa
les équivalences de catégories ci-dessus en

πf :Db,G
(
P

1) ∼=KG
k[x,y]

([0,1]) →KH
k[u]

([0]) ∼= Db,H
({P }),

où, si f est l’équation homogène de degré 1 de la droite deA
2 définie parP , πf est le prolongement d

foncteur composé deMG
k[x,y]([0,1]) → MH

k[u]([0,1]) induit par le morphisme quotient parf , avec le foncteu

deMH
k[u]([0,1]) dansMH

k[u]([0]) défini par(V0 ⊗ k[u])⊕ (V1 ⊗ k[u](−1))→ (V0 ⊕ (V1 ⊗Vχ))⊗ k[u] oùχ est le

caractère par lequel agitH sur l’espace cotangentk[u]1 = mP /m
2
P . ✷
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