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Résumé

On montre que les entiers naturels sont définissables dans les corps de courbes réelles sur un corps ordonnable qui admet
moins un ordre archimédien. Ceci généralise le résultat de Raphael Robinson sur les corps de fonctions rafonneites.
cet article: L. Bélair, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We show that the natural numbers are definable in the function field of a curve over a formally real field which admits at
least one Archimedean order. This generalises Raphael Robinson’s result on fields of rational fufetiteshis article:
L. Bdair, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

Dans son trés bel article sur I'indécidabilité des corps de fonctions rationnelles sur les corps ordonnables,
Raphael Robinson [2] a aussi montré que I'ensemble des entiers naturels est définissable si le corps de base posse
au moins un ordre archimédien. Dans la généralisation aux corps de courbes réelles dans [1], cet aspect a &
négligé. On vérifie ci-dessous que ce résultat se généralise aussi aux corps de courbes réelles. La définissabilité d
entiers naturels dans un corps de courbe réelle quelconque est toujours ouverte.
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Soitk un corps ordonnable qui admet au moins un ordre archimédienKSait corps de courbe réelle sk
c'est-a-dire quek est une extension deordonnable, finiment engendrée fuet de degré de transcendance 1
surk, telle quek soit relativement algébriquement clos datisUn tel corps est le corps d’une courbe (plane)
définie surk. Notons que, puisque se plonge dan® et y est dense, toute courbe fudont K est le corps a
un point régulier rationnel sur (voir [1]). Comme dans [1] on a besoin d’une courbe elliptique @uavec un

invariant modulaire approprié. Cette fois-ci, on remarque qu’on peut trouver une telle courbe avec un point d’ordre

infini explicite, comme Raphael Robinson. Le reste de 'argument se transpose alors sans nouvelle difficulté.

2. Courbes elliptiques avec un point d’ordre infini

On montre dans [1], §B, que I'ensemble des solutiony) de la formuley? = x3 + ax + b, dansk x K, est
contenu dans x k dés quey? = x3 4 ax + b est une courbe elliptique définie sirdont 'invariant modulaire est
n/p pour un nombre premigr approprié, qui ne divise pas Soit la courbe elliptique

V¥ =x+3(p-Hx+(p- 4>
Son invariant modulaire est
B 27(3(p — 4))3 B 27 27
AB(p—H)3+27(p-4%? 4+(p—-H p
Elle posséde le point rationné, p — 4). On vérifie ci-dessous, & la main, que c’est un point d’ordre iffini.
On parametre la courbe a l'aide de la fonction de Weirstrass

x =P(w),
_ Pl(w)
=—
Soit
:P/
(x1,yD)=0,p—4),y1= ;v).
Les multiples dex1, y1) sont
(mw»=(ﬂmx?$”)

et seront aussi rationnels, poue Z. Soitm;; = (y; — y:)/(x; — x;). Par la construction géométrique de I'addition
sur la courbe, le pointy; +;, yi+;) est donné par le troisieme point d'intersection de la corde

y—yi=mj(x —x;)
avec la courbe. En substituant dans I'équation de la courbe, on obtient
X2y (Xi — mlzj)x +x,-2 +3(p—4) + m;‘;-xi —2m;;y; =0.

On sait que
—xi +mZ +a
ijf,
oy 2 _
xl—l—mij o
xl'.:,_j:iz

1le rapporteur note que cela découle aussi du théoreme de Lutz—Nagell (voir [3]).
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pour un certairr disons. D’ou
_ 2
Xitj=—Xi —Xj —{-mij.

Quandi = j, on remplacen;; par

m”_d_y :3x1-2+3(p—4)
! dx (xi,yi) 2y
Ainsi
32 +3(p—4)\2
1

—8xi(x2+3(p — Dx; + (p — HD) + 92 + p — 4)?
42 +3(p—Axi + (p—4?) '
Posonst; =a/b, a, b € Z, sous forme irréductible. On obtient
—8a(a®+3(p — Hab? + (p — 423 + 9a? + (p — H)b?)?
4b(ad + 3(p — Hab? + (p — 4)?b%) '

X2 =

Supposong impair.

Alors 4b est premier au numérateur et apparait donc au dénominatepyr egprimé sous forme irréductible.

Or notons quer; = 9/4.

Ainsi lorsquex,: est exprimé sous forme irréductible, un factetagparait au dénominateur de sorte que tous
les points(x,i, yoi) sont des points rationnels distincts.

Ainsi cette courbe posséde un nombre infini de points rationnels. En particulier, le(pint) est d’ordre
infini.

Il s’ensuit aussi que la valeur du paramatrgui correspond au poirik1, y1) = (0, p — 4) n’est pas un multiple
rationnel de la période dB(w). Ainsi tousles points(x,, y,) sont distincts, et ils sont denses sur la courbe dans le
plan réel. En particulier, les ordonnégssont denses dans les nombres rationnels.

On peut utiliser cette courbe pour le cas général dans [1], 8B, ce qui simplifie un peu les choses.

3. Définition des entiers naturels

Il suffit maintenant de suivre le procédé de Raphael Robinson pour obtenir une fargautgui puisse définir
un sous-ensemble dequi contienne les entiers naturels. Cela suffit pour obtenir une définition des entiers naturels
comme dans [1], 8A, qui est une adaptation de la méthode de Julia Robinson (voir [2], §3).

Dans la suite, nous explicitons succinctement la forme.

On fixe une courbe plan€ surk dont K est le corps de fonctions. Disoits d’équationP(X,Y) =0, et
a,B e K\ ktelqueP(a, B) =0 etK =k(a, B).

Nous allons définir les abscisses puis les ordonnées des pojnig) ci-dessus. Rappelons un résultat de Julia
Robinson : pour tous nombres rationnels. .., x, il existe une fonction rationnellg (X) € Q(X), sans pdle
réel et dont les seuls zéros saft . . ., x,2 telle que pour chaque=1, ...,n il existezy, ..., zg € Q(X) tel que
(X —x)2— f(X)%2= Z?:l Zl_z_ Rappelons aussi la notatian<,, y pour désigneBz1, ..., z,(y —x =) _;_; ziz).

Les abscisses sont définies par la formAlBS(a), aveca comme parameétre :

2 Cette propriété, essentielle, a malheureusement disparu du rappel fait dans [1], 8A.2.
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a=0v 3f(f#£0A f2<g(@—9/4?
AVx,y,m(x #9/4Ax #a A f2<g (@ — x)?
AV =3 43(p—DHx+(p—B°Ay—(p—4H=mx
—>f2 <g (v +x—m2)2).

Remarquons tout d’abord que @i 0, la formule assure I'existence d’'une fonction non nuyflgelle que
2 <g (@ — x)? est vérifiée quand = x> = 9/4, et que si cette inégalité est vérifiée paus x;, xx # 0 etxy #a,
alors elle est vérifiée pouw = x;_1 et x = x;11 (deux cas a cause de I'ambiguité du signeyjieVoyons que
les abscisses = x,, vérifient la formuleABS(a). En effet, sia = x,,, n > 2, alors la fonction de Julia Robinson
satisfait la condition requise, car les coordonnées des points sur la courbe elliptique doivent étreVdgoas
maintenant que seules les abscissesx, vérifient la formuleABS(a). En effet, sia n'est pas unx,, mais vérifie
quand méme la formuldBS(a), on montre par récurrence que pour taut 2 on af («, ) <g (¢ — x,)2. Or on
vérifie (voir [1], 8A.3) que cela entraine que,, y,) est soit un point isolé d€, soit un pble def, soit un zéro
de f, de sorte que I'ensemble des points isolédales zéros dg et des pbles dg serait infini, ce qui est
absurde.

Les ordonnées sont alors définies par la forn@RD(b) :

3a(ABS(a) A b3 =a®+3(p — Da + (p — 4?).
Soit la formulex (x) :
Vy(ORD(y) = x <4y Vy <4x).

Tout entier naturel satisfait cette formule. La formule) définit dansk un ensemble de constanteskd&n effet,
dans un ordre archimédien surles nombres rationnels, et de la les ordonnésatisfaisanORD(y), sont denses
dansk. Ainsi, une fonctionx qui n’est pas constante doit étre parfois plus petite et parfois plus grande qu’au moins
une de ces ordonnées, et donc ne peut pas satisfaiye

Les entiers naturels sont alors définis d&nhpar la formule suivantdlAT (x), aveca comme parametre :

If[f#ON f2<ga® AVA(k(W) AR #x A f2<g (@ —h)2— f2<g (@ —h—1)?)].

Julia Robinson indigue comment éliminer facilement le parametr®ir [2], §3).
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