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Résumé

Etant donné une matrica de taillen x n et un céne convexe ferm& c R”, on désigne pat (A, K) I'ensemble des
K-valeurs propres dd. Par définition). € R est unek -valeur propre de si le systeme de complémentarité linéaire

xeK, Ax—)\xeK"', (x,Ax —xx)=0

admet une solutiorr € R” non nulle. Nous étudions un certain nombre de propriétés relatives a la fonction multivoque
o (-, K), mettant en lumiére quelques différences structurelles entre le cas polyédral et le cas non-pélgédicter cet
article: A. Seeger, M. Torki, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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Abstract

Let A be ann x n real matrix, and€ C R” be a closed convex cone. The spectrundatlative to K, denoted by (A, K),
is the set of alk € R for which the linear complementarity problem

x€eK, Ax—AxEK"’, (x, Ax —xx)=0

admits a nonzero solutione R”. The aim of this Note is to study the main properties of the set-valued mapging ), and
discuss some structural differences existing between the polyhedral casg {sdinitely generated) and the non-polyhedral
case.To citethisarticle: A. Seeger, M. Torki, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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1. Notationset préliminaires
Soit M,, 'ensemble des matrices de taikex n a coefficients réels é€(R") I'ensemble des cbnes convexes
fermés non vides dB". Un réelx est unek -valeur propre det s'il existex € R” non nul vérifiant
xeK, Ax—ixeKT, (x, Ax — Ax) =0,

ol KT désigne le cone polaire (positif) d&. On notes (A, K) le K-spectre det. Un certain nombre de propriétés
générales sus (A, K) ont été mises a jour dans [1-3]. Dans cette Note, nous nous intéressons notamment a
I'existence deX -valeurs propres ainsi qu’a la cardinalité Huspectre.

Théoreme 1.1. Si K € IC(R") n’est pas un sous-espace vectoriel, alofs\, K) # @, quel que soid € M,,.

Un résultat similaire a été établi dans [3] sous I'hypoth€sg {0} saillant (i.e.. K N—K = {0}). Cette hypothése
peut étre relaxée en utilisant le résultat de densité suivant :

Lemme 1.2. Si K € KL(R") n'est pas un sous-espace vectoriel, il existe alors une siitg, c L(R"), avec
K, # {0} saillant, qui converge ver& au sens de Painlevé—Kuratowski.

Remarque 1.3. Le Théoréme 1.1 n’est pas valable dans le contexte d'un espace hilbertien de dimension infinie.
Dorénavant, nous distinguons deux cas fondamentalement différents. Ldfsegtepolyédral, nous montrons

gqueo (A, K) est fini et nous établissons des bornes fines sur sa cardinalité. Concernant I'analyse du cas non-

polyédral, nous nous focalisons sur le céne de Lorentz. En dehors de son importance intrinséque, le céne di

Lorentz montre bien les difficultés qui surgissent lorqu’on abandonne I'hypothése de polyédralité. L'ensemble

o (A, K) n'est plus fini, mais il admet, toutefois, une structure particuliére que I'on arrive & identifier.

2. Lecaspolyédral

Un cone convexe fermg est dit polyédral s'il existe un ensemble fini de vecteurs nonfadls . ., g, } tel que

K= Xp:aigi|a120,...,ap20 . Q)
i=1
Ceci équivaut a dire quE admet une représentation de la forme
K:{xeR”: (el,x)>0,...,(er,x)>0}, (2
ou {es, ..., e} sont des vecteurs non nuls. La proposition suivante fournit une borne sur le nombre de valeurs

propres relatives a un cne polyédral.

Proposition 2.1. Soit K € KL(R") un cbne polyédral. Si I'on noté¢x (d) le nombre de faces d& de dimension
égale ad, alors

cardo (A, K)| <) dfk(d), YAeM,.
d=1

Ce résultat abstrait donne lieu a des bornes explicites lorsque I'on dispose d’une représentation primale
(ensemble des combinaisons linéaires positives d’un nombre fini de vecteurs) ou duale (intersection d’'un nombre
fini de demi-espaces) du céne polyédkalNous utilisons la notation usuel&t, := m!/k!(m — k)!.
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Corollaire2.2. SoitK un cdne de la forméL). Alors,
min{p,n}
cardo (4, K)] < Z kCh (< p2r7h), VAeM,.

Corollaire2.3. SoitK un cdne de la formg&). Alors,

min{r,n}

cardo (A, K)] < Z (n—kCk (<27 H2n—r]), VAeM,.

A présent, nous énoncons un résultat de localisatiorKespectre lorsquek admet la représentation (2).
Si A n'est pas valeur propre (classique) de on peut définir la matric8(1) € M, dont les coefficients sont
Bij(}) 1= (e;, (A — Mn)—lej) Vi, j € {1,...,r}. Pour toute partie non-vidé de 'ensemble d’indiceél, ..., r},
on définit alors la matric&’ (») comme étant la sous-matrice principaleRig.) obtenue en supprimant ia@me
ligne et lai-eme colonne, pour toutg J.

Théoréme 2.4. Supposons qui € IC(R") soit représenté sous la forme dud®). Si i est unek -valeur propre
de A € M,, alors nécessairement

soitA est une valeur propre de, soit il existe un sous-
ensemble d’indices c {1, ..., r} tel queP; (1) =

ouP;(2) :=[det(A — ALY delB’ (V).

3. Lecasnon-polyédral : étude du cone de L orentz

Afin de mettre en avant les différences entre le cas polyédral et le cas non-polyédral, nous nous sommes focalisé
sur I'étude du cone de Lorenta, := {x € R" | [x? + --- + x2 ,]%2 < x,}. Dans le théoréme suivant, nous
caractérisons complétement le spectre d’'une matricgatif aA,,. La notationET désigne I'inverse généralisé de
E au sens de Moore—Penrose.

Théoréme 3.1. Considérons une matricé € M,, partitionnée comme suit
A~ u A n—1
A= T aveCcAe M, 1, aeR, etu,veR"" .
v a

Le réeli est une valeur propre derelative a4, si et seulementsi:

A est une valeur propre (classique)fl@associée a un vecteur propre situé dans l'intérieut geou
A S’écrit sous la forme. = u + s avec(u, s) € R x R, vérifiant I'une des quatre conditions suivantes :

.1 w n’estpas valeur propre de,
(S) 1.2 (v, (A — ,uln_l)_lu) =a—u—2s,
1.3 (A — plp-1)"tull = 1;
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1.1 u estvaleur propre da,

1.2 wuelm(A—pl,_1),

.3 velm(AT —pul,_1),

N4 (v,(A—ply—) u)=a—pu—2s,

i T
A—ply—
v a—pu—2s

1.1 estvaleur propre simple dé,
.2 welm(A—ul,_1),
(Sm) M.3 velmAT — pul,_1),

(Si)

i t
Il .4 [A “TI”‘l} [ “ } ‘ =1;
v a—u—2s
IV.1 p estvaleur propre multiple dé,
V.2 uelm(A—pul,_1),
(Sv) V.3 ve¢lm(AT —ul,_1),
i t
V.4 [A “TI”‘l} [ “ Hgl.
v a—pu—2s

Ce théoréme donne lieu aux deux corollaires suivants. La notgtibdésigne la partie entiére gee R.

Corollaire3.2. Quelle que soift € M,,, on peut toujours écrire (A, A,) comme union d’'un nombre fini de parties
connexes deux a deux disjointes. Plus précisement, dans cette décomposition

(a) chaque partie est soit un point soit un intervalle fermé
(b) le nombre total de parties connexes ne peut excéder 4 ;
(c)ilyaau pIusL”—glJ intervalles non réduits a un point.

Pour certaines classes de matrices, le spectre reldtjfest fini.
Corollaire 3.3. Dans les situations suivantes,admet un nombre fini de valeurs propres relatives au céje

(a) A estune matrice symétrique

(b) la premiére sous-matrice principale de taille — 1) x (» — 1) n'admet pas de valeurs propres multiples
(réelles.

4. Conclusions

Dans cette Note, nous avons clarifié un certain nombre de questions concernant I'ensemble des valeurs propre
d’'une matrice relative a un cdne convexe fermé. Cependant, de nombreux domaines restent encore a explorer
étude des propriétés topologiques de I'ensemilole, K) (semi-continuité par rapport a chacun des argumenjs,
analyse approfondie de la structure du spectre relatif & un céne non-polyédral général. Enfin, la question du calcu
numeérique de<x -valeurs propres reste complétement a étudier.
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