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Résumé

Dans cette Note, nous présentons une méthode d’éléments finis (MEF) pour l’approximation du problème d’Oldroyd
et al., Dynamics of Polymeric Liquids I, Wiley, Amsterdam, 1987) qui permet de prendre en compte le modèle de M
linéarisé. Construite sur le principe de la méthode exposée dans (Sandri, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 19
5045–5065), cette méthode permet d’introduire dans l’équation de comportement un décentrage dont le pas dépend d
i.e., du typeτ + δKB(τ), avecδK constant sur chaque triangle ou quadrangle.Pour citer cet article : D. Sandri, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

In this Note, we present a finite element method for the approximation of the Oldroyd’s problem (cf. Bird et al., Dy
of Polymeric Liquids I, Wiley, Amsterdam, 1987) which allows us to take into account the linearized Maxwell’s pro
Based on (Sandri, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 191 (2002) 5045–5065), this method allows us to introduc
constitutive equation mesh dependent upwinding of the kindτ + δKB(τ), whereδK is constant on each triangle.To cite this
article: D. Sandri, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

Nous considérons le problème d’Oldroyd a-dimensionnalisé (cf. [1]) sur un ouvert polygonalΩ ⊂ R
2 de

frontièreΓ :

σ + λ
[
u · ∇σ + σω(u) − ω(u)σ − a

(
d(u)σ + σd(u)

)]= 2αd(u) dansΩ,
−∇ · σ − 2(1− α)∇ · d(u)+ ∇p = f dansΩ,
∇ · u = 0 dansΩ, u = u0 surΓ, σ = σ0 surΓ −

u0
,

avecf ∈ [L2(Ω)]2, u0 ∈ [H 1(Ω)]2 vérifiant la condition de compatibilité
∫
Γ
u0 · nds= 0, n étant la normale

unitaire extérieure àΓ, n · u0 le produit scalaire den par u0 et ds la mesure surΓ , σ0 ∈ [L2(Γ −
u0
)]4 où
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= {x ∈ Γ, n · u0(x) < 0} est la partie deΓ par où entre le fluide.
Le tenseurσ0 est supposé symétrique,σ est le tenseur des extra-contraintes (symétrique d’après les équa

u est le vecteur vitesse du fluide etp désigne la pression. Les paramètresα, λ et a vérifient 0< α � 1, λ > 0 et
a ∈ [−1,1]. Pourα = 1, ce problème est aussi appellé problème de Maxwell.

Nous notons, avec la convention de sommation sur les indices répétés,∇ · σ = σij,j la divergence deσ, σ : τ la
sommeσij τij , ∇ · u = ui,i la divergence deu, u · ∇σ = ukσij,k , ∇p = p,i le gradient dep, d(u)= 1

2(ui,j + uj,i )

le tenseur des taux de déformation deu etω(u) = 1
2(ui,j − uj,i) le tenseur de vorticité deu.

Dans la suite, pour un domaineK (en pratiqueK sera un triangle du maillage), nous noterons∂K sa frontière,
(·, ·)K le produit scalaire sur[L2(K)]n, n ∈ N, et | · |K la norme correspondante. Nous omettrons l’indice lors
K = Ω .

L’approximation du problème d’Oldroyd soulève diverses difficultés dûes à sa non linéarité et aus
instabilités qui surviennent lorsqueα est proche de 1. Ce cas est important en pratique puisqu’il modélis
polymères sans solvant. Nous examinons cette dernière difficulté sur le problème d’Oldroyd linéarisé suiv
b ∈ C1(�Ω;R

2) un champ de vecteurs tel que∇ · b = 0 dansΩ . On poseΓ − = {x ∈ Γ,b · n(x) < 0} et soitσ0 un
tenseur symétrique tel queσ0 ∈ [L2(Γ −)]4.

Le problème considéré dans cet article est alors le suivant :{
σ + B(σ) = 2αd(u) dansΩ,

−∇ · σ − 2(1− α)∇ · d(u)+ ∇p = f dansΩ,

∇ · u = 0 dansΩ, u = u0 surΓ, σ = σ0 surΓ −,

(P)

oùB est donné parB(σ) = b ·∇σ ou bien parB(σ) = b ·∇σ +σω(b)−ω(b)σ −a(d(b)σ +σd(b)). On supposera
queB vérifie :∣∣∣∣(B(σ), σ

)− 1

2

∫
Γ

σ : σ b · nds

∣∣∣∣� κ0|σ |2, avecκ0 < 1. (1)

Dans le cas oùB est donné parB(σ) = b · ∇σ , une intégration par parties montre que l’inégalité (1) est satis
avecκ0 = 0. LorsqueB est donné parB(σ) = b ·∇σ +σω(b)−ω(b)σ −a(d(b)σ+σd(b)), l’inégalité (1) est auss
satisfaite avecκ0 = 0 lorsquea = 0 (en remarquant que(σω(b) − ω(b)σ) : σ = 0 pour toutσ ) et lorsquea �= 0,
l’inégalité (1) est satisfaite avecκ0 > 0 si l’on suppose que les gradients deb sont suffisamment petits (cf. aussi [4

Pour l’approximation de(P), on munitΩ d’une partitionT en sous-domaines (triangles ou quadrilatè
notésK auxquels sont associées deux constantesδK > 0 et θK ∈ ]0,1[ permettant de définir la MEF considér
dans cet article. Pratiquement on pourra prendre, par exemple,hK = CsteδK avechK diamètre deK. Dans le
Paragraphe 2 nous présentons la formulation variationnelle, notée(Q), utilisée pour l’approximation de(P), ainsi
que des résultats d’ellipticité et de continuité de la forme bilinéaireA (qui donc dépend de{(θK, δK)}K∈T ) attachée
à cette formulation. Ellipicité et continuité sont alors données en fonction des normes suivantes. Pour l’e
on définit la norme‖ · ‖1 (norme qui ici, la notation pouvant prêter à confusion, ne désigne pas une norme
produits d’espacesH 1, cf. aussi la définition (4)) par :∥∥(σ,u)∥∥2

1 =
∑
K∈T

∥∥(σ,u)∥∥2
1,K + 1

4α
〈〈σ 〉〉2

Γ , (2)

où‖(σ,u)‖2
1,K = cK

θK
2α |σ |2K + 2(1− α)|d(u)|2K + 2α(1− θK)|d(u)− B(σ)

2α |2K + |∇ · u|2K, aveccK = 1− κ0/θK et

pour une courbeγ : 〈σ, τ 〉γ = ∫
γ σ : τ |b · n|ds et〈〈σ 〉〉2

γ = 〈σ,σ 〉γ . L’ellipicité sera obtenue avec cette norme
prenant dansA pour toutK :

δK = 1− θK

θK
⇔ θK = 1

1+ δK
, (3)

et, lorsqueκ0 > 0, en supposant queδK est suffisamment petit pour avoir :

κ0 < θK < 1, ∀K ∈ T . (H1)
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n de

oché
La continuité sera obtenue en fonction de la norme définie en (2) et de la norme :∥∥(τ, v)∥∥2
1,' =

∑
K∈T

[∥∥(τ, v)∥∥2
1,',K + α−1θ2

K(1+ δK)2〈〈σ 〉〉2
∂K∩Γ −

]
, (4)

où

∥∥(τ, v)∥∥1,',K =
√

θK

2α

(
1√
cK

+
√

θK

1− θK

)∣∣τ + δKB(τ)
∣∣
K

+
(√

αθK

cK
+ √

1− α +√
α(1− θK) + 1

)√
2
∣∣d(v)∣∣

K
.

2. La formulation variationnelle considérée

On poseT = {τ, τ ∈ [H 1(Ω)]4, τ symétrique}, l’espace des tenseurs,X = [H 1
0 (Ω)]2 l’espace des vitesse

nulles au bord etM = L2
0(Ω) = {q ∈ L2(Ω), (1, q) = 0} l’espace des pressions de moyenne nulle. L’équatio

comportement est approchée par une méthode de type SUPG, avec un décentrage du typeτ + δKB(τ)K , avecδK
constant sur chaque triangle, pour mieux prendre en compte de la taille des mailles.

En adaptant la méthode de [4] on est alors amené à considérer la formulation variationnelle :


Trouver(σ,u − u0,p) ∈ T ×X ×M tel que∀(τ, v, q) ∈ T ×X ×M on a

A
(
(σ,u), (τ, v)

)− (p,∇ · v) + (∇ · u,q) = (f, v) +
∑
K∈T

θK

2α
(1+ δK)〈σ0, τ 〉∂K∩Γ −, (Q)

oùA est la forme bilinéaire utilisée pour l’étude du problème approché :

A
(
(σ,u), (τ, v)

)=
∑
K∈T

[
AK

(
(σ,u), (τ, v)

)+ θK

2α
(1+ δK)〈σ, τ 〉∂K∩Γ −

]
,

où

AK

(
(σ,u), (τ, v)

) = θK

2α

(
σ + B(σ) − 2αd(u), τ + δKB(τ)

)
K

+ θK
(
σ,d(v)

)
K

+ 2(1− α)
(
d(u), d(v)

)
K

+ 2α(1− θK)

(
d(u)− B(σ)

2α
,d(v)

)
K

+ (∇ · u,∇ · v)K.

On a alors pourA le résultat suivant d’ellipticité et de continuité :

Proposition 2.1.On suppose que(H1) est vérifiée. Soient‖ · ‖1 et ‖ · ‖1,' les normes définies en(2) et (4).
• Ellipticité. On suppose queδK = (1− θK)/θK , ∀K ∈ T . On a alors:

A
(
(σ,u), (σ,u)

)
�
∥∥(σ,u)∥∥2

1, ∀(σ,u) ∈ T × X.

• Continuité.On suppose queδK > 0, ∀K ∈ T . On a alors:

A
(
(σ,u), (τ, v)

)
�
∥∥(σ,u)∥∥1

∥∥(τ, v)∥∥1,', ∀((σ,u), (τ, v)) ∈ [T ×X]2.
3. Approximation élement fini du problème(P)

On note{Th × Xh × Mh ⊂ T × X × M}h>0 une famille d’espaces de dimension finie. Le problème appr
s’écrit alors :


Trouver(σh,uh − u0,ph) ∈ Th ×Xh ×Mh tel que :
A
(
(σh,uh), (τ, v)

)− (ph,∇ · v) + (∇ · uh, q)

= (f, v) +
∑ θK

2α
(1+ δK)〈σ0, τ 〉∂K∩Γ − , ∀(τ, v, q) ∈ Th ×Xh ×Mh.

(Qh)
K∈T



690 D. Sandri / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003) 687–690

t

ut

d

e dans [4],
e
me dans
lassique

3 (1997)

4.
5–5065.
On suppose que la condition inf-sup classique vitesse-pression est vérifiée :

infq∈Mh sup
v∈Xh

(∇ · v, q)
|d(v)||q| � β > 0 (5)

avecβ indépendant deh. On poseVh = {vh, vh − u0 ∈ Xh, (∇ · vh, qh) = 0, ∀qh ∈ Mh}. On a alors le résulta
abstrait d’estimation d’erreur suivant :

Théorème 3.1.On suppose que(5) et (H1) sont vérifiées. On suppose que pour toutK ∈ T on a δK =
(1− θK)/θK , alors le problème(Qh) admet une solution unique(σh,uh − u0,ph) ∈ Th × Xh × Mh. D’autre
part, si (P) admet une solution(σ,u − u0,p) ∈ T × X × M, alors on a l’estimation d’erreur suivante pour to
(τh, vh, qh) ∈ Th × Vh ×Mh :∥∥(σ − σh,u − uh)

∥∥
1�

√
3
[∥∥(σ − τh,u − vh)

∥∥
1,' + |p − qh|

]
,

|p − ph| �
(
1+ √

2β−1)|p − qh| +
√

2β−1
(

max
K∈T

θK

(θK − κ0)1/2 + 3

)∥∥(σ − σh,u − uh)
∥∥

1.

Exemple.Si l’on considère l’exemple dans [4] de l’approximation du couple(u,p) par l’élément de Taylor–Hoo
et deσ par duP1-continu, le théorème précédent conduit en prenantδK = hK etθK = 1/(1+ δK) à une estimation
du type :

√
θ0 − κ0|σ − σh| +

√
1− α

∣∣d(u − uh)
∣∣+√

θ0

[ ∑
K∈T

hK

∣∣2αd(u − uh)− B(σ − σh)
∣∣2]1/2

+ ∣∣∇ · (u − uh)
∣∣+√

θ0 − κ0|p − ph| � C
(
1+ (θ0 − κ0)

−1/2)[ ∑
K∈T

C2
K(σ,u,p)h3

K

]1/2

,

avec CK(σ,u,p) = ‖σ‖H2(K) + ‖u‖H3(K) + ‖p‖H2(K) et C indépendant deα � α0 > 0, δK , hK , θK , κ0,
θ0 = infK θK , et (σ,u,p).

4. Conclusion

La méthode présentée ici permet d’adapter le pas de décentrage au maillage, elle permet aussi, comm
de traiter le problème de Maxwell linéarisé, c’est à dire le problème(P) avecα = 1. Il est à noter que le problèm
de Maxwell linéarisé reste ouvert lorsque l’on utilise des méthodes de type EVSS comme dans [2], ou, com
[3], des espaces d’éléments finis vérifiant la condition inf-sup tenseur-vitesse attachée à l’approximation c
à trois champs du problème,(P) avecB = 0, α = 1 etΓ − = ∅ dans les équations.

Résumé d’un texte qui sera conservé cinq ans dans les Archives de l’Académie et dont copie peut être obtenue.

Références

[1] R.B. Bird, R.C. Armstrong, O. Hassager, Dynamics of Polymeric Liquids I, Wiley, Amsterdam, 1987.
[2] M. Fortin, R. Guénette, R. Pierre, Numerical analysis of the modified EVSS method, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 14

79–95.
[3] J.M. Marchal, M.J. Crochet, A new finite element for calculating viscoelastic flow, J. Non-Newtonian Fluid Mech. 26 (1987) 77–11
[4] D. Sandri, On a FEM method for a linearized version of the Oldroyd problem, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 191 (2002) 504


