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Résumé

Dans cette Note, nous présentons une méthode d’éléments finis (MEF) pour I'approximation du probleme d'Oldroyd (cf. Bird
et al., Dynamics of Polymeric Liquids I, Wiley, Amsterdam, 1987) qui permet de prendre en compte le modéle de Maxwell
linéarisé. Construite sur le principe de la méthode exposée dans (Sandri, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 191 (2002)
5045-5065), cette méthode permet d’introduire dans I'équation de comportement un décentrage dont le pas dépend du maillag
i.e., du typer + §x B(t), avecsg constant sur chaque triangle ou quadranBteir citer cet article: D. Sandri, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

In this Note, we present a finite element method for the approximation of the Oldroyd’s problem (cf. Bird et al., Dynamics
of Polymeric Liquids I, Wiley, Amsterdam, 1987) which allows us to take into account the linearized Maxwell’s problem.
Based on (Sandri, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 191 (2002) 5045-5065), this method allows us to introduce in the
constitutive equation mesh dependent upwinding of the kirdsx B(t), wheredg is constant on each triangl€o cite this
article: D. Sandri, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).

O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

Nous considérons le probléme d’Oldroyd a-dimensionnalisé (cf. [1]) sur un ouvert polygormaR? de
frontiererl :
o+ A[u Vo +owu) —wu)o — a(d(u)o + ad(u))] =2ad(u) danss$2,
V.0 -21—a)V-du)+Vp=/f danse,
V.-u=0 dans2, wu=ug surl, o =op surl, .,
avec f € [L%(£2)12, uo € [H*(£2)]? vérifiant la condition de compatibilit§,. uo - nds= 0, n étant la normale
unitaire extérieure a, n - ug le produit scalaire dex par upg et ds la mesure suf, og € [LZ(FMB)]4
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Io=1{x€erl, n-uo(x) <0} est la partie dg” par ou entre le fluide.

Le tenseupg est supposé symétrique est le tenseur des extra-contraintes (symétrique d’apreés les équations),
u est le vecteur vitesse du fluide gtdésigne la pression. Les parameétkes. eta vérifient O<a <1, A > 0 et
a € [—1,1]. Poura = 1, ce probléme est aussi appellé probleme de Maxwell.

Nous notons, avec la convention de sommation sur les indices répéiéss o;; ; la divergencede, o : 7 la
sommeo;;7;j, V- u =u;,; la divergence de, u - Vo =uy0;j 1, Vp = p,; le gradientdep, d(u) = %(ul-,j +uji)
le tenseur des taux de déformationudet w (1) = %(u,»,j —uj,;) le tenseur de vorticité de.

Dans la suite, pour un domairé (en pratiquek sera un triangle du maillage), nous noteréis sa frontiere,

(-, )k le produit scalaire surL2(K)1", n € N, et| - |x la norme correspondante. Nous omettrons l'indice lorsque
K =2%.

L'approximation du probléme d’'Oldroyd souléve diverses difficultés dles & sa non linéarité et aussi aux
instabilités qui surviennent lorsque est proche de 1. Ce cas est important en pratique puisqu’il modélise des
polymeéres sans solvant. Nous examinons cette derniére difficulté sur le probléme d’Oldroyd linéarisé suivant. Soit
b € C1(£2; R?) un champ de vecteurs tel qi¥e b = 0 danss2. On posel’~ = {x € I'", b - n(x) < 0} et soitog un
tenseur symétrique tel que € [L2(I" )%

Le probléme considéré dans cet article est alors le suivant :

o + B(o) =2ad(u) danss2,
{—V-a—Z(l—a)V-d(u)—f-Vp:f danss2, (P)
V-u=0 dans2, u=ug surl, oc=o0p Surl—,
ou B estdonnépaB(c) =b-Vo oubienpamB(c) =b-Vo +ow(b) —w(b)o —a(d(b)o +od(b)). On supposera
queB vérifie :

1
‘(B(o), a) - 5/0 cob- nd% < K0|U|2, aveckg < 1. Q)

Dans le cas ol est donné paB(c) = b - Vo, une intégration par parties montre que l'inégalité (1) est satisfaite
avecko = 0. LorsqueB estdonné paB(c) =b-Vo +ow(b) —w(b)o —a(d(b)o +od (b)), I'inégalité (1) est aussi
satisfaite aveegg = 0 lorsquea = 0 (en remarquant que& » (b) — w(b)o) : o = 0 pour touto) et lorsqueas # 0,
I'inégalité (1) est satisfaite aveg > 0 sil'on suppose que les gradientsidgont suffisamment petits (cf. aussi [4]).
Pour I'approximation dg’P), on munits2 d’'une partition7 en sous-domaines (triangles ou quadrilatéres)
notéskK auxquels sont associées deux constadites 0 etdx € 10, 1[ permettant de définir la MEF considérée
dans cet article. Pratiquement on pourra prendre, par exemple; CS'%x avechy diameétre dek. Dans le
Paragraphe 2 nous présentons la formulation variationnelle, @ etilisée pour I'approximation deP), ainsi
gue des résultats d’ellipticité et de continuité de la forme bilinédifqui donc dépend dg6k, 8k )} k <7) attachée
a cette formulation. Ellipicité et continuité sont alors données en fonction des normes suivantes. Pour I'ellipicite,
on définit la norme) - ||1 (norme qui ici, la notation pouvant préter a confusion, ne désigne pas une norme sur des
produits d’espaced %, cf. aussi la définition (4)) par :

2 2 1
[ wli= 3 Il + 4 onF 2
KeT

y 2 _ . 0k-2 _ 2 _ _ B2 2 _1_
ol [[(o, w)§ x =cx Elolg + 21— a)|dw)g + 20(1— 0x)|d(u) — 2 1% +1V - ulg, avecck =1 —ko/0k et
pour une courbe : (0, 1), = fy o:t|b-n|ds et((o)))z, = (0, 0),. Lellipicité sera obtenue avec cette norme en
prenant dansl pour toutk :
5o — 1-06g o Or— 1

K= "ok K= 1vsx
et, lorsquecg > 0, en supposant qug est suffisamment petit pour avoir :

ko<0g <1, VKeT. (H1)

3)
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La continuité sera obtenue en fonction de la norme définie en (2) et de la norme :

[l = X U@L, +e 67 A+800 ) k-] (4)
KeT

0 1 0
l@ol,,x = £<ﬁ+ /1_K9K>|T+5KB(‘E)|K
+< /%+\/1—0t—+—\/a(l—GK)+1>\/§|d(U)|K-

2. La formulation variationnelle considérée

ou

On poseT = {r,7 € [H(2)]% © symétriqug, I'espace des tenseur, = [H}(£2)]? I'espace des vitesses
nulles au bord eM = LS(.Q) ={q € L?3(£2), (1, ) = 0} l'espace des pressions de moyenne nulle. L'équation de
comportement est approchée par une méthode de type SUPG, avec un décentrage dustypér) g, avecsg
constant sur chaque triangle, pour mieux prendre en compte de la taille des mailles.

En adaptant la méthode de [4] on est alors amené & considérer la formulation variationnelle :

Trouver(o,u —ug, p) € T x X x M tel queV(r,v,q) €T x X x M on a
0
A1), (2.0) = (p. V- 0) +(V-u.q) = (fov) + 3 5-(L+8K) {00, Dhokrr- (Q)
KeT
ou A est la forme bilinéaire utilisée pour I'étude du probléme approché :

0
A(ew), (tv) =3 [AK (1), (7. v) + 5 (L+ 55 o rmmr]
KeT

ou

0
Ak ((o,w), (t,v)) = %(o + B(0) —20d(u), T + 8k B(1)) , + 6k (0.d(v))
B(o)

+2(1—a)(dw), dW)) , +20(1— eK)<d(u) - d(v)) +(V-u,V-v)k.
K

On a alors pour le résultat suivant d’ellipticité et de continuité :

Proposition 2.1.0n suppose quéHl) est vérifiée. Soient- ||1 et || - ||1.. les normes définies &) et (4).
e Ellipticité. On suppose quéx = (1 —0k)/0kx, VK € 7. On a alors:

A((o, u), (o, u)) > || (o, u)Hi, Yo,u) e T x X.
e Continuité.On suppose quék > 0, VK € 7. On a alors:

Ao, w), (r,0) <[ || . 0], Y(@w), (@ v)elT x X2

3. Approximation élement fini du probléme (P)

On note{T, x X, x M, C T x X x M};,~0 une famille d’espaces de dimension finie. Le probléme approché
s'écrit alors :

Trouver(oy, up — ug, pn) € T, x Xp x My, tel que :
A((Gha uh)a (Tv U)) - (Ph’ V N U) + (V cUp, Q)

0
=(fv)+ ) 22 (1+85)(00. T)axnr—.  Y(T.v.q) € Ty x Xp x My,
KeT 2o

(Qn)
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On suppose que la condition inf-sup classique vitesse-pression est vérifiée :

. (V-v,q)
inf,ep, sup———= >8>0 (5)
15 ex, 1d@)llg]
avecp indépendant dé. On poseV), = {v,, vy — uo € X5, (V- v, qn) =0, Vg, € My}. On a alors le résultat
abstrait d’estimation d’erreur suivant :

Théoréme 3.1.0n suppose québ) et (H1) sont vérifiées. On suppose que pour tdlte 7 on a g =
(1—-0k)/0k, alors le probléemegQ;) admet une solution uniqu@y,, uy, — uo, pr) € T x X, x My. D'autre
part, si (P) admet une solutiofo, u — ug, p) € T x X x M, alors on a I'estimation d’erreur suivante pour tout
(th, v, qn) € Tp X Vip Xx My,

|0 —on.u—up),< «/§[||(6 — T, U —Uh)Hl,*‘f‘ |p —anl].

0
Ip—pul < (1+V287)Ip —anl + ﬁﬂ*(;pgm +3> [ —onu—un,.

Exemple.Si I'on considere I'exemple dans [4] de I'approximation du couplep) par I'élément de Taylor-Hood
et deo par duPi-continu, le théoréme précédent conduit en predant hx etéx = 1/(1+ 8g) a une estimation
du type:

1/2
V0o — kolo — op| +«/1—a|d(u — uh)| +\/970|: Z hK|2ad(u —up) — B(o — ah)|2:|

KeT

1/2
+ |V - (= un)| + o — Kol p — pul < C(L+ (60 — Ko)_l/z)[ Y Cklou, p)hi} :

KeT

avec Ckg (o, u, p) = llollg2ky + lullgaky + IPllg2k) €t C indépendant dex > a0 > O, ék, hk, Ok, Ko,
6o = infg Ok, et(o, u, p).

4. Conclusion

La méthode présentée ici permet d’adapter le pas de décentrage au maillage, elle permet aussi, comme dans [
de traiter le probleme de Maxwell linéarisé, c’est a dire le probl&Meaveca = 1. Il est & noter que le probleme
de Maxwell linéarisé reste ouvert lorsque I'on utilise des méthodes de type EVSS comme dans [2], ou, comme dan:
[3], des espaces d’éléments finis vérifiant la condition inf-sup tenseur-vitesse attachée a I'approximation classique
a trois champs du problém@?) avecB =0, « =1 et~ = { dans les équations.

Résumé d'un texte qui sera conservé cing ans dans les Archives de I’Académie et dont copie peut étre obtenue.
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