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Résumé

Reprenant la notion d'opérateur de plusieurs variables fuchsiennes de N.S. Madi (Ann. Mat. Pura Appl. (4) 163 (1993) 1-
15), on étend dans cette Note, les résultats de K. Igari (J. Math. Kyoto Univ. 25 (1985) 341-355) pour démontrer I'existence de
solutions nulles pour certains opérateurs a plusieurs variables fuchsiBouesiter cet article: M. Belarbi et al., C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract
Taking the concept of operator with several Fuchsian variables of N.S. Madi (Ann. Mat. Pura Appl. (4) 163 (1993) 1-15), the
results of K. Igari (J. Math. Kyoto Univ. 25 (1985) 341-355) are extended in this Note to show the existence of null-solutions

for some of these operatofo citethisarticle: M. Belarbi et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Position du probléme et notations

Un exemple d'opérateurs différentiels a singularités réguliéres le long de I'hypersurface initidd@ €st donné
par les opérateurs fuchsiens. Les premiers résultats les plus significatifs, relativement aux opérateurs aux dérivée
partielles fuchsiens, ont été donnés par Baouendi et Goulaouic dans [1]. Dans leur article, ils montrent I'existence
et l'unicité locales d’une solution holomorphe du probléme de Cauchy pour certains opérateurs fuchsiens. Si on
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réduit la régularité des solutions, le résultat de [1] n’est plus valable. Dans [2], Igari a pu construire des solutions-
distributions nulles, d’opérateurs fuchsiens, moyennant certaines conditions supplémentaires. L'existence de telle
solutions nulles induit la non unicité de la solution du probléme de Cauchy dans ces espaces fonctionnels. Dans [4]
le deuxiéme auteur a pu étendre la classe d’opérateurs fuchsiens admettant des solutions-distributions nulles.

A partir de [1], Madi a introduit dans [3] la notion d’opérateurs a plusieurs variables fuchsiennes et établit les
mémes types de résultats pour le probléme de Goursat correspondant.

Dans cette Note on a repris la notion d’opérateurs a plusieures variables fuchsiennes pour lesquels on a étab
I'existence de solutions-distributions nulles en imposant des conditions équivalentes a celles de [2].

2. Notations et résultat principal

Pourp € N*, le point générique d€7” est notéx = (x1, ..., x,) et, six ety sont deux points deC”, on note
x-y=3,x%i, Ixl:=,/Y; xil? et (x) =Y, x;. La partie réelle de; € C est notéeRex;.

Sia = (a1,...,a,) € NP est un multi-indice, on notey| = a1 + - - - + a,, la longueur dey, x* = xJ*---x};*
etD¥ = DS} Df;’, ou Dy, = d/dx; estla dérivée par rapport@. Sia et 8 sont deux multi-indices, on dit que
a estinférieur (strictement) A si o; < 8; pour touti eta # .

Pour un ensemble non vide c C?, I'ensemble des fonctions holomorphes au voisinag® dest notéD(£2).
On conviendra d’écriref = O(x?) s'il existe une fonction holomorphé telle que f(x, y) = x” f(x, y) ou si
f(x)/x¥ estbornée quandest voisin de 0.

Si VY est un ouvert non vide dR”, I'ensemble des fonctions infiniment différentiables ¥ux support compact
est notéD(V) = Cg°(V) et on noteD’(V; O(£2)) I'ensemble des distributions a valeurs d&hg?2). La valeur de
feDV; 0(2)) eng € D(V) est notée :

(o) =(F . e0), ou [ e gtod
v

S(RP) désigne I'espace des fonctions de Schwaft? (a décroissance rapide) 8t(R?; O(£2)) I'espace des
distributions tempérées a valeurs d&hg2). On pose aussi :

D, (V;0))={f eD(V; O(R)); supp, f C Ry)"},

ou supp. f est le support def par rapport ax € V. De la méme maniere, on défindl’i"(V; O(R2)) et
S (RP; O(£2)). Enfin, on noteR; = (0, 00) etVy =V N (R4)?P.
On considére I'opérateur aux dérivées partielles :

P = Z aa,ﬂ(x,y)D)‘fo, Q)
loe[+IBI<m
ou (x, y) € C? x C? eta,, g sont des fonctions holomorphes au voisinage de I'origin®) € C7 x C9.

On appelle poids du mondrag 4(x, y) D D} par rapport &, le plus petitr € Z7 tel quea, s = O(x*~7) et
a—1eNP,

Définition 2.1[3]. On dit queP est un opérateur fuchsien, de pojdg N” par rapport &, si les trois conditions
suivantes sont vérifiées :

(H1) Le poids de tout monéme, g(x, y) D¢ ng est inférieur ou égal A.
(H2) Sip #0,le poids du mondme, g (x, y)D)‘fo est plus petit quer.
(H3) Siu; #0etB #£0, alors le poids, par rapport@, de tout monémaaﬁD;‘Df est plus petit que;.



M. Belarbi et al. / C. R Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003) 315-318 317

Pourw € C et/ € N, on définitC;(w) par :Co(w) = 1 etC(w) = ]_[lj_:lo(w - .
Pouri € C” eta € NP, on pose Cq (1) =[]V, Co; (M).

Définition 2.2 [3]. Soit P un opérateur fuchsien. D’aprés I'hypthese )H existe des fonctions holomorphes
dq0 telles query o(x, y) = x*"Hag 0(x, y). On appelle polyndme caracteristique fuchsierPdée polyndme en
défini par :Q(y, A) =3, 40,000, y)Co—p(X).

Définition 2.3. On dit qu’un opérateur de Fucl vérifie la condition (A), s'il existe un domaing?2 contenant
y =0 dansC?, une fonctiomg € O(£2) et une constant€ > 0 telles que

3(y: 20(»)) =0 dans2, 2
|0(0; 20(0) + k)| > C(1+ |k|)m_”‘| pour toutk € (N7)*. (3)

On note :A% = 10(0).

Définition 2.4. On dira qu’une distribution: dans un voisinage dé, 0) € R? x R? est une solution nulle de
I'opérateurP en (0, 0) si Pu = 0 dans un voisinage d@, 0) et (0, 0) € suppu C (Ry)” x RY,

Dans ce qui suit, on va énoncer le résultat principal de cette Note.
Théoréme 2.5.Etant donnéun opérateur aux dérivéespartiellesfuchsien P depoidsO par rapport a x, satisfaisant
la condition (Ap), alorsil existe un voisinage ouvert 1V de 0 € R”, un domaine §2 contenant 0 € CY et une solution
nullex deP tellequeu € D/ (V; O(£2)) NC*(Vy; O(£2)).
3. Ebauche de la démonstration

On commence par introduire la distributiohqui est I'un des outils essentiels pour la construction de notre
solution nulle.

Définition 3.1. Pour toutw € C tel quefiew > —1, on pose :
t t (>0,
Gw;t)=—F—, avec 1, =
S + {O (1 >0),
ouT'(w) est la fonction Gamma d’Euler. Pour I'ordre supérigur> 1), on définit :

w

p
Gz x) = Q) G zis x).

i=1
Les propriétés fondamentales de cette distribution sont regroupées dans le lemme ci-dessous.
Lemme 3.2.

(1) G(z; x) € S| .(RP; O(CP)) NC™(RY; O(CP)).

(2) Pour « e N?, ona D¥G(z; x) = G(z — a; x) et x*G(z; x) = Ca (z + @)G(z + a; X).
(3) Soit F (1) un polyndmeen A, alors F(xD,)G(z; x) = F(2)G(z; x).

(4) Pour tout n € (R)?, ona(G(z; x), eXp(— >y xi/n))x =T, 001 =(1,...,1).
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3.1. Construction dela solution

On cherche la solution sous la forme(x, y) = [~ G(&; x)v(x, y; §)ds oU " =Ty x --- x I, lesT; sont des
courbes fermées simples convenables daesv une solution holomorphe dans un voisinage @ 0)} x I" de
I'équation :

O(y; &) @)
(51— 201(») -+ (Ep — 2o p (M)’
ouonanoté’ = p(x,y; xDx, Dy), carP estde poids nul. L'existence de cette solution est assurée par la condition

(Ap) et le résultat principal de [3]. En utilisant (4) dans I'expression @¢la premiére partie de la conditiondA
on obtient :

px,y;xDy +&, Dy)v(x, y; &) =

Puts y):/ GE N0 8)
’ J (1 —=201(3) -+ (€p —20p (M)

ds = (271)G(r0(y); x) O (y; Ao(y)) =0

et utilisant certaines propriétés ¢ on montre que: € D/, (V; O(£2)) N C*(V4; O(£2)) est une solution de
I'équationPu = 0, ouV est la projection suR” d’'un domaine» C C? contenant l'origine.

3.2. Support dela solution

On montre que0, 0) € suppu. Pour toutN € N*, on peut écrire les développements suivants :

v(x,0;6) = E vy (E)x? + Un41(x, &),
yeNP, |y|<N
et

u(x,0) = Z uy (X)x” +iyg1(x),
yeN?, lyI<N

oU :uy(x) = [ GE: X)), (§)dé: |y| < N etiiyi1(x) = [ G(E; x)Unq1(x, §)dE.
Posons; = min{Re¢;; & € I} et prenong;; € N tel quen; > max{—r;, 0}.
Lemme 3.3.Sit & € C3°(V), ona:
(X@)iinpa(x), e 0/E) =0(eVHIMHP) - quand e — +oo.

En choisissant le diameétre d& inférieur & Ip et ((r) + 1) > Re((A%) ;: si N + 1 > |n| + max{(Rexrl), 0}
ona:

(X@ux, 0,6 7) = 3" (uy (x)x, &0 +<(X(x) -1 > uy(x)xy,e_<x>/£>
lyISN lyISN .
+ (X )iy 41(x), € VE) = 2riyPe?+r 4 0(80‘0)“’) #£0,
ce qui montre que @ suppu(-, 0).
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