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Résumé

Nous considérons l’estimation par la méthode des « cribles » de Grenander de l’opérateur d’un processus aut
d’ordre un à valeurs dans un espace de Banach séparable. Nous montrons la convergence presque sûre de l’estim
le cas où l’opérateur est strictement 2-intégral, 2-sommable et puis 2-nucléaire pour les normes adéquates.Pour citer cet
article : F. Rachedi, T. Mourid, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We consider the sieve estimator of the operator of a Banach autoregressive process. We show the almost sure co
when the operator is 2-summing, strictly 2-integral, afterwards 2-nuclear for the adequate norms.To cite this article: F. Rachedi,
T. Mourid, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

Let (B,B,‖‖) be a separable Banach space equipped with itsσ -algebra. We consider a sequence(εn, n ∈ Z)
of i.i.d. random variables, defined on a probability space(Ω,A,P ) and with values inB, of zero mean and
0 < σ 2 = E‖εn‖2 < +∞ (a B-strong white noise). Letρ be an operator ofL(B) the space of bounded line
operators fromB to B, such that∃j0 ∈ N

∗ for which ‖ρj0‖L < 1. A random process(Xn,n ∈ Z) defined on the
probability space(Ω,A,P ) is said an autoregressive process of order one with values inB (ARB(1)), if it satisfies
the following relation:

Xn = ρXn−1+ εn, n ∈Z. (1)

The process(Xn, n ∈ Z) is strictly stationary ([3], p. 148). The problem in this Note is the estimation of
parameterρ by the method of sieves define by Grenander [7] following the ideas of Hwang et Geman [6] f
case of observations i.i.d. and adapting them to the setting of dependent observations verifying (1).
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1631-073X/03/$ – see front matter 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00061-X
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We denote byΘ the space of the parameters equipped with a metricd . The sieve for the spaceΘ is a sequence
{Θm}m of Θ such thatΘm is compact,Θm ⊂Θm+1, and

⋃
mΘm is dense inΘ. We denote byPρ the stationary

law induced on(B,B) by X0 and byP0 the law ofε0. We suppose thatPρ is absolutely continuous with respe
to P0. In ([4], Proposition 4) in the gaussian case and under some conditions,Pρ andP0 are equivalent. We deno
by ρ0 the true value of parameter. Now we introduce the following definitions and notations:

(a) forρ ∈Θm, Bm(ρ, ε) := {θ ∈Θm | d(ρ, θ) < ε};
(b) the density of the transition probability of process(Xn)n verifying (1), with respect toP0 is noted by

g(x, y,ρ)= (Pρ(dx/X0= y))/(P0(dx)) wherex, y ∈B andρ ∈Θ;
(c) the conditional entropyH(ρ, θ) :=Eρ lng(X,y, θ)= ∫ ln(g(x, y, θ))g(x, y,ρ)dP0(x);
(d) for a real-valued functiong we setg(A) := supy∈A g(y);
(e) Ln(x1, . . . , xn;ρ) denote the conditional likelihood function. The set of points ofΘm whereLn(x1, . . . , xn; ·)

attains his maximum is denoted by:
Mn

m = {ρ ∈Θm | Ln(ω;ρ)= Ln(ω;Θm) := supθ∈Θm
Ln(ω; θ)}.

SimilarlyAm = {ρ ∈Θm |H(ρ0, ρ)=H(ρ0,Θm) := supθ∈Θm
H(ρ0, θ)}.

LetΘ be the space of 2-summing operators and the metricπ2 deduced from the norm of 2-summing operato
For this study we follow [6]. Especially we have:

Theorem. If the sieve{Θm} is chosen such that(1) for all m and all ρ ∈ Θm, there existε > 0 such that
Eρ0 ln(g(X,y,Bm(ρ, ε))) <∞. (2) Am −→

m→+∞ρ0 thensupρ∈Mn
m
π2(ρ,ρ0) −→

m,n→+∞0 a.s.

1. Introduction

Soit (B,B,‖‖) un espace de Banach séparable muni de sa tribu Borélienne(εn, n ∈ Z) un bruit blanc fort
à valeurs dansB et ρ un opérateur linéaire et borné deB dansB (ρ ∈ L(B) tel que∃j0 ∈ N

∗: ‖ρj0‖L < 1.
(Xn, n ∈ Z) est un processus autorégressif d’ordre un dansB (ARB(1)), associé àρ et (εn) si :

Xn = ρXn−1+ εn, n ∈Z. (2)

(Xn, n ∈Z) est strictement stationnaire ([3], p. 148). Dans cette Note on considére l’estimation deρ par la méthode
des « cribles » de Grenander [7] en suivant Hwang et Geman [6] avec adaptation aux observations vérifia
casB un espace de Hilbert etρ de Hilbert Schmidt a été résolue par les «moindres-carrées » [3]. L’estimatio
le maximum de vraisemblance en dimension infinie est traitée par [7] par la méthode des « cribles ». Da
cas oùB est un espace de Hilbert a été traité. Nous traitons le casρ 2-sommable, ensuite strictement 2-intég
et 2-nucléaire. Nous obtenons la convergence p.s. de l’estimateur crible (cas général) et avec exemples
processus de Wiener. La géométrie de l’espace de Banach est cruciale.

2. Définitions et notations

SoitΘ l’espace des paramètres muni d’une métriqued . Un « crible » est une suite de sous ensembles{Θm}m de
Θ telle queΘm compact,Θm ⊂Θm+1, et

⋃
mΘm est dense dansΘ. SoitPρ la loi deXn etP0 deε0. Supposons

quePρ est absolument continu par rapport àP0 ([4], Proposition 4). Le modèle (2) est identifiable (Pρ �= Pθ si
ρ �= θ ). Soitρ0 la vraie valeur. Introduisons les définitions suivantes :

(a) Pourρ ∈Θm, Bm(ρ, ε) := {θ ∈Θm | d(ρ, θ) < ε}.
(b) La densité de la probabilité de transition du processus(Xn)n vérifiant (2), par rapport àP0 est notée

g(x, y,ρ)= (Pρ(dx/X0= y))/(P0(dx)) oùx, y ∈B etρ ∈Θ.
(c) L’entropie conditionnelleH(ρ, θ) :=Eρ lng(X,Y, θ)= ∫ ln(g(x,Y, θ))g(x,Y,ρ)dP0(x).
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(d) Pour une fonction à valeurs réellesg nous posonsg(A) := supy∈A g(y).
(e) Ln(x1, . . . , xn;ρ) est la fonction de vraisemblance conditionnelle. L’ensemble des points deΘm oùLn(x1, . . . ,

xn; ·) atteint son maximum est noté :Mn
m = {ρ ∈Θm | Ln(ω;ρ)= Ln(ω;Θm) := supθ∈Θm

Ln(ω; θ)}.

De mêmeAm = {ρ ∈Θm |H(ρ0, ρ)=H(ρ0,Θm) := supθ∈Θm
H(ρ0, θ)}.

3. L’opérateur ρ est 2-sommable

ρ est 2-sommable si∃C � 0 | ∀x1, . . . , xn ∈B:
(∑n

i=1 ‖ρ(xi)‖2
)1/2 �C · sup‖x∗‖�1

(∑n
i=1 |(x∗, xi)|2

)1/2
([5],

p. 31). La plus petite valeur deC est notéeπ2(ρ). Cet ensemble de Banach est notéΠ2(B) et π2 est sa norme
‖ρ‖L � π2(ρ) ([5], p. 38). SiB est un Hilbert,Π2(B) est l’espace des opérateurs de Hilbert–Schmidt ([5], p.
SoitΘ =Π2(B). Nous avons le résultat suivant.

Théorème 1. Si le « crible »,{Θm} est choisi tel que(1) pour toutm et toutρ ∈ Θm, il existe ε > 0 tel que
Eρ0 ln(g(X,y,Bm(ρ, ε))) <∞ ; (2) Am −→

m→+∞ρ0 alorssupρ∈Mn
m
π2(ρ,ρ0) −→

m,n→+∞0 p.s.

Remarque. La condition (1) est une condition de finitude de moment. Comme dans [6] on peut avo
condition suffisante pour la condition (2). En effet la conditionH(ρ0, ρm)→ H(ρ0, ρ0) implique en généra
ρm → ρ0. Par suite si de plus le crible{Θm} est choisi tel que∃ρm ∈ Θm et H(ρ0, ρm)→ H(ρ0, ρ0) on aura
supρ∈Mn

m
π2(ρ,ρ0) −→

m,n→+∞0.

Pour l’ordre de croissance dem du cribleΘm nous introduisons les conditions :

C1 : Si (ρm) est une suite telle que∀n, ρm ∈Θm etH(ρ0, ρm)→H(ρ0, ρ0) alorsρm→ ρ0.

C2 : Il existe une suite (ρm ∈Θm) telle queH(ρ0, ρm)→H(ρ0, ρ0).

Pourδ > 0 et n soit Dm = {ρ ∈ Θm | H(ρ0, ρ) � H(ρ0, ρm) − δ} où ρm est dans C2. Soit l sous ensemble
Γ1, . . . ,Γl deΘm et

ϕm := sup
k

inf
t�0

Eρ0 exp

[
t ln

{
g(x, y,Γk)

g(x, y,ρm)

}]
.

Théorème 2. Soit {Θm} un crible vérifiant la conditionC1. Si pour toutδ > 0, on peut trouverΓ m
1 , . . . ,Γ m

lm

dansΘm, n = 1,2, . . . , tels que: (i) Dm ⊆ ⋃lm
k=1Γ

m
k ; (ii)

∑+∞
n=1 lmn(ϕmn)

n < +∞, mn −→
n→+∞+∞ alors

supρ∈Mn
mn
π2(ρ,ρ0) −→

n→+∞0 p.s.

4. L’opérateur ρ est strictement 2-intégral

Soient(xk)k une base dansB et (y∗k )k la suite des fonctionnelles de coéfficients associée à cette base. S(y∗k )k
forme une base dansB∗, (xk)k est dite base de shrinking. SiB est tel queB∗ admet une base(y∗k )k , alorsB admet
une base de shrinking ([9], p. 10). On note(·, ·) le crochet de dualité entreB et B∗. Le couple(y∗k , xk)k est dit
système biorthogonal si(y∗k , xj )= δkj , il forme une base de Markushevich dansB si l’espace engendré par(xk)k,
noté[xk]k, est dense dansB et [y∗k ]k est faiblement dense dansB∗. En outre tout espace de Banach séparabB
admet une base de Markushevich [10].
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On noteJ2(B) l’ensemble des opérateurs strictement 2-intégraux deB dansB, on associe la norme 2-intégra
notée‖ · ‖2 ([5], p. 97), on a‖ρ‖L � ‖ρ‖2 . ρ est 2-sommable tel queπ2(ρ)= ‖ρ‖2 ([5], p. 99). Soit(Γ,F , ν) un
espace mesurable. Toute fonctionφ ∈ L2(ν) induit un opérateurMφ deL∞(ν) dansL2(ν) défini par :f → φf ,
et ‖Mφ‖L � ‖φ‖L2(ν). On noteM2(L

∞(ν),L2(ν)) l’ensemble des opérateurs de multiplication deL∞(ν) dans
L2(ν) et 〈·, ·〉 le produit scalaire dansL2(ν). D’aprés ([5], p. 111 )ρ est strictement 2-intégral si et seulement
existe un espace mesurable(Γ,F , ν), deux opérateurs linéaires bornésa etb deL2(ν) dansB et deB dansL∞(ν)
respectivement, etMφ ∈M2(L

∞(ν),L2(ν)) (ouφ ∈L2(ν)) tel que le diagramme suivant commute :

B
ρ−→ B

b ↓ ↑ a
L∞(ν)

Mφ−→ L2(ν)

(3)

L’étude de la fonction de vraissemblance pour des v.a. vérifiant (2) est assez compliquée dans le cas d’un
quelconque. Ceci nous amène à considérer une représentation « spectrale » deρ associée à une base biorthogona
Soit (ek)k∈N une base orthonormale dansL2(ν). La suite(ae

k
)k∈N forme une base dans Im(ρ) et sia est injective

c’est une base de Schauder. Pour obtenir une décomposition deρ nous introduisons l’hypothèse suivante : H :
suite (ae

k
)k∈N est une base de shrinking. Notons(f ∗

k
)k∈N la suite des fonctionnelles de coefficients associé

(aek)k∈N, λk = 1/‖f ∗
k
‖2 etu∗

k
= f ∗

k
/‖f ∗

k
‖, ∀k ∈N. Nous avons les lemmes suivants :

Lemme 1. Sous l’hypothèseH, les(u∗
k
)k∈N sont des vecteurs propres normés deaa∗ deB∗ associés aux valeur

propres(λk )k∈N.

Lemme 2. Sous l’hypothèseH, ρ s’écrit :

ρ(·)=
∑
k∈N

αk
〈
ek , ekb(·)

〉
aek , (4)

oùαk = 〈ek , φ〉, ∀k ∈N, etφ ∈ L2(ν) est associée àρ par le diagramme(3).

Si a et b sont connus l’estimation deρ revient à l’estimation deφ dans L2(ν). Commeφ =∑
k∈N

αkek
l’estimation deφ passe par l’estimation de ces coéfficients(αk)k. Le fait de considérer quea et b sont connus
n’est pas trés restrictif. Voici un exemple :

Exemple.SoientB = C([0,1]) l’espace des fonctions continues sur[0,1] et M2(B) l’ensemble des opérateu
de multiplication deB dansB. Toute fonctionφ ∈ C([0,1]) induit un opérateur de multiplicationMφ ∈
M2(C([0,1])) d’image dansL2([0,1]) ([5], p. 40). Soitρ ∈M2(C([0,1])) défini parφ ∈C([0,1]) (ρ intervient
dans la représentation de certains processus autorégressif à temps continu (voir par exemple [3], p. 150µ
une mesure de probabilité sur[0,1] de densité dµ(t)/dt = (φ/‖φ‖)2 ([5], p. 108), on obtient la décompositio
de ρ = ci2d où dest l’injection deC([0,1]) dansL∞(µ), i2 l’identité formelle deL∞(µ) dansL2(µ) et c
l’application deL2(µ)→L2([0,1]) :f �→ φf . Doncρ est strictement 2-intégral ([5], p. 97) et‖ρ‖2= ‖φ‖L2([0,1]).
Dans le diagramme (3)a est l’identité dansL2([0,1]) et b est l’injection deC([0,1]) dansL∞([0,1]).

Supposons que le processus(Xn)n vérifiant (2) est gaussien etPρ est absolument continue par rapport àP0
(cf. Paragraphe 2). Donc∀k ∈N les v.a. réelles(f ∗k , εn)n sont gaussiennes indépendantes et de même variancσ 2

k .

SoitΘ = L2(ν). Nous considérons le cribleΘ∗m = {φ ∈L2(ν) | φ =∑m
k=0αkek,

∑m
k=0 k

2|αk |2 �m}.

Proposition 1. L’estimateur crible deφ est la fonctionφ̂m =∑m
k=0 α̂kek où α̂k =

∑n
i=1〈ek,ekbxi−1〉(f ∗k ,xi)∑n
i=1〈ek,ekbxi−1〉2+2nλk

, k =
0, . . . ,m, et tel queλ vérifie

∑m
k=0 k

2
( ∑n

i=1〈ek,ekbxi−1〉(f ∗k ,xi)∑n 〈e ,e bx 〉2+2nλk

)2=m.

i=1 k k i−1
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Le Théorème 2 donne la convergence p.s. deφ̂m, et l’ordre de la dimensionm.

Théorème 3. Simn =O(n1/3−δ) pourδ > 0, alors

‖φ̂mn − φ0‖L2(ν) −→n→∞0 p.s.

Remarque.L’ ordre dem est polynomial alors que dans [3] est logarithmiquemn = o(logn).

4.1. ρ est 2-nucléaire

Nous traitons l’estimation deρ du diagramme (3) dans le cas oùa et b ont une forme particulière (Lemme 3
ρ admet alors une décomposition « spectrale » (Lemme 4). Avec les mêmes notations du Paragraph
diagramme (3) on prendν une mesure de dénombrement surN. ρ est dit alors 2-nucléaire etMφ est un opérateu
diagonal notéDα où α = (αn)n ∈ 82. On noteD(8∞, 82) l’ensemble des opérateurs diagonaux de8∞ dans82.
N2(B) est l’espace de Banach des opérateurs 2-nucléaires muni deη2(·) : η2(ρ) = infb,a,Dα(‖b‖L‖a‖L‖Dα‖L).
D’autre part, d’après ([5], Proposition 5.23) il existe(h∗k)k∈N, (vk)k∈N deux suites normées dans la boule un
deB∗ et B respectivement, etβ = (βk)k∈N ∈ 82, tel queρ s’ecrit ρ =∑k∈N

βk(h
∗
k , ·) vk . Soit (e

k
)k∈N la base

canonique de82. Le lemme suivant donne une représentation dea etb.

Lemme 3. a est défini par: (ξk)k �→∑
k∈N

ξk vk , etb par : x ∈ B �→ ((h∗k, x))k.

Ainsi nous obtenons la décomposition suivante deρ :

Lemme 4. SousH ρ s’écrit : ρ =∑k∈N
αk(h

∗
k, ·)aek.

Remarque 1.Si (f ∗k )k = (h∗k)k alors les(aek)k sont des vecteurs propres deρ associés aux valeurs propres(αk)k.

SoitΘ = 82. Nous considérons le cribleΘ∗∗m = {α ∈ 82 | α =∑m
k=0αkek,

∑m
k=0 k

2|αk |2 �m}.

Proposition 2. L’estimateur crible deα est la fonction̂α =∑m
k=0 α̂kek où α̂k =

∑n
i=1(h

∗
k ,xi−1)(f

∗
k ,xi)∑n

i=1(h
∗
k ,xi−1)

2+2nλk
, k = 0, . . . ,m,

et tel queλ vérifie
∑m

k=0 k
2
( ∑n

i=1(h
∗
k ,xi−1)(f

∗
k ,xi)∑n

i=1(h
∗
k,xi−1)

2+2nλk

)2=m.

La convergence dêα s’établie de la même façon queφ̂ du Théorème 3.

Remarque. Soit ρ ∈ D(8∞, 8∞) défini parα = (αk )k∈N ∈ 82, alorsρ est 2-nucléaire d’image dans82 tel que
‖ρ‖2 = ‖α‖82. a de (3) est l’injection de82 dans8∞ et b est l’identité dans8∞. L’estimation deρ revient alors à
l’estimation deα.

SoitPX0 etPε0 les lois gaussiennes deX0 et ε0, CX0 etCε0 les opérateurs de covariance respectivement,HX0

et Hε0 les espaces à noyau autoreproduisant associés àPX0 et Pε0 et supposonsPX0 ∼ Pε0 (cf. Paragraphe 2)
D’aprés [8]∃jX0, jε0 continues et compactes deHX0 et deHε0 respectivement dansB tels queCX0 = jX0 j

∗
X0

et
Cε0 = jε0 j

∗
ε0

. De plus on a :

PX0 ∼ Pε0 ⇐⇒


∃T :Hε0 →HX0 un isomorphisme linéaire tels que :
(i) j∗X0

= Tj∗ε0
,

(ii) S = T ∗T − IdHε
est un opérateur de Hilbert–Schmidt deL(Hε0).
0
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Soit (λk,wk)k∈N les éléments propres deS, ∃! w∗k tel quej∗ε0
w∗k =wk, ∀k ∈N. (wk)k∈N est une base orthonorma

deHε0.

Lemme 5. ρ s’écrit : ρ =∑k∈N
αk(w

∗
k , ·) jε0wk oùαkαk/(1− αkαk)= λk, ∀k ∈N.

Lemme 6. SiCε0 est injective alors(w∗k , jε0wk)k∈N est une base de Markushevich et(jε0wk)k∈N est une base d
shrinking.

Exemple.Nous traitons l’estimation deρ du Lemme 5 dans le cas oùε0 est le processus de Wiener en s’inspir
de [1] (p. 81). SoientB = C([0,1]) muni de la topologie de la convergence uniforme etP0 la mesure de Wiene
de fonction de covarianceγ (s, t) = min(s, t). Dans ce cas nous avons (cf. [1], p. 81) :B∗([0,1]) est identifié
à M([0,1]) l’espace des mesures régulières de Borel surB[0,1], j∗ε0

(µ)(s) = Cε0(µ)(s) =
∫ 1

0 min(t, s)µ(dt) =∫ s
0 µ([t,1])dt, µ ∈ M([0,1]), s ∈ [0,1], ∀t ∈ [0,1], w0(t) = t et wk(t) =

√
2

kπ
sinkπt, k �= 0, w∗0 = δ1 la

mesure de Dirac en 1 etw∗k (dt) = (−1)k
√

2δ1(dt) +
√

2kπ sinkπt (dt), k � 1. L’estimateur crible deρ est

ρ̂m(f )(s)=∑m
k=0 α̂k〈w∗k , ·〉 wk où α̂0=

∑n
i=1 xi−1(1)·xi(1)∑n

i=1 x
2
i−1(1)+2nλnk

,

α̂k =
∑n

i=1((−1)kxi−1(1)+ kπ
∫ 1

0 xi−1(t)sinkπt dt)((−1)kxi(1)+ kπ
∫ 1

0 xi(t)sinkπt dt)∑n
i=1((−1)kxi−1(1)+ kπ

∫ 1
0 xi−1(t)sinkπt dt)2+ 2nλnk

, k = 1, . . . ,m,

ou encore :

ρ̂m(f )(s) =
1∫

0

(
α̂0 · I[0,1](s) · +2

m∑
k=1

α̂k
(−1)k

kπ
sinkπs

)
· f (t) · δ1(dt)

+
1∫

0

2f (t)

(
m∑
k=1

α̂k sinkπs · sinkπt dt

)
dt .

En posantK1(s, t) = α0 · I[0,1](s) · +2
∑

k�1αk
(−1)k

kπ
sinkπs, K2(s, t) = 2

∑
k�1αk sinkπs · sinkπt, et K =

K1+K2, ρ est à noyauK par rapport à la mesure(δ1+ I[0,1])η oùη est la mesure de Lebesgue.
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