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Résumé

Nous considérons I'estimation par la méthode des «cribles» de Grenander de I'opérateur d’'un processus autorégressi
d’'ordre un a valeurs dans un espace de Banach séparable. Nous montrons la convergence presque slre de I'estimateur de
le cas ou l'opérateur est strictement 2-intégral, 2-sommable et puis 2-nucléaire pour les normes adémuatetsr cet
article: F. Rachedi, T. Mourid, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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Abstract

We consider the sieve estimator of the operator of a Banach autoregressive process. We show the almost sure convergen
when the operator is 2-summing, strictly 2-integral, afterwards 2-nuclear for the adequateToxitethisarticle: F. Rachedi,
T. Mourid, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

Let (B, B, || ||) be a separable Banach space equipped with-itiégebra. We consider a sequerieg, n € Z)
of i.i.d. random variables, defined on a probability spate A, P) and with values inB, of zero mean and
0 < 02 = E|e,||? < +o0 (a B-strong white noise). Lep be an operator of.(B) the space of bounded linear
operators fromB to B, such thaf jo € N* for which || p/°||z < 1. A random proces$X,,, n € Z) defined on the
probability spacés2, A, P) is said an autoregressive process of order one with valuBgARB(1)), if it satisfies
the following relation:

X, =pXn_1+6en, nez. 1)

The processX,, n € Z) is strictly stationary ([3], p. 148). The problem in this Note is the estimation of the
parametep by the method of sieves define by Grenander [7] following the ideas of Hwang et Geman [6] for the
case of observations i.i.d. and adapting them to the setting of dependent observations verifying (1).
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We denote by the space of the parameters equipped with a métriche sieve for the spaa is a sequence
{On}m of ® such tha®,, is compact®,, C On1, andlJ,, @, is dense in®. We denote byP, the stationary
law induced on(B, B) by Xq and by Py the law ofeg. We suppose thak, is absolutely continuous with respect
to Po. In ([4], Proposition 4) in the gaussian case and under some condiftgras)d Pp are equivalent. We denote
by pg the true value of parameter. Now we introduce the following definitions and notations:

(@) forp € O, Bu(p,&):={0 € Op |d(p,0) <e};

(b) the density of the transition probability of process,), verifying (1), with respect toPy is noted by
g(x,y, p) = (Py(dx/Xo=1y))/(Po(dx)) wherex, y € B andp € ©;

(c) the conditional entrop¥i (p,0) := E,Ing(X, y,0) = [In(g(x, y,0))g(x, y, p) dPo(x);

(d) for areal-valued functiop we setg(A) :=sup,c4 g(y);

(e) L,(x1,...,xy; p) denote the conditional likelihood function. The set of point®gf whereL,, (x1, ..., x,; )
attains his maximum is denoted by:
My, ={p € On | Ln(w; p) = Lp(®; On) :=SURcg,, Ln(w; 0)}.
Similarly A,, = {p € O | H(po. p) = H(p0, Om) :=SURscg,, H(po.0)}.

Let ® be the space of 2-summing operators and the metriteduced from the norm of 2-summing operators.
For this study we follow [6]. Especially we have:

Theorem. If the sieve{®,,} is chosen such thatl) for all m and all p € ®,,, there existe > 0 such that
EnIn(g(X,y, Bu(p,€))) <o0.(2) Aw —> po thensuppeMn m2(p, 000 —> Oa.s.
m——+00 m m,n—+00

1. Introduction

Soit (B, B, || |) un espace de Banach séparable muni de sa tribu Boréliegpne: € Z) un bruit blanc fort
a valeurs dansB et p un opérateur linéaire et borné dedansB (p € L(B) tel quedjo € N*: | p/0] 2 < 1.
(X, n € Z) estun processus autorégressif d’ordre un dafsRB(1)), associé et (g,) Si :

Xn=pXn-1+¢e,, neZz. (2

(X, n € Z) eststrictement stationnaire ([3], p. 148). Dans cette Note on considére I'estimagigradéa méthode

des «cribles» de Grenander [7] en suivant Hwang et Geman [6] avec adaptation aux observations vérifiant (2). Le
casB un espace de Hilbert etde Hilbert Schmidt a été résolue par les « moindres-carrées » [3]. L'estimation par

le maximum de vraisemblance en dimension infinie est traitée par [7] par la méthode des «cribles». Dans [2] le
cas ouB est un espace de Hilbert a été traité. Nous traitons lepcasommable, ensuite strictement 2-intégral

et 2-nucléaire. Nous obtenons la convergence p.s. de I'estimateur crible (cas général) et avec exemples de cas
processus de Wiener. La géométrie de I'espace de Banach est cruciale.

2. Définitions et notations

Soit® I'espace des paramétres muni d’'une métriguen « crible » est une suite de sous ensemidgs},, de
O telle que®,, compact®,, C 41, etlJ,, O est dense dansd. Soit P, la loi de X,, et P degg. Supposons
que P, est absolument continu par rapporPa ([4], Proposition 4). Le modéle (2) est identifiablB,(# Py Si
o #0). Soit pg la vraie valeur. Introduisons les définitions suivantes :

(&) Pourp € ®,, By(p,e):={0 €O, |d(p,0) <e}.

(b) La densité de la probabilité de transition du processus), vérifiant (2), par rapport &y est notée
g(x,y,p) = (Py(dx/Xo=1y))/(Po(dx)) olx,y € Betpe®.

(c) Lentropie conditionnellé? (p,0) := E,Ing(X,Y,0) = [In(g(x,Y,0))g(x, Y, p) dPy(x).
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(d) Pour une fonction a valeurs réellgsious posong(A) := sup,c, g(y)-
(e) L,(x1,...,x,; p) estlafonction de vraisemblance conditionnelle. Lensemble des poiddg aei L, (x1, .. .,
xp; ) atteint son maximum est noté,; = {p € Oy, | Ln(w; p) = Ln(@; Op) :=SURcg, Ln(w; 0)}.

De mémeA,, = {p € O | H(po, p) = H(p0, Om) :=SURycp,, H(po,0)}.

3. L'opérateur p est 2-sommable

p est 2-sommable §IC > 0| Vx1,...,x, € B: (31, ||,0(xi)||2)1/2 < C-supeg<r (X072 1%, x,')lz)l/2 (5],
p. 31). La plus petite valeur d€é est notéers(p). Cet ensemble de Banach est ndfg(B) et o est sa norme :
lollz < m2(p) ([5], p- 38). SiB est un Hilbert,ITo(B) est I'espace des opérateurs de Hilbert—-Schmidt ([5], p. 84).
Soit® = IT>(B). Nous avons le résultat suivant.

Théoreme 1. Si le «crible»,{®,,} est choisi tel qu&l) pour toutm et toutp € ©,, il existee > 0 tel que
EpIn(g(X, y, Bu(p,€))) <00;(2) Ay —> poalorssup,cym m2(p, po) —> 0Op.s.
m— 400 m m,n——+00

Remarque. La condition (1) est une condition de finitude de moment. Comme dans [6] on peut avoir une
condition suffisante pour la condition (2). En effet la conditiiipg, o) — H (0o, po) implique en général

om — po- Par suite si de plus le criblg,,} est choisi tel quép,, € ©,, et H(po, om) — H (po, po) ON aura
SUP,epn T2(p, po)m njgmo-

Pour 'ordre de croissance @edu crible®,, nous introduisons les conditions :

C1: Si(pp) estune suite telle quen, p, € O©,, et H(po, pm) — H (pg, po) alorsp,, — po.
C> : ll existe une suited,, € ©,,) telle queH (po, o) — H (0o, po).

Pour$ > 0 etn soit D,, = {p € ®,, | H(po, p) < H(po, pm) — 8} Ol p,, est dans &. Soit/ sous ensembles
In,...,r;deo, et

. ¥, T
@m = supinf E,, exp[tln{M”.
k120 8(x,y, pm)
Theéoreme 2. Soit {©),} un crible vérifiant la conditiorC;. Si pour touts > 0, on peut trouver/y", ..., I}"
dans®,, n=12,..., tels que: () D, C Ui"’lek’"; (ii) :ﬁlmn(gpmn)" < 400, m, —> +oo alors

n—+00

SUDseny, T2(P PO) — Ops.

4. Lopérateur p est strictement 2-intégral

Soient(x;), une base danB et (y)x la suite des fonctionnelles de coéfficients associée a cette basg)Si
forme une base dar", (x;)x est dite base de shrinking. Biest tel queB* admet une basg;) ., alorsB admet
une base de shrinking ([9], p. 10). On ndte.) le crochet de dualité entr® et B*. Le couple(y;, x;)x est dit
systeme biorthogonal s}, x;) = &;, il forme une base de Markushevich dahsi I'espace engendreé par ),
noté[xi]x, est dense danB et[y/]; est faiblement dense da®s. En outre tout espace de Banach sépara&ble
admet une base de Markushevich [10].
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On note7>(B) I'ensemble des opérateurs strictement 2-intégrau dansB, on associe la norme 2-intégrale,
notée| - |2 ([5], p- 97), on allpllz < llpll2. p est 2-sommable tel quex(p) = || pll2 ([5], p- 99). Soit(I", F, v) un
espace mesurable. Toute fonctipre L2(v) induit un opérateu,, de L*°(v) dansL?(v) défini par : f — ¢f,
et [Myllz < lI@llLywy. On noteMa(L*(v), L?(v)) 'ensemble des opérateurs de multiplication/ché(v) dans
L?(v) et (-, -) le produit scalaire dans?(v). D’aprés ([5], p. 111 Y est strictement 2-intégral si et seulement s'il
existe un espace mesuralblg F, v), deux opérateurs linéaires bornésth de L2(v) dansB et deB dansL™®(v)
respectivement, ey € Ma(L*(v), L?(v)) (ou¢ € L?(v)) tel que le diagramme suivant commute :

B -2 B

by ta 3)
00 My o
L®Ww) — L4(v)

L'étude de la fonction de vraissemblance pour des v.a. vérifiant (2) est assez compliquée dans le cas d’'un opératel
guelconque. Ceci nous amene a considérer une représentation « spectra@ssdeiée a une base biorthogonale.
Soit (ex)xen UNe base orthonormale dah3(v). La suite(ae, )ren forme une base dans () et sia est injective
c’est une base de Schauder. Pour obtenir une décompositiemdes introduisons I'hypothése suivante : H : La
suite (ae, )ken €st une base de shrinking. Notof)§*)«en la suite des fonctionnelles de coefficients associée a
(aer)keN, M, = 1/||fk’“||2 etuy = f*/1 f71l, Vk € N. Nous avons les lemmes suivants :

Lemme 1. Sous I'hypothésH, les (u})ken sONt des vecteurs propres normésudé de B* associés aux valeurs
propres(i,)kenN-

Lemme 2. Sous I'hypothésH, p s’écrit :

p()= Zak(ek,ekb(-»aek, (4)

keN

oUag = (e, ¢), VkeN, etgp € L?(v) est associée a par le diagrammé3).

Si a et b sont connus I'estimation de revient & I'estimation de) dans L2(v). Comme¢ = D keN YK€k
I'estimation de¢ passe par I'estimation de ces coéfficie@ts),. Le fait de considérer que et b sont connus,
n’est pas trés restrictif. Voici un exemple :

Exemple. SoientB = C([0, 1]) I'espace des fonctions continues $Qr1] et M2(B) I'ensemble des opérateurs

de multiplication deB dans B. Toute fonction¢ € C([0, 1]) induit un opérateur de multiplicatioMy e
M>(C([0, 1])) d’'image dand.2([0, 1]) ([5], p. 40). Soito € M>(C([0, 11)) défini par¢ € C([0, 1]) (p intervient

dans la représentation de certains processus autorégressif & temps continu (voir par exemple [3], p. 150)). Soit
une mesure de probabilité s, 1] de densité d(zr)/dr = (¢/l1¢1)? ([5], p. 108), on obtient la décomposition

de p = ciod ou dest l'injection deC([0, 1]) dansL>®(u), i» I'identité formelle deL>® (1) dansL?(u) et ¢
I'application deL?(u) — L([0,1]): f + ¢f . Doncp est strictement 2-intégral ([5], p. 97) gt /|2 = ||l 12(10.1))-

Dans le diagramme (3) est I'identité dand.2([0, 1]) et b est 'injection deC ([0, 1]) dansL°([0, 1]).

Supposons que le processus,), vérifiant (2) est gaussien €%, est absolument continue par rapporPa
(cf. Paragraphe 2). Dotk € N les v.a. reelles f;*, ¢,),, sont gaussiennes indépendantes et de méme vab"ﬁnce
Soit® = L2(v). Nous considérons le crible;, = {¢ € L?(v) | ¢ = Y 1goker, Y rok?lokl? < m}.

Yoialex.exbxi—1) (f %) k=

. y . . . ~ _ m A AY A _
Proposition 1. L’estimateur crible dep est la fonctiong,, = "} oarer OU @ = ST exexb 122k

Arifi D i lekerbxi—1) (ff xi) \2
0,...,m, ettel quer vérifie >}, kz(2?=11<e:,e,fbx,«,11>2+kznxk) =m.
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Le Théoréme 2 donne la convergence p.spgleet I'ordre de la dimensionm:.

Théoréme 3. Sim, = O(n/3-?%) pours > 0, alors
Iém, — doll 2y — 0 ps.

Remarque.L’ ordre dem est polynomial alors que dans [3] est logarithmigye= o(logn).
4.1. p est 2-nucléaire

Nous traitons I'estimation de du diagramme (3) dans le cas @tet b ont une forme particuliere (Lemme 3).
p admet alors une décomposition «spectrale» (Lemme 4). Avec les mémes notations du Paragraphe 4 et I
diagramme (3) on prendune mesure de dénombrementBurp est dit alors 2-nucléaire &, est un opérateur
diagonal notéD, ol a = (ay,), € £2. On noteD(¢>°, ¢2) 'ensemble des opérateurs diagonauxtéfe dans¢?.
N2(B) est I'espace de Banach des opérateurs 2-nucléaires muyni-gle n2(p) = infy 4. p, (16l 2llall 2| Dl 2)-
D’autre part, d’apres ([5], Proposition 5.23) il existg;)icn. (vk)ren deux suites normées dans la boule unité
de B* et B respectivement, e8 = (Bx)ren € £2, tel quep s'ecrit p = > ren Be(hE,+) vk. Soit (e, )ken la base
canonique dé?. Le lemme suivant donne une représentation eeb.
Lemme 3. a est défini par. (§)i — Y ren &k Vk, €tb par: x € B — ((hf, X))k.

Ainsi nous obtenons la décomposition suivantede
Lemme 4. SousH p s’écrit: p =) .yax(hy, )aey.
Remarque 1.Si (f)r = (h{)x alors les(aey), sont des vecteurs propres ad@ssociés aux valeurs propres .

Soit® = ¢2. Nous considérons le crible* = {x € (% |a = Y J_gaker, Y pokZlaxl? <m}.

Yo (hxi— ) (fExi)
S (hFxi—)?+2nAk’

Proposition 2. L'estimateur crible der est la fonctiont = Y ;" axex oldy =

Yo (hf i) (fFxi) )2 _
S (hfxi—)+2n0k /)

k=0,...,m,

et tel quen vérifie Y1 o k2(

La convergence dé s'établie de la méme facon qgedu Théoréme 3.

Remarque. Soit p € D(£°, £°°) défini parae = (o, )reN € ¢?, alorsp est 2-nucléaire d'image darté tel que
loll2 = llxll,2. a de (3) est l'injection de? danst™ etb est I'identité dang. L'estimation dep revient alors a
I'estimation dex.

Soit Py, et P,, les lois gaussiennes d& eteg, Cx, etCy, les opérateurs de covariance respectivenfért,
et H,, les espaces a noyau autoreproduisant associgg &t P,, et supposon®x, ~ P, (cf. Paragraphe 2).
D’aprés [8]3/x,, js, CONtinues et compactes @ey, et deH,, respectivement darB tels queCx, = jx, j;o et
Ceo = Jeo Jey- DE PlUSON A

aT : He, — Hx, un isomorphisme linéaire tels que :
Pxo~ Py = 0)jx,=Ti%,
(i) § =TT —Idy,  estun opérateur de Hilbert-SchmidtAeH.).
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Soit (Ar, wi)ken les €léments propres de 3! w; tel quejg‘ow;'; = wy, Vk € N. (wp)ren €St une base orthonormale
deH,,.

Lemme 5. p s'écrit: p =3 yak (W, ) jeowk Ok /(1 — axdlx) = Ax, Yk € N.

Lemme 6. SiCq, est injective alorgwy, j.,wr)ken €St une base de Markushevich(gtwi)ren €St une base de
shrinking.

Exemple.Nous traitons I'estimation de du Lemme 5 dans le cas ey est le processus de Wiener en s’inspirant
de [1] (p. 81). SoienB = C([0, 1]) muni de la topologie de la convergence uniformé’gla mesure de Wiener
de fonction de covariancg(s, t) = min(s, r). Dans ce cas nous avons (cf. [1], p. 81B*%([0, 1]) est identifié

a M ([0, 1]) I'espace des mesures régulieres de Borelyn;, j;‘o(u,)(s) = Ceo()(s) = folmin(t,s),u(dt) =
]0 w(t, 1) ds, e M(0,1]), s €[0,1], Vr € [0,1], wo(¥) =1 et wi(¥) = fzsmkm k#0, wy=241la
mesure de Dirac en 1 eb}(dt) = (—1)*/281(dt) + /2km sinkzt(dr), k > 1. Lestimateur crible dep est

R N s M
Pm (f)(s) =3 3wy, -) w OUdo = X2 D20k’

2 (=DRxioa (D) 4k fo xi—1(t) sinkmt de) ((=D)*x; (1) + kr fo X (t)smkmdt)
by = k=1, ...,m,

Y ((—Dkxi—1(1) + km fo x;i_1(t) sinkmt dt)2 + 2nh,k

ou encore :

Pm(f)(s) =

O\I—'

(510 Ii0,11(s) - +ZZA (_n) sinkrw) - f(2) - 81(dr)

l m
+/2f(r) (Zo}k sinkns~sinkntdt> dr.

o k=1

En posantK(s, ) = ag - Ij0,11(s) - +22k>1ak k smkns Ko(s,t) = 22k>1ak Sinkxs - sinkzt, et K =
K1+ K>, p esta noyak par rapportala mesw(él + I10,17)n oun est la mesure de Lebesgue.
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