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Résumé

Nous établissons une version du lemme du déplacement rigide infinitésimal en coordonnées curvilignes lipschitziennes et er
donnons une application aux modeéles de coques linéairement élastiques dont la surface moyenne est lipschitzienne et le vecte
normal est également lipschitzidPour citer cet article: S. Anicicet al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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Abstract

We establish a version of the infinitesimal rigid displacement lemma in curvilinear Lipschitz coordinates. We give an
application to linearly elastic shells whose midsurface and normal vector are both Lip3chdize this article: S. Anicic
et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version
The infinitesimal rigid displacement lemma in Lipschitz coordinates

Let £2 be a bounded connected open subs@'band¥ € W12 (£2; R") be such that d&f¥ > y > 0 almost
everywhere. Lef\, be the set ofi x n skew-symmetric matrices.
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Theorem 0.1.LetU € H1(£2; R") satisfy
VUTVY + V¥ TVU =0 almost everywhere ife.
There exist a dense open subsgetof 2 and locally constant mappings and W from O into R” and A,

respectively such thdf (x) = a(x) + W(x)¥ (x) in O.

This is a generalization of the well-known result that a distribution whose gradient is skew-symmetric is an
affine function. It follows from an almost everywhere inverse function theorem for Sobolev mappings [11].

Corollary 0.2. Under the previous hypothesesvifis locally bilipschitz, therO = §2 and the mappings and W
are constant.

Shells of minimal regularity: Geometrical aspects

We generalize here successive attempts at lowering the required regularity for the midsurface of a shell, starting
from €2 in [3] down to W2 in [4,5] and [6] and piecewis&# 2> in [2].

Letw be a bounded open connected Lipschitz subsBfaindy: @ — RR3 a bilipschitz chart for the midsurface
of the shell. It can be shown that the normal veeigitc) = 91 A d2¢/]|01¢ A d2¢]| exists almost everywhere and
we make an additional regularity hypothesis:

ase Wl’oo(a); R3). (1)

A significant difficulty of our work consists in showing that the mapping that classically defines a tubular
neighborhood of the midsurface wheris C3,

D (x,2) =p(x)+zaz(x), (2

is locally, and then globally, injective o@ x ]—#h, h[ for » > 0 small enough, even under our weak regularity
hypotheses. In the course of the proof, we are led to show a result that can be construed as a kind of geometri
regularity for the midsurface.

Lemma 0.3.For all x € w, we have

o) —pK)

az(x) > 0 wheny — x. 3)
ly —xll

This result states that the contingent cone to the surface always remains orthogonal to the normal vector. To prove
it, we use a mean value theorem for Lipschitz functions of Clarke [8] that makes use of generalized gradients.

Shells of minimal regularity: The infinitesimal rigid displacement lemma

Let ay, = 0,9 anda® be the covariant and contravariant basis vectors. The function space for Koiter's model
introduced in [5] and generalized in [2] is

V={ueHYo;R%, 6(u) € H}(w; R%)}, whered(u) = (dqu - az)a®,
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with its natural Hilbert normiully = (||, + [6()]|2,)"2. The change of metric and change of curvature
tensors then rea@d,g(u) = (0qu - ag + dgu - aq)/2 andYopg(u) = (9,0 (u) - ag + 36 (u) - ag — dqut - dgaz — dgut -
0qa3)/2.

Theorem 0.4.Lety be a chart as above ande V be such thaj,g (1) = Yug (1) = 0. Then there exist two vectors
a andb of R3 such that

ux)y=a+bAex).

The idea is to use the Kirchhoff-Love displacement associatediwith
Ux,z) =u(x) —z0(u)(x),

on 2 = w x ]—h, k[, with i such that® is locally injective. It is readily checked that,s(4) = Yop() =0 is
equivalenttovUTV® + Vo TVU = 0, and we conclude by Corollary 0.2.

1. Le lemme du mouvement rigide infinitésimal en coordonnées lipschitziennes

Le lemme du mouvement rigide infinitésimal en coordonnées cartésiennes affirme qu’une distribution sur un
ouvert connexe? deR" a valeurs dan®”" dont le gradient est antisymétrique est en fait une fonction affine de
la formex — a + Wx ou W est une matrica x n antisymétrique et un vecteur dé&R”. Nous nous proposons
d’établir un résultat analogue en coordonnées curvilignes peu régulieres, a savoir ici lipschitziennes.&n note
I'ensemble des matricesx n antisymétriques.

Théoréme 1.1. Soit£2 un ouvert borné connexe & et ¢ W (£2; R") telle quedetV¥ >y > 0 presque
partout et soitU € H1(£2; R") vérifiant

VUTVY + Ve TVU =0 presque partout dang.

Alors, il existe un ouvert dens@ de £2 et des applications de O dansR” et W de O dansA,, constantes sur
les composantes connexes@etelles quel/ (x) = a(x) + W(x)¥ (x) dansO.

Ce résultat découle d’'un théoréme d’inversion locale presque partout de Fonseca et Gangbo [11] pour de:
applications appartenanta I'espace de SobBl&¥ (£2; R"), que I'on applique ici &, et du lemme du mouvement
rigide classique appliqué a la composéd.dpar les inverses locaux de.

Si I'on relaxe I'hypothése de positivité du Jacobien enVd&t> 0 presque partout, on peut construire des
exemples ou I'ouver® a plusieurs composantes connexes et ou les foncii@i$V prennent plusieurs valeurs.
Néanmoins, le corollaire suivant se déduit de la preuve du Théoreme 1.1.

Corollaire 1.2. Sous les hypothéses précédentes, sst de plus partout localement bilipschitzienne, alors- $2
et les fonctiona et W sont constantes.

Dans le ca® = id, on retrouve le lemme du mouvement rrigide classique, pour une appli¢atierclasses*.

2. Coques de régularité minimale : aspects géométriques

Le modele de coques minces de Koiter et ses variantes sont classiquement traités en supposant que la surfa
moyenne de la coque considérée est de classesoir [3]. Une généralisation aux coques de surface moyenne
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W2 a été d’abord proposée dans [4] et [5], voir aussi [6], ainsi que [9] pour une approche différente dans le
méme cadre de régularité. Une derniere généralisation a enfin été proposée dans [2], mais seulement étudiée
termes d’existence et d’unicité dans le cas particulier des surfdéé€s par morceaux. C'est essentiellement dans
le cadre général de [2] que nous nous plagons ici.

On considére donc un ouvert borné lipschitzien conredeR? et une carte : @ — R3 de la surface moyenne
de la coque que nous supposons bilipschitzienne, c’est-a-dire telle qu'il existeQ g tels que

Ve, yem, ally—xI<|e() —e@]| <Bly—xI. 4)

Par le théoreme de Rademacheegst différentiable presque partout et I'on montre que

Lemme 2.1.Presque partout dans, on a
18100 A d2ll > .
Ceci permet donc de définir presque partout le vecteur normal uritdit@ = 919 A d2¢/|01¢ A d2¢]. On fait
alors I'hypothése de régularité supplémentaire
as e Wl’oo(w; R3). (5)

Il convient de noter que c’est le vecteur normaitaire que nous supposons lipschitzien et non pas le vecteur
919 A do¢ lequel est a priori seulement dabh® (w; R3).
Soith > 0 et définissons une applicatidn: @ x [—h, h] — R3 par

D (x,z2) = (x) + zaz(x). (6)

Sous les hypothéses de régularité classiques, il est bien connu que I'appl@adigimit un voisinage tubulaire
de la surface moyenng= ¢(w) pourh assez petit. Sous les seules hypothéses (4), (5), c’est un point délicat. La
démonstration se déroule en plusieurs étapes.

Lemme 2.2. Il existeh > 0 tel que pour toutz| < &, I'application @ (-, 7) est bilipschitzienne sup.

En effet, il suffit de prendré < o/(2M) ou M = ||Vas| L~ est la constante de Lipschitz de. Pour ce choix
deh, on obtient alors

Lemme 2.3. L'application @ est localement bilipschitzienne sarx [—#, h].
Pour établir le Lemme 2.3, on est amené & montrer la propriété suivante de régularité de laSsurface

Lemme 2.4. Pour toutx € w, on a

p(y) — o)

-az(x) »> 0 quandy — x. (7
Iy —xII

Cette propriété, qui exprime que le cone contingent de Bouligand a la su§fast¢ toujours inclus dans
I'orthogonal du vecteur normal, découle elle-méme d’un théoréme des accroissements finis pour des application:
lipschitziennes d&? dansR? de Clarke [8], selon lequel

9(y) — ¢(x) € codg(Ly, x1)(y — x),

ou d¢p désigne le gradient généralisé de Clarkeda d¢([y, x]) désigne I'ensemble des matricésppartenant a
dp(s) pour uns appartenant au segment x].
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Une fois obtenue I'injectivité locale de I'applicati@n, on obtient facilement la propriété de voisinage tubulaire
global en suivant le raisonnement de [10].

Lemme 2.5. Il existe0 < 1’ < h tel que I'application® est injective suto x [—h’, h'].

Cette propriété est importante pour assurer que le cadre de régularité (4), (5) permet une modélisation
géométrique et mécanique correcte de la coque d’épaisaeur 2

3. Coques de régularité minimale : le lemme du mouvement rigide infinitésimal

Au cceur des preuves d’existence et d’unicité pour les modéles de coques se trouve souvent un lemme di
mouvement rigide infinitésimal pour la surface moyenne. C’est une propriété utile pour montrer I'ellipticité de la
forme bilinéaire de la formulation variationnelle du probléme.

Notonsa, = d,¢ les vecteurs de la base covariante®eteux de la base contravariante. Notons que ces vecteurs
sont a priori seulement das$® (w; R3). Le cadre fonctionnel pour le modeéle de Koiter proposé dans [2] pour les
surfaces de la régularité considérée dans cette Note, qui généralise celui initialement introduit dans [4,5], consist
a considérer I'espace

V={ueH (;R%, 6u) e H*(0; R3)}, 006(u) = (dau - az)a”,

muni de sa norme naturellpe|ly = (l|ul|%,, + [16)]|%,,)*/? qui en fait un espace de Hilbert. Dans ce cadre
fonctionnel, les composantes covariantes du tenseur de changement de métrique sont donpge€s)par
(0qu - ag + dgu - ay)/2 et celles du tenseur changement de courbur@patu) = (3.0 (1) - ag + 90 (1) - ag —
Oqu - dgaz — dgu - 94a3)/2.

Les résultats des paragraphes précédents permettent d’établir le lemme du mouvement rigide infinitésimal pou
la surfaces.

Théoreme 3.1.Soity une carte veérifiant les hypothéses de régulate (5) et soitu € V un déplacement tel que
vap(u) = Typ(u) = 0. Alors il existe deux vecteursetb deRR® tels que

ux)y=a+bAepx).

L'idée est d’introduire le déplacement de Kirchhoff—-Love assogié &
Ux,2)=ulx) —z0(m)(x),

défini sur§2 = w x 1—h, h[, avech donné par le Lemme 2.2. On vérifie qugs(u) = T,s(u) = 0 est equivalent
aAvU'V® + Ve TVU = 0. Par le Corollaire 1.2 et le Lemme 2.3, on obtient §u@) = a + b A ®(x). |l suffit
alors de se placer en=0.

Une fois le lemme du mouvement rigide infinitésimal établi, on procéde comme dans [5,6] pour montrer
I'ellipticité du modeéle de Koiter, donc I'existence et I'unicité de la solution de ce modéle.

Le lemme du mouvement rigide infinitesimal 3.1 implique également que tout déplacetetguey,s(u) =
Xap () =0, ou x est le nouveau tenseur de changement de courbure introduit dans [2], est aussi un deplacemen
rigide. En effet,xog (1) = Tup(u) — b3 vop ) — bgyga(u) ou by désigne les composantes mixtes de la seconde
forme fondamentale de la surface.

L'idée d’'introduire le déplacement tridimensionnel de Kirchhoff-Love associé au déplacerndera coque
afin d’utiliser des résultats tridimensionnels connus n’est pas nouvelle. Elle a notamment été utilisée dans [1] pour
établir I'ellipticité du modéle de Koiter dans le cadre de régulafitéet dans [7] pour établir des inégalités de
Korn sur la surface également dans le €8s
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