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Résumé

Pour un nceudk dansS2 on construit « & la Casson » — et plus précisément en s'inspirant des travaux ultérieurs de Lin (cf.
J. Differential Geom. 35 (1992) 337-357) et Heusener (cf. Topology Appl. 127 (2003) 175-197) — une 1-forme volume sur
I'espace des représentations du group&dgans SWJ2). On montre ensuite comment interpréter cette forme volume comme
une torsion de Reidemeister. On termine en donnant le calcul explicite de cette forme volume pour les nceudsPmriques.
citer cet article: J. Dubois, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

For a knotk in S3, we construct in the line of Casson — or more precisely taking into account Lin's (J. Differential Geom.
35 (1992) 337-357) and Heusener’s (Topology Appl. 127 (2003) 175-197) further works — a 1-volume form orizhe SU
representation space of the groupkbind we show how to interpret this volume form as a Reidemeister torsion. In the last part
of this Note, we give an explicit computation of this volume form for torus kntascite this article: J. Dubois, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

Let K be a knotinS3 represented as aadlat?. SetM = $3\ V(K) the exterior ofK , whereV (K) is an open
tubular neighbourhood of the knot, atitk = 71 M the knot group ofK. Such a presentation &f as a plat gives
rise to a splitting of its exterior of the form = B1 Us B2 whereB;, i = 1,2, is a handlebody of genusand
S = B1 N Bz is a Zi-punctured 2-sphere (see Fig. 1). This decomposition is similar to the Heegaard splitting used
in the construction of the Casson invariant and it gives rise to special systems of generate®; for= 1, 2, and
for 1S respectively denoted by andS (see Section 1 and Fig. 1).
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For a finitely generated grou@, the SU2)-representation space of, with the compact open topology, is
denoted byR(G); R(G) (resp.C(G)) is the subspace of irreducible ones (resp. central ones). The compact
Lie group S@3) = SU(2)/{+1} acts onR(G) by conjugatlon and we se?(G) = R(G)/SO(S) moreover
SOM) acts freely (and also properly) aR(G) so we can regartR(G) as the base space of a principal S
bundle with total spaceR(G). Let G be a finite set of generators for the groay we define the subset
RY(G) C R(G) \ C(G) by settingRg(G) {p € R(G) \ C(G) | Trp(s) =Trp(r) Vs, € G} and we consider
the quotientRY(G) = R9(G)/SO3), whereR9(G) = RY(G) N R(G). We can see tha?T(B) isa(2n — 2)-
manifold andﬁS(S) is a (4n — 5)-manifold. We also notice theRg(G) is the total space of a principal $8)-
bundle with base spa@g(G). Among irreducible representations we distinguishrégilar ones. An irreducible
representatiop : Gx — SU(2) is calledregularwhen H}(M) = R, in which H1(M) = H(M: Adp) is the first
twisted cohomology group a¥f with coefficients in the representatidwalo p : Gx — SU(2) — Aut(su(2)) — Ad
being the adjoint representation.

It is shown in Section 1 thaRT(B) and RS(S) carry natural volume forms h:Gx — SU2) is regular
then the sequence:-& T[p]R(M) — Tpl]R T1(By) x Tio0) R72(By) — Tips1 RS(S) — 0'is exact, thudi, R(M)

inherits a 1-volume form)fp]. We prove that this volume form does not depend on the lraidd is an invariant

of the knot (see Theorem 1.1). Reg K) carries a well-defined 1-volume form denotedd¥. Moreover,wX
changes its sign if we repladé by its mirror image (see Remark 1).

The cocomplexC*(M; Adp) = HomGK(C*(]VI, 7), su(2)) where M is the universal covering o# can be
identified with the following: 0— su(2) — su(2)?* — su(2)%*~1 — 0, where the coboundary operators are
induced by the usual ones 6’&(1\71, 7) and wheresu(2)* carries the product volume form. This complex is not
acyclic and to define a Reidemeister torsion forrﬂbj{M) we must exhibit a distinguished basis ﬂdﬁ(M).

If p:Gx — SU2) is regular, thean(M) ~ R and we construct a distinguished generai:tﬁ? for Hg(M)
using the fact that2(M) = H2(M; R) = H*(0M; Z) ® R (see Section 2). We identif§;,) R(M) and HY(M)
by an isomorphism denoted lgy,; and we define the torsion densiztf : T[p]ﬁ(M) — R4 by settingtf(v) =

ltor(M; Adp, {¢1,1(v), h'?'})]. We establish in Theorem 2.1 thef is the density associated dg .

Finally in Section 3, we give an explicit formula for the volume fagrft wherek is a torus knot of typ&2, ¢)
(see Theorem 3.1). Using surgery techniques, we find again the Reidemeister torsion of the Brieskorn spheres i
the adjoint representation associated to an acycli@stepresentation (see [2] and Theorem 3.2).

1. Forme volume associée a un noaud

Commengons par le rappel d’algebre linéaire suivant (cf. [5]). fdmae volume sur unR-espace vectoriel
E de dimension finiex est un générateur de kiéme puissance extérieul®” E*, ou E* = Homg(E, R).

Considérons la suite exacte feespaces vectoriels : -6 E' > E 2 E" — 0. Soientv/, v etv” des formes
volume surE’, E et E” respectivement et notonsune section dg, de sorte qué & s:E’' ® E” — E est un
isomorphisme. On dit que les trois formes volume précédenteseamiatibledorsquev’ A v = (i @ s)*(v) et
on montre que cette notion est indépendante de la section choisie. Si c’est le cas, @n=€cfit” pour indiquer
la dépendance de& env etv”. Ainsi, lorsque deux des trois espaces vectodg|sE et E” sont munis de formes
volume, le troisieme en posséde une unique qui est compatible avec les deux autres.

Soit K un nceud dans? présenté sous la forme d’'um-dlat £, oui¢ appartient & 'ensembls,, des tresses
a 21 brins. On noteM = §3\ V(K) I'extérieur du nceud, ¥ (K) désignant un voisinage tubulaire ouvertkie
—etGg = mM son groupe. Une telle présentation du no&udous forme de plat induit un scindement de son
extérieur enM = By Ug Bp, oU B1, B> sont deux corps en anses de genret ou S désigne la sphére trouée
$2\ V(K). Remarquons que ce scindementidgoue le méme rdle que le scindement de Heegaard utilisé dans la
construction originale de I'invariant de Casson. De plus, une telle décomposition permet de mettre en évidence de
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Fig. 1. Systémes spéciaux de générateurs.

Fig. 1. Special systems of generators.

systemes spéciaux de générateljrs: {t“) 1< j<n}etS={s;, 1< j<2n} pourles groupes fondamentaux
deB;,i =1, 2, etS respectivement (voir Fig. 1).

Si G est un groupe de type fini, on désigne pAIG) I'espace des représentations de dansSU(2) que
I'on munit de la topologie compacte-ouverte; on n6téG) le sous-espace des représentatioaistrales i.e.
a valeurs dans le centfe-1} de SU2), R(G) le sous-espace des représentatiodsiuctibleset enfinR(G) le
quotientﬁ(G)/SO(B). Si G est un systéme fini de générateursti®n noteRY (G) 'ensemble des représentations
p € R(G) \ C(G) vérifiant : Trp(s) = Trp(), pour touss, € G. On poseRg(G) = RY(G) N R(G) puis
RY9(G) = R9(G)/SO3) et on utilise les notation® (M) pour R(Gx), R% (B;) pour R% (71B;) et R°(S)
pour RS (1S). On peut verlfler quer 7 (B;) est une variété de dimension 2 2, que RS (S) est une variété
de dimensionA4 — 5 et queR (G) est I'espace total d'un S@)-fibré principal de bang(G)

Les inclusionsS < B; et B; — M, i = 1,2, fournissent le diagramme (1) d’homomorphismes surjectifs.
Comme de plus, pour toyt, «; (s;) est conjugué a un élément dgu Ti‘l, on a le diagramme (2) d'immersions
entre espaces de représentations (pour plus de détails on renvoie a [3], Section 3) :

m1B1 5 71<3<
N
mS mM (1) RS() RM) =RTiBYNRTBy) (2
Kx %2 192\ P2
w182 k\Tz(Bz)

Sip: Gk — SU(2) est une représentation, alors l'algébre dei€?) de SU?2) posséde une structure d¢G k 1-
module via la composékdo p: Gx — SU(2) — Aut(su(2)), ol Ad désigne la représentation adjointe et on note
pi = p o p; (resp.pos = p o p; ok;) larestriction deo amyB; (resp.m1S).

Parmi les représentations irréductibles, on distingue les représentaégnberes Une représentation
iréductiblep: Gx — SU(2) est diteréguliérelorsque HX(M) = R, oll HX(M) = H(M; Adp) est le premier
groupe de cohomologie tordue #f a coefficients dans la représentatiho p. On démontre que la régularité est
une notion invariante par conjugaison et questrégulieresi, et seulement si, les images des espaﬁ:@{Bl)
et ﬁTZ(Bg) se coupentransversalemengn [p] dansﬁS(S), [p] étant la classe de conjugaison dégcf. [3],
Proposition 3.3). On not®eg(K) I'ensemble des classes de conjugaison des représentations réguli€fgs de
dans SU2) et on montre qu'il s’agit d’'uneariété unidimensionneligf. [3]).

La construction de notré&-forme volume suReq(K) repose sur les deux points suivants :
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— Si p est une représentation réguliere, on a alors la suite exacte suivante (voir le diagramme (2) et le fait que

R71(By) i) R72(By)) :

0= Ty RM) 222 73, RT(B1) X Ty R (Ba) 2% T RS (5) — 0. (3)
- La varleteRT(B ) (resp. RS(S)) posseéde uné&n — 2)-forme volume natureIIeR Ti(B) (resp. ungdn — 5)-
forme volume naturelle® ) (voir ci-dessous pour leur construction détaillée).

T
Ceci étant, la forme volumew[{ est définie en posantw[p] = (— 1)”( R ]1(31) 2“92))/ RS (S)

normalisation donnée pdar1)" est nécessaire pour garantir Imvanancewfg] Iorsqu on changﬁgr en¢oz,.

, ou la

On construit ainsi localement une 1-forme voluate [p] — o o surla variétéreq(?).
Décrivons a présent la construction détailléesfdemes volume naturellegue I'on peut définir sur les espaces
de représentation® 1 (B1), R%2(By) et RS(S) :

— Le groupe S2) est muni de sa 3-forme volume usuetlanduite pari A j A k. On note également la
3-forme volume sur S@) = SU(2)/{+1} déduite de celle de SB). En utilisant le fait que I'application
Tr:SU2) \ {+1} — (—2,2) est une submersion, on munit la sphére bidimension#&lle {A € SU(2) |
Tr A = 0} d’'une 2-forme volume.

— Gréce au systéme de génératetlirs I'application R(B;) — SU(2)", p +— (,o(tll)) ..,,o(tnl))) permet
d'identifier R(B;) avec SU2)" puis d'identifiet R% (B;) avec le produi{—2, 2) x (52)", et enfin de munir
R (B;) de la forme volume produit®” (5.

Pour munir I'espaceR® (S) d’une forme volume naturelle on procéde ainsi. Soitle disque troués \ oo
dont le groupe fondamental est le groupe libreradgénérateurss, ..., s, (voir Fig. 1). L'application

@: RS (D*) — SU(2) définie parp(p) = p(s1---s2,) €st surjective, 'ensemble de ses points critiques coincide
avec 'ensemble des représentations abéliennas bé dans SW2) (cf. [3], Lemme 3.1) eRS (S) = ¢~ 1(1).

On a donc la suite exacte :-8 T,RS(S) — T,RS(D*) — su(2) — 0, dans laquelleu(2) est muni de
in] Ak et ﬁS(D*) est muni d’'une(4n + 1)-forme volume naturell®.On munit anrsﬁS(S) de l'unique

(4n — 5)-forme volumev®® ) compatible avec les deux autres.

— Pourfinir, siG est'un des groupes; B1, w1 B2 oun1 S etG est'un des ensembl&§, 72 ouS respectivement,
alors ﬁg(G) est I'espace total d'un S@)-fibré principal de basd?g(G), ce qui permet de le munir
d’'une forme volume en utilisant la convention «basefibre». Plus précisément, on a la suite exacte :
0— T,(SO(3) 0 p) = T,RY(G) — T;,)RY(G) — 0, ol1 SA3) 0 p = {Ada 0 p | A € SU2)}. On munit
RY(G) de I'unique forme volume compatible aveet avec la forme volume SWY (G) construite ci-dessus.

Avec ces notations, on établit le théoréme suivant :

Théoreme 1.1. SoientK; = {1 etk = ¢2 deux nceuds présentés sous forme de plats. Si les ricguds; et
K> = CAz sont isotopes, alore’l = 2.

Il en résulte quéReg(K) posseéde une 1-forme volume bien définie, on la adte

La démonstration de ce résultat s'appuie sur un théoréme de Birman—Reidemeister (cf. [1]), qui est 'analogue

pour les plats du théoréme de Markov pour les tresses. N&gnke sous-groupe d8,, engendré pas, 02012(72
etogjozj_102j4102j, 1< j <n — 1. Le théoréme de Birman—Reidemeister affirme que deux nd&uds; tels
quek; =¢ oug € Boy,,;, i =1, 2, sont isotopes si, et seulement s'il existe un entier max(n1, np) tel que pour

1 Linclusion est donnée par(—2, 2) x (§2)" — SU2)", (2cos0), Py, ..., Py) > (COS6) + SiN@) P 1<i<n-
2 En effetRS (D*) est un ouvert d®S (D¥) = (-2, 2) x (§2)2" que I'on munit de la forme volume produit.
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toutn > N les tresseg; = {024,024, 12 - - 024 € B2yy2, i =1, 2, sont dans la méme classe doubleBdg, 2 mo-
dulo le sous-group&,,.». La démonstration du Théoréme 1.1 consiste donc a établir 'invarianeé tesque
I'on change; € By, par une tresse appartenant a la méme classe double m&idulet lorsque I'on change

engoyy,.

Remarque 1. SoitK c $2un nceud.

(1) Il est aisé de montrer que I'orientation induite pdr est I'orientation définie dans [3].
(2) On peut aussi montrer que la forme volua'e ne dépend pas de I'orientation du noget qu’en notank *
son image miroir, on @¥" = —wk.

2. Formevolumeet torsion de Reidemeister

Dans cette partie, on expliqgue comment interpréter la 1-forme volofmsur Reg(K) comme la forme volume
dont I'orientation induite est celle définie dans [3] (voir Remarque 1) et admettant pour denstt@sioe de
Reidemeistért X . Désormais : Gx — SU(2) désigne une représentation réguliére.

On noteX” le complexe tel qQu&l? = C%~/(M; Adp) avecC*(M; Adp) = Homg, (C.(M, Z), su(2)), ot M
est le revétement universel d¢ et ouC, (1\7, 7) est leZ[G g ]-module & gauche via I'action dgg surM comme
groupe de revétement.

Le complexeX? s'identifie & : 0— su(2) — su(2)?* — su(2)2"~1 — 0 ol les opérateurs bord sont induits par
les opérateurs bord usuels du complexele, 7) et olsu(2)* est muni de la forme volume produit. Ce complexe
n’est pas acyclique et son homolodig (X*) est exactement la cohomologie tordHé—*(M). Comme de plug
est irréductible, on zHS(M) = 0. Latorsion de Reidemeister dg dans la représentation adjointe associée a la
représentation, calculée dans les basgg”} de H)(M), i = 1,2, est la torsion de Reidemeister du compléXe
dans ces mémes bases. On la noteMorAdp, (A, 1(D}).

Pour construire la densité on a besoin de déterminer un générateur ﬁﬁ/ﬁ(rM). Lorsquep est réguliere, on
ale(M) =R, mais ausssz(M) =R (cary (X*) =0). Laxe commun des rotatiodsdp (w1 (d M)), qui est défini
au signe pres, permet de fixer un élémefite 52 dans I'espace des vecteurs«ig2) invariants sous I'action de
Adp (1(dM)). En utilisant la non dégénérescence du produiteup (M) x H2(0M) — H*(OM; R) induit
par le produit scalaire usuel de(2), cet élément permet de construire un isomorphisme naﬁ@ealz(aM) —
H?(dM;R). D’autre part, en examinant la suite exacte longue en cohomologie associée a idhdiig), on
montre que 'homomorphismé: Hf(M) — Hf(aM) induit par I'inclusiond M < M est aussi un isomorphisme.
Soitc une classe fondamentale 8&(3 M Z), le générateur distingude H2(M) esth? = (¢ 0i*)"L(c).

On peut dés lors définir Idensitérf : T[p]ﬁ(M) — R, associée au nceud en la représentatiop, en po-
sant, pour tout vecteur non nuj,; € Ti,) R(M), X (vjp)) = [tor(M; Adp, {11 (v])), h}z)})| ettX(0)=0, ou

@lo] - T[p]ﬁ(M) 3 le(M). On constate quef ne dépend pas du choix du signe B& ni de celui de la classe

fondamentale: et ne dépend que de la classe de conjugaisop, ake sorte que la densités :[p] — rf sur
Reg(K) est bien définie.
Le théoréme suivant permet de comparer les dengitéset X surrRegK) :

Théoreme 2.1. Pour toute représentation réguliére: Gx — SU(2), on a I'égalité|wfs;| = .

3 Pour la définition de la torsion de Reidemeister on renvoie a [7], on pourra aussi consulter [6].
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La démonstration du Théoreme 2.1 nécessite plusieurs étapes. L'idée principale pour comparer les densité
|w[’;]| et tf surTi, R(M) est de les interpréter comme une seule et méme torsion de Reidemeister d’un complexe
auxiliaire.

3. Exemplesde calcul

Pour les nceuds toriques de tyj2eq), ¢ > 3, impair, tel le nceud de tréfle, on peut calculer explicitement, grace
au Théoréme 2.1, la forme volume définie ci-dessus. NoZgriSaxterleur du nceud toriqu&, de type(2, g). Le
groupe dek, admet la présentation suwantel(Z ) = (x, y|x% = y4), on notem son méridien et sa longitude ;
dansr(Z, ) onam =xy=0/2 etl = xZm=2.

L’espaceR(Z ) des représentations irréductibles @gZ,) dans SLQZ) a été décrit par Klassen dans [4].
R(Zq) est constitué dég — 1)/2 arcs, noteng(Zq), avect =1,..., 2 , et paramétrés de la fagon suivante :
e m1(Z,) — SU(2) est la représentation donnée par, (x) =i et py,(y) = cos(@) + sin(@) x
(cogmt)i + sin(rt)j). On montre, de plus, que les représentationssont toutes régulieres. Avec ces notations
on peut établir le résultat suivant :

Théoréme 3.1. La 1-forme volumevX« associée au nceud toriqug, de type(2, ¢) vérifie:

K, (dm,s ) _8g 2 ((26 - 1)n>de,ﬁ“
=/ 4 q ds

Prog ] ds

aveco," = arcco$(—1)¢~Lcog(2¢ — 1) /q) cogx1)).

(4)

s=t

En utilisant une formule de Mayer—Vietoris (cf. [7]), on peut retrouver par chirurgie un résultat de Freed (cf. [2])
donnant la torsion de Reidemeister a coefficients dans la représentation adjointe des sphéres d’homologie d
Brieskorn.

Théoréme 3.2. Si k > 0 et si M; est la variété obtenue par chirurgie de peritgk le long du nceud
torique K, de type(2,q), alors M est la variéte fibrée de Seifert a trois fibres exceptionnelles d'indices
2, g, qu — 1, R(My) est fini et formé des classes de conjugaison des représentations irreduetjblgs
avect =1,..., q_21, n = k(mod 2, W <n w et telles que :Tr(og ) (x)) =0,
Tr(oe,n(y)) = 2c08(2¢ — D /q) et Tr(ow »)(m)) = ZCOi{nrr/(qu —1)). De plusg,, est acyclique et la
torsion de Reidemeister dé; dans la représentation adjointe associég @, est:

. _ +32 . 20—\ . 2qmn
tor(My; Adoe.n)) = @k —Da sin? <7q ) Sin? <2qk — 1). (5)
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