
taines suites
s montrons

uit

holonomy

able

s

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003) 349–352

Systèmes dynamiques

Mesures quasi-invariantes pour un feuilletage et limites
de moyennes longitudinales

Quasi-invariant measures for a foliation and limits
of leafwise averages

Barbara Schapira

Mapmo (UMR 6628), faculté des sciences, Université d’Orléans, BP 6759, 45067 Orléans cedex 2, France

Reçu et accepté le 16 janvier 2003

Présenté par Étienne Ghys

Résumé

Dans cette Note, nous généralisons un résultat de Goodman–Plante qui caractérise les valeurs d’adhérence de cer
de moyennes transverses à un feuilletage : ce sont toutes des mesures transverses invariantes par holonomie. Nou
un résultat analogue pour des moyennes longitudinales pondérées par un cocycle∆ : leurs valeurs d’adhérence sont le prod
d’une mesure transverse quasi-invariante pour∆ et de la mesure longitudinale de départ.Pour citer cet article : B. Schapira,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

In this Note, we generalize a result of Goodman–Plante, who characterizes limit points of averaging sequences as
invariant transverse measures. We prove an analogous result for some leafwise averages, weighted with a cocycle∆, whose
limit points are a product of a quasi-invariant transverse measure with respect to∆ with a leafwise measure.To cite this article:
B. Schapira, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Cadre

Soit (M,F) un feuilletage abstrait (au sens de [1]) de dimensionp d’un espace métrisable compactM, dont
les transversales sont modelées sur un espace topologiqueX localement compact métrisable à base dénombr
d’ouverts. Siϕ :B → U × Rp est une carte du feuilletage, avecU un ouvert deX, B est appelée uneboîte; une
plaquedeB est un ensembleP = ϕ−1({u} × Rp), et unetransversaleT deB est de la formeT = ϕ−1(U × {x}).
Si P est une plaque etT une transversale deB, nous noteronsB = T × P . Si x ∈ B, Px désigne sa plaque dan
B et F(x) sa feuille. Nous ne considérons que les boîtes relativement compactes d’unrecouvrement régulierU
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de F, i.e. un recouvrement par des boîtesBi formant une base de la topologie deF, telles que siBi ∩ Bj 	= ∅,
toute plaque deBi intersecte au plus une plaque deBj . CommeM est compact, on peut recouvrirF par un nombre
fini de telles boîtes. Pour un tel recouvrement, siTi est une transversale deBi , considéronsl’espace des plaque
(compact) associéX = ⊔

i Ti .
Uneapplication d’holonomieζ :T → T ′ entre deux transversales est un homéomorphisme engendré (a

d’un pseudogroupe) par les homéomorphismes entre deux transversales d’une même boîteB deU qui préserven
les plaques deB. Un élémentγ :x → y du groupoïde d’holonomieG (voir [2]) est le germe d’une holonomieζ
telle queζ(x) = y. Une feuilleF sera dite sans holonomie si pour tous(x, y) ∈ F 2, il existe un uniqueγ ∈ G tel
queγ :x → y. Un système de Haar(resp. unemesure longitudinale) λ est la donnée d’une famille de mesur
de RadonλF sur chaque feuilleF de F, telle que pour toute application continueψ :B → R, avecB = T × P

une boîte relativement compacte, l’application :t ∈ T → ∫
Pt
ψ(x)dλF(t)(x) est continue (resp. mesurable).

support deλ est l’ensemble des feuillesF telles queλF (F ) > 0. Un système de Haarλ de support plein satisfa
la condition de régularité suivante : il existe un recouvrementB de F par des boîtesB = T × P relativement
compactes telles que :

0< inf
t∈T λ(Pt ) � sup

t∈T
λ(Pt ) < +∞. (1.1)

Si X est l’espace des plaques, la mesure longitudinaleλX définie sur chaque feuilleF par :

λXF =
∑

x∈F∩X
δx (1.2)

est une mesure de support plein par définition deX, qui vérifie aussi clairement la condition (1.1).
Unemesure transverseµ est la donnée d’une famille de mesuresµT sur chaque transversaleT au feuilletage.

Elle estinvariante par holonomiesi pour toute holonomieζ :T → T ′, ζ∗µT = µT ′ .
Rappelons le résultat de Goodman et Plante [3] que nous généralisons ici. Soit(An)n∈N une suite d’ensemble

finis de l’espace des plaquesX, et limAn l’ensemble des valeurs d’adhérence de suites(xn)n∈N avecxn ∈ An.
NotonsνnX la mesure :νnX = (1/(!An))

∑
x∈An

δx .

Théorème 1.1 (Goodman et Plante [3]).Si pour toute holonomieζ :T ′ → T , avecT ⊂ X et T ′ ⊂ X, on a
limn→+∞ νnX((An ∩T )∆ζ(An ∩T ′)) = 0, alors toutes les valeurs d’adhérence de la suiteνnX sont des probabilités
à support danslim An qui sont invariantes par holonomie.

Notons que sur un feuilletage à croissance polynomiale, il existe des suites(An)n∈N vérifiant l’hypothèse ci-
dessus [3,4].

2. Equidistribution de moyennes

Nous généralisons le Théorème 1.1 dans deux directions : au lieu de moyennes sur des ensembles finisAn deX,
nous considérons des moyennes sur des suites d’ensemblesEn d’une feuille deF, pour une mesure longitudinaleλ,
pondérées par un cocycle∆. (LesAn ci-dessus correspondent àX ∩ En.) Leurs valeurs d’adhérence sont d
mesures surM, que nous cherchons à désintégrer en un produit d’une mesure transverse quasi-invari
holonomie (pour le cocycle∆) par la mesure longitudinaleλ.

Un cocycle continu surG est une application∆ :G → R∗+ continue (pour la topologie deG, voir [2]), qui vérifie
∆(γ )∆(γ ′) = ∆(γ γ ′). Si γ :x → y est un élément deG, et si∆(γ ) ne dépend que de(x, y) (par exemple si la
feuille dex et y est sans holonomie), nous noterons∆(x,y) au lieu de∆(γ ).

Une mesure transverse est ditequasi-invariante pour le cocycle∆ si pour toute holonomieζ :T → T ′, de germe
enx noté[ζ ]x :x → ζx, on a dµT ′

dζ∗µT
(ζx)= ∆([ζ ]x), µT ′ p.p.

La donnée d’une mesure transverse quasi-invarianteµ pour le cocycle∆ et d’une mesure longitudinaleλ permet
de définir une mesure, notéeµ ◦ λ, surM. Elle est définie sur toute boîteB = T × P par :
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µ ◦ λ(B) =
∫

T

dµT (t)

∫

Pt

∆(x, t)dλF(t)(x). (2.3)

Par abus de notation,∆(x, t) signifie ici∆(γ ), avecγ :x → t le germe de l’application d’holonomie dex à t qui
suit les plaques deB. Par quasi-invariance deµ, cette quantité ne dépend pas du choix deT dansB, doncµ ◦ λ

est bien définie.
Introduisons les objets qui vont intervenir dans l’énoncé 2.1. Soitλ une mesure longitudinale,∆ un cocycle

continu surG, F une feuille sans holonomie (ou telle que pour tous(x, y) ∈ F 2 et γ :x → y, ∆(γ ) ne dépend
que dex et y), et x0 ∈ F . Soit (En)n∈N une suite d’ouverts connexes relativement compacts deF tels que
0< λF (En) < ∞. Pour toute application continueψ :M → R, définissons :

M∆,λ
n (ψ) = 1

Dn

∫

En

ψ(x)∆(x, x0)dλF (x), oùDn =
∫

En

∆(x, x0)dλF (x).

Nous dirons que la suite(En)n∈N estrégulière relativement àλ si pour toute boîteB = T ×P du recouvrementB
de (1.1), il existeN ∈ N, tel que pour toutn � N , et t ∈ T ∩En, on a :

si 0< λF (Pt ∩En) < λF (Pt ), alorsEc
n ∩ ∂B 	= ∅. (2.4)

Cette condition est vérifiée si le feuilletage est de dimension 1, ou siλ = λX , ou si pour toutn ∈ N, Ec
n est connexe

Elle permet d’éviter que quandn → ∞, Ec
n ait un nombre grandissant de composantes connexes de plus e

petites dont laλF -mesure totale ne tend pas vers 0, situation dans laquelle nous ne pouvons pas cont
moyennesM∆,λ

n .
Si T est une transversale au feuilletage, notonsνnT la mesure :νnT = (1/Dn)

∑
t∈T∩En

∆(t, x0)δt . Ceci définit
donc une mesureνn transverse au feuilletage. Notre résultat est le suivant :

Théorème 2.1. Soit (M,F) une lamination d’un espace compactM, λ un système de Haar de support ple
∆ un cocycle continu pour le feuilletage et(En)n∈N une suite vérifiant(2.4). Supposons que pour toute holonom
ζ :T ′ → T , on ait :

lim
n→∞νnT

(
(T ∩En)∆ζ(T ′ ∩En)

) = 0. (2.5)

Alors les valeurs d’adhérence deM∆,λ
n sont des probabilités de la formem = ν ◦ λ, avecν une mesure transvers

quasi-invariante pour le cocycle∆.

Remarque 2.2. Lorsqueλ = λX , les moyennesM∆,λX

n = νnX sont à support dansX, et la même preuve montre qu
leurs valeurs d’adhérence sont des probabilités surX quasi-invariantes pour le cocycle∆. En particulier, si∆ est
le cocycle trivial égal à 1, on retrouve le Théorème 1.1.

Corollaire 2.3. Sous les mêmes hypothèses, si de plus il existe une unique(à une constante multiplicativ
près) mesure transverseν quasi-invariante pour le cocycle∆, alors les moyennesM∆,λ

n convergent vers
m = 1

ν◦λ(M)
ν ◦ λ.

Démonstration. Quitte à extraire une sous-suite, nous supposerons que les moyennesM
∆,λ
n convergent vers un

probabilitém surM. Pour montrer le résultat, il suffit de montrer que sur toute boîteB fixée du recouvrementB de
(1.1),m est de la formeν ◦ λ, avecν une mesure transverse quasi-invariante pour le cocycle∆. Si une telle boîte
B = T × P vérifiem(B) = 0, on poseνT = 0. Supposons doncm(B) > 0. Pour tout choix de transversaleT telle
queB = T × P , on peut réécrire :

M∆,λ
n (B) =

∫

T

dνnT (t)
∫

P

∆(x, t)dλF (x)+R1(n,T ,B)+R2(n,T ,B). (2.6)
t
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Le resteR1(n,T ,B) correspond à des termes de bord oubliés dans la somme : lest ∈ T ∩ F tels que
λF (Pt ∩En) > 0, maisEn ne contient past . Plus précisément,

R1(n,T ,B) = 1

Dn

∑
t∈T∩F\En

∆(t, x0)

∫

Pt∩En

∆(x, t)dλF (x).

Le resteR2(n,T ,B) correspond lui auxt ∈ T ∩En tels que 0< λF (Pt ∩En) < λF (Pt ) :

R2(n,T ,B) = 1

Dn

∑
t∈T∩En

∆(t, x0)

∫

Pt

(1En − 1)∆(x, t)dλF (x).

Commençons par montrer que ces deux restes tendent vers 0 quandn → +∞. La continuité de∆ implique que
supt∈T supx∈Pt

∆(x, t) est fini. De plus,λ vérifie (1.1). On a donc :

∣∣R1(n,T ,B)
∣∣ � cte(B)

1

Dn

∑
t∈T∩F\En

Pt∩En 	=∅

∆(t, x0) et
∣∣R2(n,T ,B)

∣∣ � cte(B)
1

Dn

∑
t∈T∩En

Pt∩En 	=Pt

∆(t, x0).

Notons d’abord que sit ∈ T apparaît dans l’une des deux sommes ci-dessus, il n’apparaît pas dans l’autre.
deB s’écrit : ∂B = ∂T ×P ∪ �T × ∂P . Recouvrons�T × ∂P par un nombre fini de boîtesBi . Pour chacune d’elle
notonsSi une transversale contenant(�T × ∂P ) ∩ Bi . Ainsi, il existe une holonomieζi :Ti ⊂ Si → T ′

i ⊂ T , avec
Ti ⊂ �T × ∂P . Comme lesBi recouvrent�T × ∂P , lesT ′

i recouvrentT . Si t ∈ T apparaît dansR1(n,T ,B), alors
En intersecte la plaquePt sans contenirt . Par connexité deEn, En intersecte donc le bord dePt . Il existe donc
un indicei tel quet ∈ ζi(Ti ∩ En) \ (T ′

i ∩ En). Inversement, sit ∈ T ∩ En apparaît dansR2(n,T ,B), alorsEc
n

intersectePt . Vue la condition de régularité (2.4) satisfaite parEn, il existe i tel quet ∈ T ′
i ∩ En \ ζi(Ti ∩ En).

Finalement, par définition desνnTi , on obtient :
∣∣R1(n,T ,B)+R2(n,T ,B)

∣∣ � cte(B)
∑
i

νn
T ′
i

(
T ′
i ∩En∆ζi(Ti ∩En)

)
.

L’hypothèse (2.5) assure donc que ces restes tendent vers 0 quandn → ∞, d’où d’après (2.6),νnT ◦ λ|B converge
faiblement versm|B . On en déduit, en utilisant (1.1), la continuité de∆ et le fait quem(B) > 0, queνnT converge
faiblement surT vers une mesure finie non nulleνT . Commeλ est un système de Haar, et∆ est continu, cette
convergence implique queνnT ◦ λ converge versνT ◦ λ|B .

Finalement, pour toute boîteB de (1.1), et toute transversaleT ⊂ B, on a défini une mesure finieνT telle que
m|B = νT ◦ λ|B . L’hypothèse (2.5) assure que le support deν est invariant par holonomie. Et par construct
desνnT , ν est alors nécessairement quasi-invariante pour le cocycle∆, d’où le résultat. ✷
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