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Résumé

Dans cette Note, nous généralisons un résultat de Goodman—Plante qui caractérise les valeurs d’adhérence de certaines sui
de moyennes transverses a un feuilletage : ce sont toutes des mesures transverses invariantes par holonomie. Nous montrc
un résultat analogue pour des moyennes longitudinales pondérées par un gociales valeurs d’adhérence sont le produit
d’'une mesure transverse quasi-invariante powet de la mesure longitudinale de dép&dur citer cet article: B. Schapira,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

In this Note, we generalize a result of Goodman—Plante, who characterizes limit points of averaging sequences as holonomy
invariant transverse measures. We prove an analogous result for some leafwise averages, weighted with A, cooyske
limit points are a product of a quasi-invariant transverse measure with respegtitb a leafwise measurdo citethisarticle:
B. Schapira, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Cadre

Soit (M, F) un feuilletage abstrait (au sens de [1]) de dimengiaiun espace métrisable compakt, dont
les transversales sont modelées sur un espace topolagitp@lement compact métrisable & base dénombrable
d'ouverts. Sip: B — U x R? est une carte du feuilletage, avBcun ouvert deX, B est appelée uneoite; une
plaquede B est un ensembl® = ¢~ 1({u} x R?), et unetransversalel’ de B est de la form@ = ¢~ 1(U x {x}).
Si P est une plaque & une transversale dB, nous noteron®8 =T x P. Six € B, P, désigne sa plaque dans
B et F(x) sa feuille. Nous ne considérons que les boites relativement compactegdiuvrement régulietl
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de J, i.e. un recouvrement par des boi®sformant une base de la topologie figtelles que siB; N B; # ¢,
toute plague de; intersecte au plus une plague Ble CommeM est compact, on peut recouvfirpar un nombre
fini de telles boites. Pour un tel recouvremenft];sést une transversale dg, considérongespace des plaques
(compact) associ& = | |; T;.

Une application d’holonomie : T — T’ entre deux transversales est un homéomorphisme engendré (au sens
d'un pseudogroupe) par les homéomorphismes entre deux transversales d’'une mémealbaltqui préservent
les plaques d&. Un élémenty : x — y du groupoide d’holonomi§ (voir [2]) est le germe d’'une holonomie
telle quez (x) = y. Une feuille F sera dite sans holonomie si pour taqusy) € F2, il existe un unique, € G tel
quey :x — y. Un systéme de Haafresp. unenesure longitudinaler est la donnée d’'une famille de mesures
de Radonz sur chaque feuille® de &, telle que pour toute application continye B — R, avecB =T x P
une boite relativement compacte, I'applicatione T — fP, ¥ (x)drAp()(x) est continue (resp. mesurable). Le
support de A est 'ensemble des feuilles telles querr (F) > 0. Un systéme de Haarde support plein satisfait
la condition de régularité suivante : il existe un recouvrenime F par des boite® = T x P relativement
compactes telles que :

0 < inf A(P;) < SUPA(P;) < +o0. (1.2)
teT teT
Si X est I'espace des plaques, la mesure longitudin#ldéfinie sur chaque feuill& par :
M=) b (1.2)
xeFNX

est une mesure de support plein par définitiorkdejui vérifie aussi clairement la condition (1.1).

Unemesure transversg est la donnée d’'une famille de mesuges sur chaque transversdieau feuilletage.
Elle estinvariante par holonomisi pour toute holonomie: T — T, ¢y = .

Rappelons le résultat de Goodman et Plante [3] que nous généralisons i€¢h,Sgity une suite d'ensembles
finis de I'espace des plaqués et limA,, I'ensemble des valeurs d’adhérence de suiig$,cNn avecx, € A,,.
Notonsvy la mesure vy = (1/(#A,)) erAn Sy

Théoréme 1.1 (Goodman et Plante [3]).Si pour toute holonomi¢: 7’ — T, avecT Cc X etT' C X, on a
lim,— 400 vy (A, NT)AZ(A,NT")) =0, alors toutes les valeurs d’adhérence de la sulfesont des probabilités
a support danéim A, qui sont invariantes par holonomie.

Notons que sur un feuilletage a croissance polynomiale, il existe des $difgsn Vérifiant I'hypothése ci-
dessus [3,4].

2. Equidistribution de moyennes

Nous généralisons le Théoréme 1.1 dans deux directions : au lieu de moyennes sur des ensemhlde ffhis
nous considérons des moyennes sur des suites d’ensefjldame feuille deF, pour une mesure longitudinale
pondérées par un cocyclke. (Les A, ci-dessus correspondent¥n E,.) Leurs valeurs d’adhérence sont des
mesures suM, que nous cherchons a désintégrer en un produit d'une mesure transverse quasi-invariante pal
holonomie (pour le cocycld) par la mesure longitudinalke

Un cocycle continu suf est une application : § — R continue (pour la topologie dg voir [2]), qui vérifie
A(Y)A(Y) = A(yy'). Siy:x — y est un élément d6, et siA(y) ne dépend que de, y) (par exemple si la
feuille dex ety est sans holonomie), nous noterah&, y) au lieu deA(y).

Une mesure transverse est djteasi-invariante pour le cocycla si pour toute holonomie: T — T, de germe

enx noté[¢]y :x — ¢x,0n adi‘:z’r (x)=A¢]x), w17 PP

La donnée d’'une mesure transverse quasi-invarjapiaur le cocycleA et d’'une mesure longitudinalepermet
de définir une mesure, not@eo A, surM. Elle est définie sur toute bol®=T x P par:
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port®) = [ dur@ [ a0 diro. (2.3)
T P;

Par abus de notatiom (x, ¢) signifie ici A(y), avecy : x — ¢ le germe de I'application d’holonomie dear qui

suit les plaques d&. Par quasi-invariance de, cette quantité ne dépend pas du choiXfddansB, doncu o A

est bien définie.

Introduisons les objets qui vont intervenir dans I'énoncé 2.1. Soihe mesure longitudinale un cocycle
continu surg, F une feuille sans holonomie (ou telle que pour tousy) € F2? ety :x — y, A(y) ne dépend
que dex et y), etxg € F. Soit (E,),en Une suite d’ouverts connexes relativement compacts dels que
0 < Ar(E,) < oco. Pour toute application continue: M — R, définissons :

M,?’W):Di/w(xm(x,xw dir(r), oUD, =/A<x,xo>dAF(x).
E, E,

Nous dirons que la suiteE,, ) ,en estréguliére relativement a si pour toute boite3 = T x P du recouvremeriB
de (1.1), il existeV € N, tel que pourtout > N,ette TN E,,ona:

Si0O<Ap(PiNE,) <ip(P;), alorsE;,NdB#. (2.4)

Cette condition est vérifiée si le feuilletage est de dimension 1,oe=siX, ou si pour tout € N, E¢ est connexe.
Elle permet d’éviter que quand— oo, Ef ait un nombre grandissant de composantes connexes de plus en plus
petites dont lax p-mesure totale ne tend pas vers 0, situation dans laquelle nous ne pouvons pas contrbler les
moyennesV/ 2+

Si T est une transversale au feuilletage, notghda mesure v7. = (1/Dy) Y, crng, At x0)d;. Ceci definit
donc une mesure” transverse au feuilletage. Notre résultat est le suivant :

Théoréme 2.1. Soit (M, F) une lamination d’'un espace compaet, A un systéeme de Haar de support plein,
A un cocycle continu pour le feuilletage @,,),.cn une suite vérifian(2.4). Supposons que pour toute holonomie
:T'— T,onait:

nILmoo Vi ((T N E)AL(T' N Ey)) =0. (2.5)

Alors les valeurs d’adhérence dé2** sont des probabilités de la forne = v o A, avecv une mesure transverse
quasi-invariante pour le cocycla.

X
Remarque 2.2. Lorsquer = A%, les moyenneMnA’A =% sont a support dans, et la méme preuve montre que
leurs valeurs d’adhérence sont des probabilitésysquasi-invariantes pour le cocycle En particulier, siA est
le cocycle trivial égal a 1, on retrouve le Théoréme 1.1.

Corollaire 2.3. Sous les mémes hypotheses, si de plus il existe une uf@iquee constante multiplicative

prég mesure transverse quasi-invariante pour le cocyclet, alors les moyennesM,,A’A convergent vers
_ 1

m = m\) oA.

Démonstration. Quitte & extraire une sous-suite, nous supposerons que les moydﬁrﬁesonvergent vers une

probabilitém sur M. Pour montrer le résultat, il suffit de montrer que sur toute b®fti&ée du recouvremerh de

(1.1),m est de la forme o A, avecv une mesure transverse quasi-invariante pour le coeyck une telle boite

B =T x P vérifiem(B) =0, on poserr = 0. Supposons dong(B) > 0. Pour tout choix de transversdletelle

queB =T x P, on peutréécrire :

MnA’)‘(B):/dv?(z)/A(x,t)d)»F(x)+R1(n, T,B)+ Rx(n, T, B). (2.6)
T P;
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Le reste R1(n, T, B) correspond a des termes de bord oubliés dans la somme . de§ N F tels que
Ar(P, N E,) >0, maiskE, ne contient pas. Plus précisément,

Rl(n,T,B)zDi > A x0) / AQx, 1) dAp(x).

" teTNF\E, PAE,

Le resteRo(n, T, B) correspond luiauxe T NE, telsque O< Arp (P, NE,) < Ap(Py) .

Rz(n,T,B)zDi 3 A(t,xo)/(lgn—1)A(x,t)dkp(x).

" teTNE, P

Commencgons par montrer que ces deux restes tendent vers Oguangoo. La continuité deA implique que
SURcr SUR.cp, A(x, t) estfini. De plusa vérifie (1.1). Ona donc :

1 1
[Ri(n.T.B)| <cteB)~ > Alt.x0) et [Ro(n.T.B)|<cte(B)—— > Al x0).
D, D,
teTNF\E, teTNE,
PNE, 0 PNE,#P;
Notons d'abord que sie T apparait dans I'une des deux sommes ci-dessus, il napparait pas dans l'autre. Le bord
deBSsécrit:0B=0T x PUT x d P. Recouvrond” x 9 P par un nombre fini de boiteB; . Pour chacune d’elle,
notonss; une transversale contengfit x 9 P) N B;. Ainsi, il existe une holonomi¢; :7; C S; — T/ C T, avec
T. c T x 3P. Comme lesB; recouvrentl x 3P, les T/ recouvrentl. Sit € T apparait dan®y(n, T, B), alors
E, intersecte la plaqu@, sans contenir. Par connexité d&,,, E, intersecte donc le bord d&. Il existe donc
un indicei tel quer € §;(T; N E,) \ (Tl.’ N E,). Inversement, si e T N E,, apparait dan®z(n, T, B), alorsES
intersecteP;. Vue la condition de régularité (2.4) satisfaite gy, il existei tel quer € T/ N E, \ §i(T; N Ey).
Finalement, par définition deg., on obtient :

|R1(n, T, B) + R2(n, T, B)| < cte(B) Z VI (T N Eq AL (T N Ey)).
i

L'hypothése (2.5) assure donc que ces restes tendent vers O quang, d’ou d’'apres (2.6)y7 o A converge
faiblement versn g. On en deduit, en utilisant (1.1), la continuité deet le fait quem (B) > 0, quev}. converge
faiblement surT’ vers une mesure finie non nulle. Comme) est un systeme de Haar, gtest continu, cette
convergence implique qu€. o A converge versr o Ap.

Finalement, pour toute boit® de (1.1), et toute transversdleC B, on a défini une mesure finig- telle que
mg = vr o A;p. Lhypothése (2.5) assure que le supportidest invariant par holonomie. Et par construction
desvy, v est alors nécessairement quasi-invariante pour le cogyalou le résultat. O
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