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Résumé

Dans un article précédent, nous avions prouvé que tout unitaire multiplicatif commutatif est un multiple de l'unitaire
multiplicatif associé a un groupe localement compact. Dans cette Note nous donnons une démonstration plus simple de c
résultat, qui constitue une généralisation d’'un théoreme de Pdeit. citer cet article: S. Baaj, G. Skandalis, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

In a previous article, we proved that every commutative multiplicative unitary is a multiple of the multiplicative unitary
associated to a locally compact group. In the present Note we give a simpler proof of this generalization of a theorem of Weil.
To citethisarticle: S. Baaj, G. Skandalis, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).

O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version
In this Note we give a simpler proof of the following Weil-type theorem (cf. [3,2]):

Theorem 0.1 (cf. [1, Théoréme 2.1])Let H be a separable Hilbert space arld € £L(H ® H) a commutative
multiplicative unitary. There exists a locally compact gropand a separable Hilbert spack such thatV is
isomorphic toVg ® 1k gk -

Let us recall some notation which appears in this theorem:
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— For& € H, one define®; € L(H, H ® H) by the formulad: (n) =n ® &.
— ForT e L(H® H) andw € L(H)4, one definesw®id)(T) € L(H) by setting(n, (o ®id)(T)&) = w(é);]‘ T6r).

Define Ty, T13, To3 € L(H @ H® H) by puttingT12 =T ® 1y, Toa =15 @ T and T13 = X23T12X23 =
Y12T23X12whereX € L(H ® H) is theflip: (€ ®n) =nQE).

— AunitaryV € L(H ® H) is said to bemultiplicativeif it satisfies the pentagon relation
V12V13V23 = Va3Viz. 1)

— LetV be a multiplicative unitary. Fab € L(H),, let L(w) € L(H) denote the operatd ® id)(V). Define
A(V) C L(H) to be the sef{L(w); w € L(H)}. Letw1, w2 € L(H), and definaw € L(H), to be the map
x> (w1 @ w2)(V*(1® x)V). By (1), we havel.(w1) L (w2) = L(w), whenceA (V) is a sub-algebra of (H).
Let Sy be the subc*-algebra ofL(H) generated by (V).

— LetV be a multiplicative unitary. The following are equivalent:

(i) the algebraA (V) is commutative;
(i) the C*-algebraSy is commutative;
(i) we haveVa3Viz= Vi3Vas.

Indeed, (i) = (i) is clear. If (i) holds, then for allwi, w2 € L(H). we have(w1 ® w2 ® id)(V13Va3) =
L(w1)L(w2) = L(w2)L(w1) = (w1 ® w2 ® id)(V23V13) whence (iii). If (iii) holds, thenV>3V13 = V13V23 and
V35Viz = VizVys. Applying (w1 ® w2 ® id) to these equalities, we deduce (ii).

When these conditions are satisfiétis said to becommutative.

—LetV e L(H® H) and W € L(K ® K) be multiplicative unitaries. Define the multiplicative unitary
VRW=VisWaue l(HR®K)R(HQK)).

We say thatV andW areisomorphicif there exists a unitary € L(H, K) suchthatV(u Q u) = (u @ u) V.

— LetG be alocally compact group; denote iya right Haar measure af. The operator¥/g € L(L%(G, m) ®
L?(G,m)) defined by V&) (x, y) = E(xy, y) (for& € L3(G,m) ® L*(G,m) = L?(G x G,m®m), x,y € G)
is a commutative multiplicative unitary.

Let us now begin the proof of Theorem 0.1.

Let H be a separable Hilbert space ad& L(H ® H) a commutative multiplicative unitary. Denote Bythe
spectrum of the commutative suls-algebraSy of L(H) generated by (V). The spacé; is locally compact.

The inclusionSy C L(H) is a faithful representation : Co(G) — L(H). We thus find a mag: L(H), —
Co(G) defined byr o £ = L.

For g € G, the mapw — £(w)(g) is an element of the dual af(H).. Therefore, there exists, € L(H) such
thatl(w)(g) = (7). As [€(®) o = | L(w)]| < [l@]l, we find ||z, || < 1.

Denote byG = G U {0} the one point compactification of gnd setrs, = 0. As{(w) is the mapg — w(ty),
the mapg — 7, is a homeomorphism from the compact sp&@nto its imagel’ C L(H) endowed with the
ultraweak topology (L(H), L(H)4).

SinceH is separable and : Co(G) — L(H) is a nondegenerate representation, there exists a measure space
(Y, v), a measurable map: Y — G and a unitary : L2(Y, v) — H such that, forf € Co(G) and& € L2(Y,v),
we haveu*s (f)u(€) = (f o h)E.

Lemma 0.2. Identify H ® L?(Y, v) with the spacd.?(Y, v, H) of (classes dfsquare integrable functions on
with values inH . For all £ € L2(Y, v, H), we havefor almostally € ¥) (1Q u*)V(1Q u)&)(y) = Ty (E)).
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Proof. We just have to prove this far= o« ®  with « € H andn € L2(Y,v). Let 8 € H and¢ € L3(Y, v). We
have

B A@uHVAQu)(a®n)=(¢. (E(wp.a) o h)n).
But £(wg,q«) Is the functiong — wg «(t¢), hencel(wg o) o h is the functiony > wg o (ti(y)). Therefore

B¢ ARuHVARuU) (@@ n))= / (B, Thyy @) ) (y) dv(y),
Y

and the lemma follows. O

Let u denote a measure @hwhose class is the image by(of a finite measure in the class) of

SinceV is unitary, 1, is u-almost everywhere unitary (by Lemma 0.2). Denotelbyhe set ofg € G such
that o is unitary. AsH is separable, the unitary group is a Borel subsef@f) (for the ultraweak topology).
ThereforeD is a Borel subset of;. Its complement has zeyo-measure and, as the representatian faithful, D
is dense inG.

Letws, w2 € L(H), and definev € L(H). tobethe map — (w1 Qw2)(V*(1®x)V). We havelL (w1) L(w2) =
L(w), whencel(w1)f(w2) = £(w). In other words, for alg € G,

(01 ® w2) (T3 ® Tg) = w(Tg) = (w1 @ w2)(VF (1 ® 1,)V),
thereforer, ® 7, = V*(1® 1) V. Applying » ® id to the equalityV (r, ® 7,) = (1® 7,)V, we find

L(tgw)Tte = 1o L(w). (2)
If g € D, it follows thatz, Sy tgf‘ = Sy, thus there exists an automorphiagof Co(G) satisfying
(g (f)) =t (f)Ty 3)

forall f € Co(G). For f = £(w), we finda, (£(w)) = £(t,w). Forh € G, the mapf — ozg_l(f)(h) is a character,
so that there existé € G satisfyingag—l(f)(h) = f (k). For f = £(w), we find e(tgw)(h) = ¢(w)(k), whence
o(tty) = w(t). It follows that{z,; g € D} is a sub-group of the unitary group &f.

Let x € T. We have proved that fo§ € D, we havext, € T. It follows thatxy € T for all x,y € T, since
{ty; g € D} U ({0} is ultraweakly dense iff’, the mapy — xy is ultraweakly continuous, anfl is ultraweakly
compact whence closed.

Forg,h € G, letgh € G be the element satisfying, = 7,7;.

Letg € G. Denote by, the endomorphism afo(G) given by

(g () (h) = f(hg). (4)

We have(a, (L(w))) (h) = w(thTy) = (E(T,w)) (h), whencex, (£(w)) = £(t,w). By formula (2),(2 8) commutes
with the normal operatc(r”(of) n(af(f))) for f = £(w) € Co(G). But every operator which commutes with a normal

operator, commutes with its adjoint. Thereft r;% 8) commutes Witr(”(of) n(af( f))) forall f € Co(G); in other

wordsz, intertwinesr andsm o .

The spectral measure ofis ., whereas the spectral measurerod o, is a, (1). If g ¢ D, the measure, (1)
is carried byDg which is disjoint fromD, whencer, = 0. It follows thatG = D.

However, on the unitary group, the product is ultraweakly continuous, wh@nse locally compact group.

Finally by formulee (3) and (4), the pairr, t) is a covariant representation for the action®bn Co(G) by
right translations. Hence, it is a representatiolefG) x G ~ K. Therefore, there exist a Hilbert spakeand a
unitaryv € £(H, L?(G, m) ® K) such thabr (f)v* = My ® 1, where, forf € Co(G), My € L(L?(G,m)) is the
operator of multiplication byf andvt,v* = p, ® 1 wherep, € L(L?(G,m)) is the operator of right translation
by g. It follows that(v ® v)V (v* ® v*) is the operatotVg)13 (acting onL3(G,m) ® K ® L(G,m) ® K). O
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1. Introduction

Dans cette Note nous donnons une démonstration plus simple de I'analogue suivant du théoreme de Weil (cf
[3,2]):

Théoréme 1.1 (cf. [1, Théoréme 2.1])SoientH un espace hilbertien séparable ¥te L(H ® H) un unitaire
multiplicatif commutatif. Il existe un groupe localement compaet un espace hilbertien séparalietels queV
soit isomorphe &¢ ® 1k gk -

Rappelons rapidement quelques notations qui interviennent dans ce théoréme :

— Pouré € H, on définitds € L(H, H ® H) par la formuleds (n) =n ® &.
— PourT € L(H ® H) etw € L(H)4, on définit(w ® id)(T) € L(H) en posantn, (o Q@ id)(T)&) = w(e;]kTeg).

On définitTyp, T13, Tos€ LIH Q@ HQ® H) en posantlio =T Q@ 1y, Toz =1y @ T et T13 = Xo3T12X23 =
Y1oTr3¥120uX e L(HQ H) estlavolte C(E ®n) =nQE&).

— UnunitaireV € L(H ® H) est ditmultiplicatif s’il satisfait la relation pentagonale
V12V13Va3 = Va3Vio. (1)

— Soit V un unitaire multiplicatif. Pouw € L(H),, on noteL(w) € L(H) I'opérateur(w ® id)(V). Notons
A(V) C L(H) 'ensemble{L(w); w € L(H).}. Soientw1, w2 € L(H), et notonsw € L(H), I'application
x> (w1 ® w2)(V*(1®x)V). Par (1), on a(w1)L(w2) = L(w), doncA(V) est une sous-algebre d€H ).
On noteSy la sous€*-algeébre deC(H) engendrée pat (V).

— SoitV un unitaire multiplicatif. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) l'algébre A(V) est commutative;
(i) la C*-algébreSy est commutative;
(iif) ona Va3Viz3= Vi3Vas3.

En effet, (ii) = (i) est clair. Si (i) est vrai, alors pour tout;, w2 € L(H), 0n a(w1 ® w2 ® id)(V13V23) =
L(w1)L(w2) = L(w2) L(w1) = (w1 ® w2 ® id)(V23V13), d’ou (iii). Si (iii) est satisfait, alors/23Vi3 = Vi3Vo3 et
V35Viz = VizVys. Appliquant(w: ® w2 ® id) a ces égalités, on en déduit (ii).

Si ces conditions sont satisfaites, on dit guestcommutatif.

— SoientV € L(H ® H) et W € L(K ® K) des unitaires multiplicatifs. On définit I'unitaire multiplicatif
VRW=VisWaue L(HR®K)R(HQK)).

On dit queV et W sontisomorphes'il existe un opérateur unitaitee L(H, K) telqueW (u ®u) = uQu)V.

— SoitG un groupe localement compact ; notemsine mesure de Haar a droite. L'opératéyre £(L3(G, m)®

L*(G, m)) défini par(V§) (x, y) =£(xy, y) (pouré € L%(G,m)® L*(G,m) = L*(G x G,m®m), x, y € G)
est un unitaire multiplicatif commutatif.

2. Preuvedu théoréme

Passons a présent a la démonstration du théoréme.
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SoientH un espace hilbertien séparablelet L(H ® H) un unitaire multiplicatif commutatif. Noton§ le
spectre de la sous*-algébre commutativey de L(H) engendrée pat (V). C'est un espace localement compact.

Linclusion Sy C L(H) est une représentation fidele:Co(G) — L(H). On a donc une application
L L(H) — Co(G) définieparr o€ = L.

Pour g € G, l'application w — £(w)(g) est un élément du dual (topologique) d€H),. Il existe donc
1, € L(H) tel quel(»)(g) = w(ty). Comme|l£(®) oo = | L(@)]| < [[w], on en déduit quér, || < 1.

NotonsG = G U {oo} le compactifié d’Alexandroff d&7 et posonsto, = 0. Comme/l(w) est I'application
g+~ w(t,), lapplicationg — t, estun homéomorphisme de I'espace comastir son imagd” C L(H) munie
de la topologie ultrafaible (L(H), L(H)+).

Comme H est séparable et :Co(G) — L(H) est une représentation non dégénérée, il existe un espace
mesuré(Y, v), une application mesurable: Y — G et un unitairex : L?(Y,v) — H tels que, pourf € Co(G)
eté e L2(Y,v) onaitu*m (f)u(€) = (f o h)

Lemme 2.1. IdentifionsH ® L2(Y, v) avec I'espacd.?(Y, v, H) des(classes defonctions de carré intégrable de
Y dansH. Pour touté € L2(Y, v, H),on a(1Q u*) V(1 Q u)é)(y) = Th(y)(€(y)) (pour presque toup € Y).

Démonstration. Il suffit de démontrer cela pouf =« ® n aveca € H et € L3(Y,v). Soientp € H et
. eL?Y,v).0Ona

(B, AQuHVARu)(a @)=L, (twp.a)oh)n).
Or £(wp,o) est la fonctiong — wp o (1,), doncl(wg o) o k est la fonctiony — wg o (Ti(y)). DONC

B¢ 1@uHVARuU)(x®n))= / (B, Thy (@) () dv(y),
Y

d'otlelemme. O

Notonsu une mesure sut dont la classe est celle de I'image @afd’une mesure finie dans la classe)de

CommeV est unitairer, estu-presque partout unitaire d'apres le Lemme 2.1. No®i'gnsemble deg € G
tels quer, soit unitaire. Comme{ est séparable, le groupe unitaire est une partie boréliendi Mg (pour la
topologie ultrafaible). Il en résulte que est une partie borélienne d& Son complémentaire egtnégligeable
et, comme la représentatianest fidele,D est dense dang.

Soientw1, w2 € L(H), et notonsw € L(H)4 I'applicationx — (w1 ® w2)(V*(1® x)V). On aL(w1)L(w2) =
L(w), donct(w1)€(w2) = £(w). Autrement dit, pour toug € G, on a

(01 ®@ W2)(Ty ® Tg) = w(Tg) = (W1 ® wz)(V*(l by tg)V),
d’oti 'on déduit quer, ® 7, = V*(1® 7,) V. Appliquanto @ id a I'égalite V (r, ® 74) = (1® 7,)V, on trouve
L(tyw)Ty = 1o L(w). 2)

Si g € D, on en déduit quegSvrg,“ = Sy, donc il existe un automorphisme, de Co(G) tel que, pour
f € Co(G), on ait

(g () =t (f)zy . ®3)
Pour f = £(w), on trouveu, ({(w)) = £(T,w). Pourh € G, l'application f ozg_l(f)(h) est un caractére, donc il
existek € G tel queag‘l(f)(h) = f(k). Pour f = ¢(w), ONn trouve@(rg*w)(h) = L(w)(k), soitw(rhrg*) = w (7).
On en déduitimmédiatement qiig;; g € D} est un sous-groupe du groupe unitaireffie

Soitx € T. On a montré que, pour togte D, on axt, € T. On en déduit que pourtowt y € T onaxye T,

puisque{ty; g € D} U {0} est ultrafaiblement dense dafislI'applicationy — xy est ultrafaiblement continue, et
T est ultrafaiblement compact donc fermé.
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Pourg, i € G, notonsgh € G I'élément tel query;, = 7, 7.
Soitg € G. Notonsx, 'endomorphisme d€y(G) donné par

(ag(f))(h) = f(hg). (4)
On a(ag (L(w)))(h) = w(t)Tg) = (U(Tgw))(h), doncag (£(w)) = £(tyw). De la formule (2), on deduit quég 8)
commute avec l'opérateur norméf(of) n(a?(f))) pour f = £(w) € Co(G). Or tout opérateur qui commute avec

un opérateur normal, commute avec son adjoint. On en dédui(gtu&) commute avec l'opérateur normal

7(f) 0 .
( o n(ag(f))) pour toutf € Co(G), autrement dit, entrelacer etr o ay.

La mesure spectrale deestpu, celle der o o, esta, (). Sig ¢ D, la mesurex, (1) est portée pabg qui est
disjoint deD, donct, = 0. Il s'ensuit queG = D.

Sur le groupe unitaire, le produit est ultrafaiblement continu, d@mst un groupe localement compact.

Enfin par les formules (3) et (4), le couple, t) est une représentation covariante pour I'actioiddgur Co(G)
par translation a droite. C’est donc une représentatiof@d&) x G ~ K. Il existe donc un espace hilbertigh
et un unitairev € L(H, L%(G, m) ® K) tels quevrr (f)v* = M ® 1, o, pourf € Co(G), My € L(L?(G,m)) est
I'opérateur de multiplication paf etvr,v* = p, ® 1 0l p, € L(L?(G,m)) est I'opérateur de translation a droite
parg. On en déduit quév @ v) V (v* @ v*) est I'opérateu¢V)13 opérantdans?(G,m)® K @ L2(G,m)QK. O
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