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Résumé
On étend les lois du logarithme itéré de Bovier—Picco—Zhang pour les séries géométriques aléatoires pondérées, et précisor
la vitesse de convergence vers I'ensemble linfi@ir citer cet article: G. Stoica, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
Abstract
We extend the Bovier—Picco—Zhang laws of the iterated logarithm for geometrically weighted random series, and give the

rate of convergence towards the limit skt.citethisarticle: G. Stoica, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Soit{X,; n > 0} une suite des variables aléatoires réelles, indépendantes et centrées<RBourl) on associe
a{Xn; n >0} la série géométrique aléatoire pondésés) = > >, 8" X,
Il est bien-connu (voir [3]) que, sX,, sont identiguement d|str|buees a\EfX2 1, eton note
(11— HY25(B)
{2loglog(1/(1— B2))}¥/2’
alors on a la loi suivante du log itérée :

e({sipl) =1-111 et lm d(s:$).(-1.1)=0 ps. (1)

S1(B) =

ou€({-}) est I'ensemble limite d¢} lorsquep — 17, etd(x, A) =inf,calx — y|.
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Il est également connu (voir [6]) que, Xi, sont gaussiennes et les covariances satisfont a la condition de
Kolmogorov :

ZEX2_+oo et limsu ZEXk>/<Xn:EX,f><+oo )

n=0 n—00 k=0
alors, si on note

S(B)
{2VarS(B)loglog VarS(B)}1/2’

on a la loi suivante du log itéré :
e({s208}) =1-1,1] et ﬂir?_d(Sz(ﬂ),[—l, 1)=0 ps. 3)

S2(8) =

Dans cette Note nous allons décrire une loi du logarithme itéré qui étend (1) et (3), et précisons la vitesse
de convergence vers les points limites. L'idée est de changer le tempsS ¢anst de normaliser, telle que la
série obtenue admet des queues asymptotiquement indépendantes forsdlie et, en méme temps, converge
faiblement dans un espace de fonctions approprié.

Ainsi, pour O< 8 < 1 et 0< ¢ < 1, nous considérons la suite généralisée des processus

1-(1-A-pHnt2

- _(1_ 1/2
S8(6:0) = T By 2vars @ loglogvars a2 (L~ (1= F9) ), @
et notons
2 ) .
k=1 ﬂ—>1 VarS(ﬁ)Z )"EX; sit#£0,

0 sir=0.

Proposition 1. Sous I'hypothés€) et si X,, sont gaussiennes alors, pour tduk 1o < 1, on a
e({ss(B.10}) = [-K 1Y% K (10)*?] et ﬂ”nl_d(Sa(ﬂ,to), [-K (Y% Kt0)Y?])=0 p.s.

Remarque. (i) L'hypothése «X,, gaussiennes » n’est pas une réstriction : on peut toujours apprai@)epar une
nouvelle série géométrique de méme poids, équivalente §(g,)aet avec les coefficients,, gaussiens (voir [6]).

(i) Méme si S(B) est continue pour tout @ B < 1 lorsqueX,, sontdes v.a. i.i.d. symétriques de Bernoulli (ceci
est bien-connu depuis Hartmann-Wintner), dans le cas général ce fait n’est plus vrai (voir I'explication dans [4]).
En particulier, on ne peut pas éspérer une loi fonctionnelle a la Strassen—Carmona—K&opoudans I'espace
des fonctions continues s[@, 1], ni méme dans le cas gaussien.

Exemples. (i) Si Xo= X1 =0, EX2=n(n— 1) pourn > 2, et si on note

(1- %32
{4p*loglog(2B4/(1 — p2)3)}1/2 S(@
alors, pour tout O< 1o < 1 fixé, on a la loi du log itérée C({S4(B8)}) = [—
[— 2tl/2 l/2]) Op.s.

(||) L'ensemble limite de
(1= BHY2s5((1 - (1 pAH10)'?)
{2loglog1/(1— g?))}Y/2

— (1- 1)), (5)

1/2

S4(B) =

215/%] et limg_1- d(Sa(B),




G. Stoica / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003) 191-193 193

est I’intervalle[—té/z, té/z] p.s. au sens de la formule (1) lorsgXig sont identiquement distribuées a\éﬁ’ﬁ =1.

Idée de démonstration. La proposition (1) en résulte d’'urtei fonctionnelle localedu logarithme itéré pour une
sous-suite & temps discret 8B, -), plus précisémers; (1) := S3((1—6")2, 1), avec 0< 6 < 1 fixé. Cette sous-
suite est asymptotiquement équicontinue p.s., et converge faiblementtans] au sens de Hoffmann—Jorgensen
(voir [1]). Egalement, on a un résultat d’approximation forte esgfe) et S3(8, -) ; on peut donc s’appuyer sur les
résultats de [2], Théoréme 4.1.

Le résultat suivant résout le probléme de la vitesse de convergen§g ders les points limites dans la
Proposition 1.

Proposition 2. Sous I'hypothésé?), pour tout0 < rp < 1fixé etO < a < to_l/zK(to), ona

log P{|S3(8,10)| >a}  _ a?
g—1- (1— p)VarS(p)loglogVarS(8)  K(to)’

Exemples. (i) Si Xo = X1 =0, EX% =n(n — 1) pourn > 2, et siS4(B) est donné par la formule (5) alors, pour

0<a<2té/2, ona

(1-B)?log P{|Sa(B)| > a} _  a?

im =——.
p—~1- loglog(2p4/(1— $2)3) 4
(ii) Sous I'hypothése (2) et pourfa < 1, on obtient alors la vitesse de convergence dans la formule (3) :
log P{|S2(B)| > a} 2

ﬂli_Q— (1— B)VarS(B)loglogVarS(B)

(i) Lorsque X, sont identigument distribuées avék‘X,zl =1, et pour O< a < 1, on obtient la vitesse de
convergence dans la formule (1) :
log P{|S1(B)| >a}  a?

Im = .
p—1- loglog(1/(1— B2)) 2

Idée de démonstration. La Proposition 2 s’appuie sur le principe de contraction appliqué a une version du
principe de Géartner—Ellis. Ceci est possible, car le critére de « réguiErit§voir [5], Théoréme 1.2) est satisfait.
C’est a dire que la suite des fonctions génératrices assoc¥g€ar) converge uniformément pourQr <1
lorsqueB — 1~ vers une fonction finie autour de zéro, ainsi que ses dérivéesateli®.
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