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Résumé

On décrit une méthode de Monte Carlo permettant un calcul itératif de I'approximation quadratique d’une fonction sur
une base orthonormée quelconque. On I'applique a I'approximation de fonctions régulieres sur un hypercube a l'aide de
bases de polyndbmes orthogonaux multidimensionnels contenant peu d’éléments. L'algorithme constitue a la fois un outil
d’approximation et d’intégration numériqueour citer cet article: S. Maire, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We describe a Monte Carlo method which enables an iterative computation b?thpproximation of a function on any
orthonormal basis. We use it for the approximation of smooth functions on an hypercube with the help of multidimensional
orthogonal polynomial basis containing only few terms. The algorithm is both a tool for approximation and numerical
integration.To cite thisarticle: S. Maire, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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Abrigded English version

We have developed in a previous work [6] a Monte Carlo method which enables an iterative computation of
L? approximations. In Section 1, we make a short description of this algorithm and we give its intrisic properties
in Lemmas 1.1 and 1.2. We have studied especially in this work polynomial approximations of monodimensional
regular functions, for which a decay @gk’ of the coefficientsy on the approximation basis holds [2]. We have
obtained Monte Carlo estimators for numerical integration with increased convergence rate.
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In Section 2, we make a generalisation of this work in the multidimensional case by computing the approxi-
mations on polynomial basis which coefficients belong to a Korobov-like space [4]. This enables us to reduce the
dimensional effect as with the use of lattice rules formulas. In Theorem 2.2, we obtain the same kind of error
estimation as with these formulas for numerical integration, with an additional term due to the iterative method.
There are two main advantages for our algorithm. First, no artificial constants due to periodisation [4] appears in
our estimations. Second, we obtain not only an approximation of the integral of the function but an approximation
of the function itself.

In Section 3, we give two numerical examples to show the efficiency of this algorithm. Example 1 shows that the
method is comparable to an optimal one [1] for the numerical integration of regular functions (Fig. 1). Example 2
emphasizes the approximation properties of the algorithm and especially the diminishing of the dimensional effect
(Table 1). More examples and applications can be found in [5].

1. Introduction

Nous avons développé dans un travail antérieur [6] une méthode de Monte Carlo permettant le calcul
d’approximations quadratiques sur une base orthonormée quelconque dont nous rappelons brievement le princip
On cherche a calculer sup = [0, 1]" les coefficientsa; = (f, ex) de I'approximation def sur une base
orthonormée dé.2(D) dont les éléments, sont bornés. On écrit

p
f) =" arer(x) +r(x)

k=1

avecay = (f, ex) et(r, ex) = 0. Leur approximation ainsi que celle glesont obtenus a I'aide d’'un échantilldf
uniforme de tailleN par

1Y P
o) =22 fEKDaXn. [P0 =Y glaw).
i=1 k=1

On calcule ensuite une correction
N

1
b =5 (0 = FO)erry

i=1
sur ces coefficients a I'aide de tiragésindépendants dek; et on obtient une nouvelle approximation dgset
de f al'étape 2 par

a,iz) = a,El) + b,(cl), fPx) = Xp:aiz)ek(x).
k=1
En remplacany par son expression et en effectuaftapes de I'algorithme précédent on obtient
P P
o =3 0 Va;+ 1, M@ =Y g e,
j=1 k=1

Les expressions dQ,((Z;. et Tk(z) sont données par

P
2
Q;((; =ak,j+ Brj — Zas,jﬁk,s

s=1
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et
TP =RPA— ) — Y RV + R
JFk
avec
)= Zek(x Yei(X0),  Brj=-~ Zek(mej(Y)
i=1 i=1
et

RY = Zek(X)r(X> RZ = Zekmr(n

zl 11

Le termeZp_l Q(M)a] représente I'estimation dg sir(x) = 0. Le lemme suivant montre qu'il est sans biais et
que la variance de ses composantes se réduit géométriquement si on prend suffisamment de tirages par étape.

Lemme 1.1. || existe des constantes C(p) et K (p) < p2, ne dépendant que de la base d’ approximation telles que

K(pM-1

M
N ()

E(0M) =8  var(@) <

Le termeTk(M) représente le terme lié a I'erreur de troncature. Le lemme suivant en donne un contrdle en
fonction justement de(x).

Lemme 1.2. |l existe des constantes;/(p) et y1(p) tellesque

Var(Tk(Z)) [% + ﬁy (p):| /rz(x) dx.
D

Nous avons alors appliqué I'algorithme en dimension un pour des fonctions de €laske cadre naturel est
une décroissance &k’ desa; qui est vérifiée pour la base de Fourier périodisée [4], les bases de polyndmes
de Legendre et de Tchebychev [2]. En effectuant une étude précise des conSiantes K (p), en utilisant
cette décroissance et les deux lemmes précédents nous avons montré la convergence de l'algorithme et que
vitesse de convergence des estimateurs obtenus était d’gtife35—¢ pour l'intégration numérique. Pour la
base de Tchebychev normalisﬁﬁ(x) le calcul de(f, TNJ-) se fait suf—1, 1] par I'approximation de Monte Carlo
de E(nf(V)fj(V)) ou V a pour densité fr+/1 — v21_1 1;(v). Cette approche a donné les meilleurs résultats
numeériques en termes de précision et de minimisation du nombre d’'étapes.

2. Généralisation au cadre multidimensionnel

Nous allons nous placer dans le cas d’'une foncfianC~ ([—1, 1]"). Le développement d¢ sur une base de
polyndmes orthogonaux normalisés s’écrit pewppartenant & = [—1, 1]” sous la forme

fO)=)" amen(x) =Y anPuy(x1) Puy(x2) - -+ Py, (),
meN” meN”
ou Py;(x;) designe lemjeme polyndme orthonormé par rapport a la variabje Les coefficientss,, de la
projection orthogonale d¢ sur les polyndmes orthogonaux de Legendre ou de Tchebychev vérifient
C1

lam| € ————,
(mym3---my)k
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ou C1 est une constante positive ne dépendant qu¢ @€ oum = sup(1, m). Ceci s’obtient en appliquant les
équations différentielles vérifiées par ces polynémes [2] a chaque composantécdlel es coefficientsy,, les
plus grands sont donc ceux pour lesquels le pro@uits - - - m;,, est le plus petit possible. On définit donc de fagon
analogue aux espaces de Korobov [4]

Wia={meN"|(m1---m,) <d}, Spa={meN"|(m1---m,) <d}
et on écrit la fonctiory sous la forme
fO =Y amen() +r().
meW, 4

La majoration de (¢) s’obtient dans le lemme suivant en remarquant que Gard < 2"'d(j)" et qued(j) croit
moins vite que toute puissance g§3].

Lemme 2.1. Sous les hypothéses précédentes, Ve > 0, il existe une constante C,, . ne dépendant que de n et de e
telle qu’ on ait la majoration

Cn,e
/r(t)zdt < ﬁ
D

Nous pouvons maintenant donner dans le théoreme suivant les performances de I'algorithme dans le calcul d
I'approximation def par f ™ (1) =", .y ai™ e, (1) qui comporteL, g = Card W, 4) éléments. La preuve
et les notations sont similaires au cas monodimensionnel [6] avec un contréle du reste basé cette fois-ci sur le

Lemme 2.1.
Théoréme 2.1. Sous les hypothéses précédentes et s

(i) Lna/N <1,
(i) ©=supsup, [,,(L—ef(x)?dx, SUp; i jz [p €f(X)€5(x) dx) < N/4,

ona
K(Ly)M 1
E(a;gzM)) = am, Var(aﬁlM)) < 2(#1;(17MC(Ln,d)M + H(Ln,d)m
et auss I’ estimation de |’ erreur quadratique entre f et fM)

E( / (f) - f<M><x))2dx) < 2Lna(Vara!) +
D

La majoration de vae M) comporte deux termes. Le premier décroit géométriguement si on prend

suffisamment de tirages par étape. Il ne subsistera alors plus qu’une erreiyéh ®-°—¢) dans I'approximation

dea,, para,%M).

3. Résultatsnumériques

De nombreux exemples et applications peuvent étre consultés dans [5]. Nous allons en donner deux er
utilisant des polyndmes de Tchebychev pour bien montrer les performances de I'algorithme aussi bien en terme:
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d’intégration numérique que d’approximation. Pour calculer une valeur approchég yle- [;, f (x) dx, soit on
calcule

=3y / ek (x) dx,

keW,.qa D

soit on utilise la méthode des variables de controles gt/é€ comme approximation d¢’. Cette deuxieme
méthode se fera avec 10000 tirages et la valeur approchBgfdasera notéd (f).
Exemple 1. Nous allons tracer respectivement dans resi1fl et res2f1 (Fig. 1) :
111 . 1|
i iy
en fonction du logy du nombre de tirages poui(x, y, z,t) = explx + y + z +1).

—log,o

Les résultats montrent que la précision sur l'intégrale recherchée est de 7 a 8 chiffres significatifs pour un
nombre de tirages de I'ordre de 400000. Ceci est tout a fait comparable aux résultats tirés de [1] ou la méthode
utilisée atteint un ordre optimal. Une valeur approchée de la pente de la courbe (et donc de 'ordre de la méthode
est environ 1,4 ce qui est nettement plus que 0,5 pour la méthode de Monte Carlo classique.

Exemple 2. Nous prenons maintenant dans le Tableau 1 I'exemple de la fondfiany,z, ¢, u,v) =
exp((x + y +z + ¢ +u + v)/6) dont I'intégrale vaut environ 1,66 et la varianc® 3% 102,

8.5

e =
gl i

75+
7k
6.5
6
55
5L

451

4 42 4.4 46 4.8 5 5.2 54

Fig. 1. res1fi, res2f1 en fonction du lggdu nombre de tirages.
Fig. 1. res1fl, res2f1 as functions of lggthe number of draws.

Tableau 1

Exemple 2 :f (x,y,z,t,u,v) =exp((x +y+z+7+u+v)/6)
Table 1

Example 2:f (x, y, z,t,u,v) =exp((x +y+z+t +u +v)/6)

d  Leg 11— oz _ o 11|

2 256  6,0<10% 48x10°% 1,7x10°6
3 448 82x 1077 26x10°10 gox108
5 1072 6,0x10° 65x1014 20x10°°
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Ceci illustre parfaitement les qualités de I'algorithme en termes d’approximation et de réduction de variance.
En ce qui concerne la réduction de I'effet dimensionnel, le choix des éléments a conser&gdanpermis par
exemple de diminuer le nombre de fonctions de base de 4&@56 1072.
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