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Résumé

Sous des hypothèses assez générales, nous montrons que les flots de noyaux peuvent être associés à une équation
stochastique (EDS). Nous montrons aussi un théorème de classification des solutions d’une EDS : elles peuvent êtr
en filtrant la solution coalescente par un sous-bruit contenant le bruit blanc dirigeant l’EDS. L’exemple des flots isotr
étudié.Pour citer cet article : Y. Le Jan, O. Raimond, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Under general hypotheses, we show that the flows of kernels can be associated to a stochastic differential equati
We also show a classification theorem of the solutions of the SDE: they can be obtained through filtering the coalescing
with respect to a sub-noise containing the white noise driving the SDE. The example of the isotropic flows is studiedTo cite
this article: Y. Le Jan, O. Raimond, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Flots stochastiques de noyaux et EDS

SoitM une variété lisse localement compacte et(P(n)
t , n� 1) une famille compatible de semigroupes fellerie

telle que le mouvement à un point défini parP(1)
t est continu et vérifiantC2

K(M)⊗C2
K(M)⊂D(A(2)), oùD(A(2))

est le domaine du générateur infinitésimalA(2) de P(2)
t . Dans la Note [4], nous avons vu qu’à cette famille s

associés un semigroupe de convolution fellerienν et un flot de noyauxK.
Soit A (resp.A(n) pour n � 1) le générateur infinitésimal deP(1)

t (resp. deP(n)
t ) dansC2(M) (resp. dans

C2
K(M) ⊗ · · · ⊗ C2

K(M)). Alors pour toutf ∈ C2
K(M), Mf

t = f (X
(1)
t ) − f (X

(1)
0 ) − ∫ t

0 Af (X
(1)
s )ds est une

martingale telle que〈Mf 〉t = ∫ t

0 Γ (f )(X
(1)
s )ds où Γ (f ) = Af 2 − 2fAf . Pour toutesf et g dansC2

K(M) soit
Γ (f,g) :=A(fg)− fAg − gAf . SoitC =A(2) − I ⊗A−A⊗ I alors
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Proposition 1.1.C est une fonction de covariance surX (M), l’espace des champs de vecteurs.1 Et pour toutes
f1, . . . , fn dansC2

K(M), alorsg = f1 ⊗ · · · ⊗ fn ∈ D(A(n)) et pourx = (x1, . . . , xn) ∈ Mn,

A(n)g(x)=
∑
i

∏
j 
=i

fj (xi)Afi(xi)+
∑
i<j

C(fi, fj )(xi, xj )
∏
k 
=i,j

fk(xk). (1)

Nous appeleronsΓ (f,g)(x) − C(f,g)(x, x) la forme de diffusion pure. Les flots diffusifs (i.e., qui ne so
pas des flots d’applications mesurables) pour lesquels la forme de diffusion pure est nulle seront appelés
turbulents. Dans la suite, nous supposerons que la forme de diffusion pure est nulle.

Définition 1.2.La restriction deA àC2
K(M) etC sont appelés les caractéristiques locales de la famille(P(n)

t , n � 1)
ou du semigroupe de convolution fellerien associéν, que nous appelerons alors un semigroupe de convolu
diffusion.

Sur (Ω,A,P) un espace de probabilité, soitK un flot de noyaux associé à(P(n)
t , n � 1). Pour touss � t ,

f ∈ C2
K(M) et x ∈ M, soit

Ms,tf (x)= Ks,tf (x)− f (x)−
t∫

s

Ks,u(Af )(x)du. (2)

Pour touss < t , n � 1 et 0� k � 2n − 1, posonstnk = s + k2−n(t − s) et Wn
s,t = ∑2n−1

k=0 Mtnk ,t
n
k+1

. Alors
(Mtnk ,t

n
k+1

)0�k�2n−1 est une famille de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées à vale
X (M).

Pour touss < t , nous définissons une variable aléatoireWs,t à valeurs dansX (M) telle queWs,tf (x) est la limite
dansL2(P) deWn

s,tf (x) pour tousx ∈ M et f ∈ C2
K(M). Enfin, par le théorème limite central sur les tablea

(voir [1]), on montre queW = (Ws,t , s � t) est un bruit blanc2 à valeurs dansX (M), de fonction de covarianceC.

Proposition 1.3. W est le seul bruit blanc à valeurs dansX (M) tel que pour touss < t , x ∈ M et f ∈ C2
K(M),

P-p.s.,

Ks,tf (x)= f (x)+
t∫

s

Ks,u

(
Wf (du)

)
(x)+

t∫
s

Ks,u(Af )(x)du. (3)

Remarquons que se donner les caractéristiques locales du flot équivaut à se donner cette EDS,
appelerons l’EDS(A,C). Par une solution de l’EDS(A,C), nous entendons un flot de noyauxK et un bruit
blancW à valeurs dansX (M) de covarianceC tels que (3) est satisfaite.

Nous dirons queK = (Ks,t , s � t) est une solution forte de l’EDS(A,C) si et seulement si pour touss � t ,
Ks,t estFW

s,t -mesurable, oùFW
s,t est la sous-tribuσ(Wu,v, s � u� v � t) complétée par les partiesP-négligeables

deA. Nous dirons alors que(P(n)
t , n � 1) etν définissent une solution forte de l’EDS(A,C).

Considérons maintenant le flot canonique associé àν, un semigroupe de convolution–diffusion. SoitNW
ν :=

(Ω0,A0, (FW
s,t )s�t ,Pν, (Th)h∈R) le bruit engendré parW . Alors NW

ν est un sous-bruit gaussien deNν , le bruit
engendré par le flot canonique. Soit�K le flot obtenu en filtrant le flot canonique parNW . Alors �K est aussi une

1 i.e.,C :T ∗M2 → R est symétrique, la restriction deC à T ∗
x M × T ∗

y M est bilineaire et pour tout(ξ1, . . . , ξn),
∑

1�i,j�n C(ξi , ξj ) � 0

(cf. [2]). Pour toutesf etg dansC1
K
(M), C(df (x),dg(y)) sera notéeC(f,g)(x, y).

2 Soit tel que pour touss < t < u, Ws,t + Wu,t = Ws,u et pour toust1 < · · · < tn, (Wti ,ti+1)1�i<n est une famille de variables aléatoir
indépendantes avecE[〈Ws,t , ξ〉〈Ws,t , ξ

′〉] = (t − s)C(ξ, ξ ′).
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solution de l’EDS(A,C) et possède les mêmes caractéristiques locales que le flot canonique. De plus�K est une
solution forte de l’EDS(A,C). NotonsνW le semigroupe de convolution–diffusion associé.

Définition 1.4. Nous disons qu’il y a unicité forte pour l’EDS(A,C) s’il n’existe qu’un semigroupe de convolu
tion–diffusion ayant pour caractéristiques locales(A,C) et définissant une solution forte.

2. Classification

Fixons désormais une paire de caractéristiques locales(A,C). SoitM(n, x) le problème de martingale suiva
associé àA(n) et x ∈ Mn : Il existe un espace de probabilité sur lequel est défini un processus stocha
X(n) = (X

(n)
t , t � 0) sur Mn tel quef (X(n)

t ) − f (x) − ∫ t

0 A
(n)f (X

(n)
s )ds est une martingale pour toutef ∈

C2
K(M)⊗ · · · ⊗C2

K(M).
Nous supposerons que la condition suivante est satisfaite

(U) Pour toutn � 1, le problème de martingaleM(n, x) a une unique solution dans l’ensemble des trajecto
arrêtées en∆n = {x ∈ Mn, ∃i 
= j, xi = xj }.

Remarquons que (U) est vérifiée siA(2) est elliptique en dehors de la diagonale ou si ses coefficients sontC2 en
dehors de la diagonale.

Lorsque les caractéristiques locales sont non coalescentes, soit lorsque la solution du problème de m
M(2, x) partant en dehors de la diagonale ne touche jamais la diagonale, alors (U) entraîne que ces caract
locales sont associées à un unique semigroupe de convolution définissant une solution forte de l’EDS(A,C).
Remarquons que les EDS lipschitziennes vérifient ces conditions.

Lorsque (C) (voir [4]) est vérifiée, nous avons vu dans la Note [4] qu’àν, un semigroupe de convolution de c
ractéristique locales(A,C), est associé un semigroupe de convolutionνc dominant faiblementν et tel quePνc est
la loi d’un flot coalescent. Notonsνc,W le semigroupe de convolution associé au flot de noyaux obtenu en fi
ce flot coalescent parNW

νc . De plus,

Théorème 2.1. Soit un système de caractéristiques locales(A,C) vérifiant (U) et (C), et associé à au moins u
semigroupe de convolutionν. Alors

(a) νc est le seul semigroupe de convolution–diffusion associé à(A,C) et définissant un flot(coalescent)
d’applications.

(b) νc,W est le seul semigroupe de convolution–diffusion associé à(A,C) et définissant une solution forte d
l’EDS (A,C).

(c) Les semigroupes de convolution–diffusionassociés à(A,C) sont tous les semigroupes de convolution felleri
dominés faiblement parνc et dominantνc,W .

3. La partie linéaire deNνc

SoientF la filtration (F0,t )t�0 etM(F) l’espace desF -martingales locales de carré intégrable.

Proposition 3.1. TouteF -martingaleM = (Mt)t∈R+ a la propriété de représentation prévisible: il existe des
processus prévisiblesΦα = (Φα

s )s�0 tels queMt = ∑
α

∫ t

0 Φ
α
s W

α(ds).
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Pour tout semigroupe de convolution–diffusionν, Nν est un bruit prévisible, i.e.,M(F) est constitué
de martingales continues. En suivant Tsirelson [5], une représentation linéaire d’un bruit prévisiblN =
(Ω,A, (Fs,t )s�t ,P, (Th)h∈R) est un bruit blanc réel(Xs,t , s � t) telles queXs,t ◦ Th = Xs+h,t+h pour touss � t

eth ∈ R, etXs,t estFs,t -mesurable pour touss � t . Pour tous−∞ � s � t � ∞, soitF lin
s,t la sous-tribu engendré

par les variables aléatoiresXu,v , oùX est une représentation linéaire ets � u � v � t , et complétée par les pa
ties P-negligeables deF−∞,+∞. Alors Nlin := (Ω,A, (F lin

s,t )s�t ,P, (Th)h∈R) est un bruit. Il sera appelé la part
linéaire du bruitN et est le sous-bruit gaussien maximal deN . Ainsi, N est gaussien si et seulement siNlin =N .

Théorème 3.2.NW
νc =N lin

νc .

Ce théorème entraîne que siνc 
= νc,W , alorsNνc est prévisible mais non gaussien.

4. Flots isotropes

Soit M, un espace symétrique etC une fonction de covariance surX (M). Sous une hypothèse d’isotrop
convenable, on associe àC une métrique surM et on notePt le semigroupe de la chaleur associé.

SoitW un bruit blanc de covarianceC à valeurs dansX (M) et (Ss,t , s � t) la famille d’opérateurs aléatoire
définis dans [2], associé àW et àPt . On définit alors(P(n)

t , n� 1) une famille compatible de semigroupes fellerie
par P(n)

t = E[S⊗n
0,t ] (avecP(1)

t = Pt ). Le semigroupe de convolution associé est un semigroupe de convolu

diffusion (sans diffusion pure) et a pour caractéristiques locales(1
2∆,C). Nous le noteronsνW .

Soit (dt )t�0 le processus distance induit par le mouvement de deux pointsX
(2)
t = (Xt , Yt ) (dt = d(Xt , Yt )).

L’isotropie deC implique que ce processus est une diffusion positive.

Proposition 4.1.

(a) νW définit un flot d’applications non coalescent(soit tel que le mouvement de deux points partant hors d
diagonale ne touche jamais la diagonale) si et seulement si0 est un point frontière naturel.

(b) νW définit un flot coalescent si et seulement si0 est un point frontière fermé de sortie.
(c) νW définit un flot turbulent sans choc(soit tel que le mouvement de deux points partant hors de la diago

ne touche jamais la diagonale) si et seulement si0 est un point frontière ouvert d’entrée.
(d) νW définit un flot turbulent avec chocs(soit tel que le mouvement à deux points peut toucher la frontière) si et

seulement si0 est un point frontière régulier réfléchissant.

Dans tous les cas, à l’exception de(d), νW est le seul semigroupe de convolution–diffusion ayant p
caractéristiques locales(1

2∆,C). Dans le cas(d), appelé la phase intermédiaire,νc 
= νW et les Théorèmes2.1et
3.2s’appliquent. Ainsi,Nνc est un bruit prévisible non gaussien.

Ces résultats s’appliquent en particulier aux flots de Sobolev étudiés dans [2,3].
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