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Résumé

Soit T une variable aléatoire représentant une durée jusqu’a un événement. Dans le modéle ge @8%®), si la valeur
de Z a l'instant d’événement n’est pas observée, Dupuy et Mesbah (Lifetime Data Analysis 8 (2002) 99-115) ont proposé
d’'estimer les parametrgset Ay (1) = fé A7 (s)ds en maximisant une vraisemblance obtenue en modélisant conjointement les
durees et la covariableZ (1)), > Nous montrons que les estimateurs obtenus ont une distribution asymptotique nBouale.
citer cet article: J.-F. Dupuy et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Let T denote a random duration until some event of interest. In the Cox mede) eBZ®  if the value ofZ at event time
is unobserved, Dupuy and Mesbah (Lifetime Data Analysis 8 (2002) 99-115) have proposed to estimate the pgrangkters
Ar () = fé A7 (s)ds by maximizing a likelihood obtained from a joint model for survival and the longitudinal covariate data.
We show that the estimators derived from this joint likelihood are asymptotically normally distribideite this article:
J.-F. Dupuy et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

Le modéle de Cox définit la loi d'un instant d’événeme&rdonditionnelle a une covariable dépendant du temps
(Z(1));>0 par la fonction de risque instantane
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Arz(t) = Ay (1) €220, (1)

ou B est un parametre de régressiomgtune fonction de risque de base considérée comme un paramétre de
nuisance. Cox [4] a proposé d'estimgrau vu d’'unn-échantillon de données censurées, §;, {Z;(s), 0 <

s < XiDigign OUX; =T; A Gy, 8 = Li1;<cyy, €L C; représente le temps de censure, en maximisant une vrai-
semblance partielle qui ne fait pas intervehir(-). Breslow [3] a proposé I'estimateutiy (1) = ingt i/
i1 e?2iX0 1 x,<x;] de la fonction de risque cumuldr () = Jo A7 (s)ds. Andersen et Gill [1] ont mon-

tré la consistance et la normalité asymptotique de I'estimateur du maximum de vraisemblance pagieltalde
I'estimateur de Breslow dd 7 ().

Siles valeurd Z;(X;): i = 1,...,n} aux instants d’événement ne sont pas observées, Dupuy et Mesbah [6]
proposent de modéliser conjointemékt §) et Z(-) pour en déduire une vraisemblance permettant d’estietr
A7 (-) au vu des données incomplétes. Une premiére justification de cette méthode est apportée par Dupuy, Gram
et Mesbah [5], qui montrent la consistance des estimateussadel 7 (-) obtenus en maximisant la vraisemblance
proposée dans [6].

Nous poursuivons ici la justification de I'approche développée dans [6], en établissant la normalité asympto-
tique de ces estimateurs. Une autre solution au probleme de I'estimation dans le modele de Cox avec une covariabl
manguante nonignorable est proposée par Scharfstein, Rotnitzky et Robins [8]. Elle repose sur une analyse de se
sibilité qui nécessite la connaissance d’un interviallg, ] contenant la vraie valeur ¢ie Notons que la méthode
étudiée ici n’impose pas cette restriction.

2. Estimation semiparamétrigue dans le modéle de Cox avec covariable manquante nonignorable

1. Supposons que I'on observe une covariahle surrn sujets dans l'intervalle de temfg, t]. Supposons que
Z(-) soit une fonction en escalier de valeur constafte) = Z; sur les intervallegs; _1,¢;], out; est l'instant
d’'observationdeZ; (j =1,...,K, 10=0, tx =1). Zg est une valeur initiale mesuree gnlLa valeurZ; n'est
pas mesuree ¥ < t;.

Soita; = maxk: t <) (r > 0) I'indice de la derniére observation d&-) avantr. L'ensemble{Z(s), 0<s <
X} seramene &y, ..., Z,y, Z(X)} mais les observations portent sur le vecteur aléaibie(X, 8, Zo, ..., Zgy).
L'observation deZ (-) a l'instantX est manquante et la loi dé en dépend : on dit quE(X) est une valeur man-
quante nonignorable (cette définition est rappelée dans [8]).

Le probléme statistique est d’estinfeet A7 () dans le modéle (1) au vu des observations incomplétes fournies
parn répliques indépendant€s;)1<i<n-

2. Supposons que pour chaque> 1, le vecteur aléatoir€Zo, ..., Z;) a valeurs dan®’/*1 admette une
densitef(Zo, ..., Zj; @) surR/*1, paramétrée par € R” (p > 1). Des conditions de régularité sdr-) et f
sont données dans [5] et [6]. Dupuy et Mesbah [6] construisent un modele conjointhdytZ(-)) a partir du
modéele (1). Ce modéle conjoint est paramétrétpar (8, Ar(-), a), ou B et Ay (-) sont les parametres d'intérét
du modéle.

Dupuy et Mesbah [6] obtiennent la vraisemblancefdau vu d’une observation incompléie en intégrant
la densité du vecteur complét, Z(X)) sur 'ensemble des valeurs de la variable inobser¥é¥). Nous
supposons que la distribution dene dépend pas de(censure non informative), que et C sont indépendants
conditionnellement Z (-) et queC ne dépend pas des valeurs inobservées@e

3. Contrairement a la vraisemblance partielle de Cox, la vraisemblance obtenue dans [6] (hous I& npams
la suite) dépend du paramétre fonctionnel(-). Pour trouver un maximum de,, I'espace de recherche d’un esti-
mateur deAr () estrestreint a I'ensemble des fonctions en escdlief () positives, croissantes sil, co), et dont
les sauth At , (Xx) se produisentaup(n) (p(n) < n) instants d’événements non censuxgsk =1, ..., p(n)).
L'estimateur def obtenu sera dit estimateur du maximum de vraisemblance semiparamétrique. Bjotens
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(Bn,/iT,n(-),&,,) cet estimateur, obtenu en maximisant sur 'espige AA7 ,,(X1), ..., AA7 1, (X pm)), @):
BeR, AAr,(Xk) eR, k=1,..., p(n), « € R’} la vraisemblance

n p(n)
L,@=]] / AAY (X)) exp[aiﬂzm =Y AAT (X)) eﬂzf“k)l{xkgx,.}]
i=1 k=1
X f(Zio, . Ziay, » Z(X); 0) dZ(X).

4, Soit VB[O, ] I'espace des applications a variation bornée[@e] dansR, et H = {h = (h1, h2, h3):
h1 € R, hy € VB[O, t], h3 € RP}. Si X1 et X, sont deux variables aléatoires, nous notdh$g(X1)|X2]
I'espérance conditionnelle dg X1) sachaniX,, paramétrée pa.

Dupuy et Mesbah [6] montrent qug peut étre obtenu en résolvant I'équation d’estimafipn(9) (k) = 0, oul

X X

5,500 =" Y E; [MZ(X) - [ mza0 @7 aara - [ ho &2 dara
i=1

0 0

3
+ 8ha(X) + hga In£(Zo, ..., Zay, Z(X); a)|Y,»].

Soit
X X
S;(0)(h) = E; [hlaz(X) —/hlz(u)eﬁZ(WdAT(u) —/hz(u)eﬁZ(WdAT(u)

0 0

d
+8h2(X) +Hg N f(Zo. ... Zay. Z(X): a)}.

Dans le cas particulier ou la covariab¥(-) est complétement observée, le maximum de vraisemblance
semiparamétrique revient a estimgrmar le maximum de vraisemblance partielle (en pratique, un algorithme
de type Newton est utilisé pour calculer cette estimation)t) par I'estimateur de Breslow [2].

En revanche, pour calculer les estimationssdelr (-) eta a partir de la vraisemblandg, (), pour laquelle
il n'existe pas de forme explicite, Dupuy et Mesbah [6] utilisent 'algorithme itératif EM. Les auteurs donnent
les formules nécessaires a sa mise en oeuvre (formules explicites de calcul des valeurs itérées des estimations
A7 () eta, algorithme de Newton—Raphson pour estimie chaque itération de I'EM, formules de quadrature
pour I'approximation des intégrales). Notons que pour estimer les parameétres dgnéérét (), il est nécessaire
d’estimera, qui intervient dans le calcul des espéranEgs

3. Distribution asymptotique des estimateur s semipar amétriques

Soit H12 'ensemble de& € H tels queh = (h1, hp, 0). Soit/*°(H12) 'ensemble des applications bornées de
Hip dansR, muni de lanormglU || = sup,cp,, |U (h)|. Notonstp = (Bo, Ar,0(-), o) la vraie valeur d&. Murphy
[7] a montré la consistance et la normalité asymptotique des estimateurs des parametres du modeéle de fragilité
en considérantiy (-) comme un élément dé&°(VB[0, t]) défini parh — fOT h(u)dAr(u). De méme, nous allons
utiliser cette approche ici pour gérer le probléme de la dimension de I'estintatetidu paramétré. Nous consi-
dérons le parameéttecomme un élément d&° (H) défini parh — 6(h) = hl,BJrfOr ho(u) dAr(u)+hza. Lespace
des paramétresest maintenant un sous-espateel* (H) et S, ¢ et Sy sont deux applications d@ dand > (H).

Notre résultat est le suivant :
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Théoreme 3.1. La suite (ﬁ(ﬁn — ﬂo),ﬁ(/iT,n — Ar,0)) converge en loi dang®(H12) vers un processus
gaussien centré, de fonction de covariance

T
cov[G(h), G(h*)] = of 5 (h*)h1 + / ha(u)og g (h*) () dA7 o),
0
ol 00;1 = (Ufelov 02_,010) est l'nverse de I'opérateusy, = (o1.0,. 02.0,) de Hiz dans Hy, défini par oy g,(h) =
Egol [ Z(u) €2 [h1Z (u) 4+ ho(u)1 d A7, 0(u)], 02,60 (h) () = Egol[h1Z () + ha(u)] €071, < x)1.

Démonstration. Nous nous intéressons ici a la distribution asymptotique\zié(ﬁ,, — Bo), ﬁ(/iT,n — AT.0)).
Nos résultats sont donc énoncés sur la restridtioH12) de I'espacé® (H). Dupuy, Grama et Mesbah [5] pré-
sentent un résultat de convergence en laige(8, — o). \/E(/ir,,, — A7.0), /n(4y —ap)) dans I'espact® (H).

La démonstration repose sur le Théoreme 3.3.1 de Van der Vaart et Wellner [9], qui énonce des conditions
suffisantes pour la convergence en loi d'estimateurs obtenus comme solutions d’'une équation d’estimation
S, (¢) = 0. Nous montrons dans les propositions suivantes que les conditions de ce théoréme sont vérifiées pou
nos estimateurs (rappelons que la consistaneg deété montrée dans [5]).

Nous montrons tout d’abord le résultat suivant sur la distribution asymptotique dmﬁo?gén (60) — Se,(00)).

Proposition 3.2. La suite\/ﬁ(Snyén (6o) — Se,(P0)) converge en loi dans®(Hy2) vers un processus gaussien centré
G de fonction de covariancev(G (h), G(h*)) = hio1,6,(h*) + fof ho(u)o2,6,(W*)(u) dA7 o(u).

Nous montrons ensuite qufg, est différentiable au sens de Fréchet. Sa différent%yq;oue un role analogue
a celui de la matrice d’information de Fisher dans le cas paramétrique.

Proposition 3.3. L'opérateur Sy, : 0 — Sp,(6) de ® Qansloo(ng) est différentiable au sens de Fréchetégnet
sa différentielleSy, (6p) au pointdy est donnée par Sq, (o) (6) (h) = —Po1,6,(h) — fof 02,60(h) (u) dAT ().

Nous établissons ensuite la propriété suivante de I'opérapgur

Lemme 3.4. L'opérateuroy, de H1» dansH1» est inversible et son inverss%;1 est continue.

Ce lemme nous permet finalement de montrer la derniére condition du Théoréme 3.3.1 de Van der Vaart et
Wellner [9] :

I?roposjtion 3.5. L'opérateurSeo(eo) 1@ — [°(H1p) est inversible et son inverse est continue sur I'image de
S, (60)-
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