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Abstract In this paper we consider operators of the form H = A(—iV) + V with A analytic in a
strip having some specific growth conditions at infinity and prove Hardy type estimates in
L2(R") with exponential weights. In fact we extend our previous results [5] from bounded
analytic functions on a strip to analytic functions with polynomial growth in that strip. To
cite thisarticle: M. Mantoiu, R. Purice, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 1023—
1027.
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Sur une estimation du type de Hardy avec des poids exponentiels

Résumé Pour des opérateurs de la forme H = A(—iV) + V avec A une fonction analytique dans
une bande et a croissance polynomielle al’infini, nous démontrons une estimation du type
de Hardy dans L2(R"), avec des poids exponentiels. En effet nous étendons nos résultats
précedents [5] du cas des fonctions A analytiques bornées au cas a croissance polynomielle.
Pour citer cet article: M. Mantoiu, R. Purice, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002)
1023-1027.
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Version francaise abrégée

Pour un opérateur auto-adjoint H dans L2(R") et un nombre réel E nous nous proposons d’ obtenir des
inégalitésdu type w1 f|| < Cllw2(H — E) f]|, ou f est dansle domainede H ayant le support en déhors
d’un compact, w1 et wo étant des fonctions de poids données. Dans [3], Hérmander obtient une inégalité
de ce type pour un opérateur différentiel H = P(—iV) 4+ V, P étant un polyndbme et V un opérateur de
multiplication par une fonction réelle, avec des poids polynomiaux. Dans [5] nous avons obtenu une telle
inégalité pour un opérateur de convolution H = A(—iV), avec A appartenant & une classe de fonctions
analytiques bornées et des poids exponentielles. Dans ce papier, en modifiant nos techniques de [5], nous
obtenons une amélioration du Théoréme 14.5.2 dans [3] pour des opérateurs de convolution non-locaux,
non-bornés et des fonctions de poids exponentiels. Ca démontre une partie du résultat général annoncé
dans [7]. Nos résultats se situent dans le cadre des estimations de Hardy et pour une présentation de ce
contexte on peut se référer a[1].
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Soit C§ :={z e C" | [9zj| <48, je{l,...,n}} et O(C}) I'espace des fonctions analytiques |a-dessus.
On pose (x) := (1 + |x|?)¥/2. Pour tout s réel on définit S5(R") I’ensemble des fonctions p € C*(R")
satisfaisant [(9%p) (x)] < Co min{(x)*~1*l, (p(x))} pour tout o« € N* et O§(C}) I'ensemble des 1 € O(C})
telles que A(- +iy) € S3(R") avec des estimations uniformes pour max; |y;| < y ou y € (0,8). Pour
L € Oy(CY) ondit que E € R est une valeure regulieres'il existent ¢ > 0 et « > 0 tels que [VA(k)| > «
pour toutk € A~L((E —¢, E+4¢)). AM(—iV) est |’ opérateur définit par le calcul fonctionel associéalafamille
{—i01, ..., —i0,}; cet opérateur peut étre écrit comme la convolution avec la transformée de Fourier de A.

THEOREME 0.1.— Soité > 0, A € Oy(C}) et E une valeure réguliere d&; soit V(Q) I'opérateur de
multiplication par la fonction réelld/ (x) tel que(pour x fonction charactéristique:

lim [[x(121 > R)(@ V(@ (1(-iv) +i) | =0.

Pour H := A(—iV) + V(Q) on denote pag son domaine avec la norme du graphe||g. Alors il existe
une constante strictement positiMg< § et poury € (0, yp) il existeC (dépendant de et deF) de facon
que pour toutf € G I'on ait :

e fl|g < Cl[ViQ)e @ H - E)f|.

Dansl’ énoncé précédent E peut appartenir aussi bien au spectrede A(—iV) qu’ ason ensemble résolvant.

Remarquel. — Dans le cas des perturbations par opérateurs de multiplication V, notre théoréeme étend
le Théoreme 14.5.2 de [3] pour des fonctions analytiques A de type symbole et des poids exponentiels.
Une modification évidente de la démonstration permet en effet de traiter aussi le cas des perturbations
non-locales.

Une conséquenceimportante des estimations que nous venons d’ énoncer est le résultat suivant (voir auss
[5] et [6]) :

THEOREME 0.2.— Soita, V et H comme dans le Théorenfel. Si E est une valeure propre d&
qui est réguliére poui et sig est une fonction propre associée, alors il existe une constante strictement
positivey telle quee’*lg(x) appartient aL2(R").

Ladémonstration des deux théoréemes précédentssuit la stratégie élaborée dans[5]. Par unetroncature on
seréduit adémontrer une estimation pour desfonctions f € G asupport compact. Pour le control du passage
alalimite on est obligé de travailler avec une famille de poids bornés qui approchent e poids exponentiel.
Pour f a support compact et la classe de poids considérée, un ingrédient central est une inégalité de
positivité concernant le commutateur de A(—iV) avec un opérateur A bien choisi (comme pour I’ estimation
deMourre). Il S averequelaformedel’ opérateur A est dictée par le commutateur de A (—iV) avec le poids.
On ne vaplusrépéter les arguments exposés dans [5] mais on va se concentrer sur les problémestechniques
engendrés par le fait que I’ opérateur A(—iV) n'est plus borné. Les difficultés se manifestent surtout au
niveau des propriétés du calcul fonctionnel (1) et on valestraiter dansles Propositions 2.4 et 2.3.

Remarque2. — Dans [4] on obtient des estimations pondérées polynomielles pour un opérateur H =
A(—1V) 4+ V(Q, —iV), avec V ayant le méme ordre que le polyndme A et a longue-portée. Si on peut
trouver un bon «opérateur conjugué» A, les arguments de [5] et de ce papier peuvent étre refaits et
conduisent a élargir le Théoréme 30.2.9 de [4] pour des fonctions A analytiques de type symbole et des
poids exponentiels.
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We shall use the same framework and notations as in [5], but our intention now is to study convolution
operators with functions A of class O(C}) having a*symbol-type” behaviour for | Rez ;| going to co. The
proof of Theorem 0.1 followsthe strategy explained in [5]. The main point is to prove an uniform estimate
for compactly supported functions and for a given class of weights that we now define.

DEFINITION 1.1.— Forany y € (0,8) andany m > 1:

Dy = {go €C®((Loo)i R) 10K @' (1) <ys |o"(1)] < é; PO <y, VI<m+ 1};

wealso set w(x) := e (forp € @, ,,) and X (x) := V(p(x)) = Gy ().

Let 1 € O}(Cy). For y > 0 we fix the phase function ¢o(z) = y¢, that is evidently in @, ,, for any m.
We shall approximate ¢g with bounded phase functionsfrom &, ,,, by using exactly the same cut-offsasin
[5] and we shall approximate f with vectorswith compact support. For this regularised situation we prove

ProPOSITION 1.2.— Leti € Oy(Cy), V as in the hypothesis of Theoreédi and letE be a regular
value fori. Then there exists a strictly positive constagit< § such that formm := [s] + 1 ([s] denotes the
entire part ofs) and for anyy € (0, yp) there exists a positive constafitdepending only on, E, yp and
on the classb, ,,, such that for any phase functigne ®, ,, and any f € G with compact support the
following estimate holds

)

$((Q)) SCH (D) (0D (5 (—iv) + V(O) — E
[ sl < |5y @ MM+ V@ -E)f

with v (Q) ==y +2(Q)¢’((Q)).
2.

In order to prove Proposition 1.2 we need to extend the functional calculus elaborated in [5] to the case
of polynomially growing functions A. We set D := —iV and denote by Up (x) the trandation with x. We
observethat for A € Oy(Cy) the operator A(D) is essentially self-adjoint on C3°(R"). Asin[5], we haveto
work with aclass of pseudodifferential operatorsthat formally look like

(A0 G)(Q.D) = /Rn LGy, QUp(y) dy. D

We shall take A atempered distribution with exponential decay and G afunction of class C* having some
specific growth propertiesat infinity (imposed by the conditions on the weight functions). We need to alow
the function G to grow at infinity in the first variable uniformly with respect to the second one. In order to
control the behaviour of G we introduce two weight functions W and 2 with some specific hypothesis. In
the sequel we shall take N = 2n or N = n.

HYPOTHESIS 2.1.—
(1) W and  are even, positive functionsin C*(R") and satisfy:
(@ I >0withke < W(x), k <Q(x), Vx eRV;
(b) 3C <ocosuchthat W(x +y) SCW(x)W(y) and Q(x +y) < CQ(X)RQ(y).
(2) G € C®°(RY x R") suchthat Vm € N, 3C,, < oo with

max |33 G) (v, 2)| < Cu W (R (2). 2

| <m
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In our developments usually W (x) = e’*I and Q(x) is the constant function equal to 1 or the function
(x)" for somer > 0. We set W;(x) := W(tx).

The main technical properties of the o-operation (analogs of thosein [5]) are contained in the following
two propositions.

NOTATION 2.2.—For W and 2 asin Hypothesis2.1 and A € Oj(Cy}) we set

1411ty 1= i sup [[Wr 2]z < o,

PROPOSITION 2.3.— Suppose; € C°(R" x R") satisfies Hypothesi.1; supposer € Oy(C}) and
m > s. Then for any functiog in C3°(R") one has

|(x 0 G)(Q, D)gl| |2 < Cu(GIN(g),
N(g) = max [| 2742 (D]l 2 + 121|027 2
with C,,,(G) a constant depending only ai and its derivatives up to order m with respect to the first

variable.

Proof. —~We remark that for any fixed z € R” themapR" 5 y = G(y, 2)g(z+y) € Cisof classC3° (R")

and we have (z G(y,2)g(z+ y)) ={A(D)G(Q, 2)Up(z)g}(0). This defines the operator (A © G)(Q, D)
on C°(R™). In order to estimate the L2 norm we shall commute A(D) with G(Q, z) and use the Taylor
development of G(y, z) inthevariable y. Taking N > s we get:

{MD)[G(Q.2)Up()g|} ()= D cal®fG)(x,2)[A @ (D)g] (x +2)

la|<N-1

1 —
+ 2 C&/ A-nN-t dt/ dyr @ () (37 G) (x + 1y, 2)g(x +y +2). (©)
0 Rl‘l

le|=N

For |«| > s we use Proposition 1.3.6 from [2] and the fact that due to the analyticity assumption on A, for
any y € (0, §), thereis a positive constant c2(y) such that:

max sup / VI(FH0%2)) (x)| dx < e2(y) < o0,
‘O{|=m0<t<l n

so that W~ 1A@ and Q~1A@ are in L1(R"). Using all these estimates we get the conclusion of the
proposition. O

For the case N = 2n we shall underline variables y = (y, ') in R?" and the corresponding families of
operators Q and D. We shall indicate by a subscript the variable in which a distribution acts.

PROPOSITION 2.4.— SupposeZ € C*(R% x R") verifies Hypothesi€.1; suppose also given e
Oy(C" andm > 5. Then forf andg in C5°(R") one has

/RHK(X_ ® M)y, Z(y, D{Up(, (f ® &)} (»))] dz < Cu(ZIN(FIN(2),

NC) = {‘2'?2’,51\!9‘1<Q>W><D>f||9 + Il @ 4@ £l }

with C,,(Z) a constant depending only afi and its derivatives up to order m with respect to the first
variable.
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Proof. —We proceed as in the proof of the above proposition, but use the Taylor development of the
function Z in both variables y and y” and the conditions of Hypothesis 2.1 in order to obtain for any z € R”

(G- ® 1)y, Z(y, T+ 12 +3))| < Cu(ZIN(f3 N (g5 2),

where:

N(f;= Y {@ @D 1| +][IM| ) |2 @ £ -

loe|<m

Then, by integrating with respect to z and using the Cauchy—Schwarz inequality and the hypothesis on the
function A, we get the stated result. O

3.

Once we have the above technical results, we prove Proposition 1.2 following the same procedure asin
[5]. We once again consider the cut-offs { xp}o~0 and {pn}nen aSin [5] in order to deduce Theorem 0.1
from our Proposition 1.2. The removal of the cut-offs goes exactly along the lines explained in Section 4 of
[5] by using the Fatou lemma on the left hand side and the Dominated Convergence theorem on the right-
hand side. The only new difficulty comming from the unboundedness of A is the proof of the following
limit: limy o Il 757 €V IA(D). x6 (Q)1£ 1l = 0. We set £5(y. 2: 1) := {2}y - (VX)(0(z + 1)) and observe

that we can write (Q)[A(D), xo(Q)]1f = fol dr (A ¢ ¢9(1))(Q, D) f. Taking into account that x'(z) has

support in the set {1/2 < ¢ < 1}, we denote by hy the characteristic function of [2—10, %] and we prove

that 1050 (v, z: )| < Cho((z + 1y))(y)2. Using Proposition 2.3 we get the stated result.
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