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Résumé On définit un champ aléatoire dépendant de deux parametretss par l'intégration
fractionnaire d’'un bruit blanc gaussien. Une base d'ondelettes est employée pour en
produire une décomposition dans I’espac?e{]l{z), premiérement selon une analyse de
multirésolution, puis en employant une base produit tensoriel de deux basegRie L
Le but de cette Note est de produire un algorithme de simulation du drap brownien
fractionnaire : on démontre la convergence presque sdre, uniforme sur tout compact du
plan, de la seconde décomposition et on donne la vitesse de cette conveRgemazster
cet article: A. Ayache et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 1063-1068.
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Wavelets conquering the fractional Brownian field

Abstract A random field depending on two parameterandg is defined by a fractional integration
with respect to the white noise field. A wavelet basis is used to produce a decomposition
of it in the space B(R2). The aim of this paper is to produce a simulation algorithm of
the fractional Brownian field: the almost convergence, uniform on any compact set, of this
decomposition is proved. Finally, the rate of this convergence is determiipetite this
article: A. Ayacheet al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 1063-1068.
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Abridged English version

This work uses a wavelet basis to produce a decomposition of a anisotropic fractional Brownian field
(W;’f’f, (s, 1) € Ri). Such a decomposition converges almost everywhere, uniformly ghenbelongs to
acompact sek in (R?):

. s,t a,B
lim sup > Biier — Wy | =0,
N—o00,M—00 s,k o . 5
JEZ2, |jI<N, keZ?, |k|I<M

s,0 t,B

wherel = (j, k) is an index irZ*, ¢; a white Gaussian noise apl’ = a4, k, the wavelet coefficients

of the kernelk .
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Moreover, the rate of th‘is convergence is controlledKlet K1 x Ko, with K; = {(j, k) € Z2, |k| < M
and|j|<Norif j >0, |2/s —k| < L}. Then,

sup | > B)'e =02V N,/logN)O(L™Y) +o< - k;;“”) +0(27V/logN),

(s,t)eK Ik

wheren =inf(a, 1— o, B, 1— B). WhenL = N, M = 2IV/"Twith y > 2sup(l, 1% 35 T2 a) the indices set

K cardinal is aboun222N/71 and this choice yields a good compromise between the rate of convergence
and the algorithm complexity: then, for fixes ¢), the rate is betweem 1 andn—2"5.

1. Introduction

L'objectif est de décomposer le drap brownien fractionnaire défini comme double intégrale fractionnaire
d'un bruit blanc [6] et indexé par deux paraméteeset 8 sur des bases d’ondelettes a des fins de
représentation — non seulement dads-Lmais aussi de facon presque sdre pour obtenir un algorithme
de simulation. On considére, entre autres, deux représentations du DBF : harmonisable et en moyenne
mobile,« et 8 étant les exposants de Holder horizontaux et verticaux, a valeur§@dns

Définissons sufR™)? le drap brownien fractionnaire par une moyenne mobile non anticipative (cf. par
exemple [4]ou [5]):

2
Wil =Bl fp) = [ fuls. fy(t 0 B, (o) € (R (1)
OU fiy (s, 1) = (s — )2 — (=) 2, fpt.v) =t — )2 = (—v)f Y et(a, B) €10, 12 sont tels
que, pour touts, t) € (R+)2, fuls, )f,g (t -) € L2(R?). On peut remarquer qug, et f sont les intégrands
d’'un mouvement brownien fractionnaire classique (aux constantes prés) de paramétres respiggtifs
Puis rappelons la représentation harmonisable du drap brownien fractionnaire introduite dans [1]. La

reIationfRz f(é, n) dE(S, n) = fRz f(x,y)dB(x, y), montre que le champ gaussieﬁ;’f;ﬁ, (s,t,a,B) €
[0, L] x [0, K] X [a, b] x [c, d]} défini par

A g —1 gn—1\ -
a,f
Wi _/Rz(iaéw-m) (immﬂ—l/?)dB@’”)’ @)

est une modification du chan{[Wff’,ﬁ, (s,t,a,B8) €[0,L] x [0, K] X [a, b] x [c,d]} défini en (1) & une
fonction déterministe d&x, 8) de classe € multiplicative prés. Les champ® et W sont donc identifiés.

2. Décomposition dand.?

Ici de fait, on conS|dere le drap brownien fractionnaire défini, via la représentation harmonisable, comme

. _ tv
intégrale du noyaLKS, s (u,v) > mfu‘ﬁwfv‘w transformée de Fourier, a une constante pres, du

noyau f, (s, -) fg(t,-). Il 'y a plusieurs manieéres de représenter ce noyau sur une base d'ondelettes de
L2(R?). En voici deux, qui s’appuient sur le fait qué([R?) = L%(R) ® L2(R) comme produit tensoriel.

2.1. Une premiere décomposition

On prend la base d'ondelettes de Lemarié—Meyer [8] avdondelette pére ety I'ondelette mere
dans I2(R), base orthonormée de(R) définie par{p(- —1), [ € Z; ¥k :x > 2//2y(2/x —k), j €N,
k € Z} en choisissant correctemeptet ¢. L'analyse multirésolution correspondante est la suite de sous
espaces vectoriel@;, w;), j € N, liés par la récurrence des sommes directeg;1 = v; @ w;. Pour
tout j € Z, {; x, k € Z} est une base orthonormée dg. On peut lire dans Meyer [8] gqu’on obtient
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alors une analyse multirésolution dé(R?) par produit tensoriel V; =v; ® vj, et par conséquent,
on a encore une récurrence de sommes direcigsi = V; @ Wj, et I'on veérifie sans probleme que

Wi=v;@w;®dw; @v; ®w; ® w;. La projection du noyaul?"‘ dans cette analyse multirésolution est
donnée suip parzllylchl’“c,2 ¢(-—1)p(- —lp), olic)® = [ ‘jli,j;—l}zqs(u 1) du, puis sur lesw; par la
somme des trois termes suivants :
1B 1B

Z j Zlbj k2¢jvklevk2 Z bJ ki €5, kzwf ka1 Pjikz + Z b; Zlbj kzwjvklw/"kZ’ ©)

keZ? keZ? keZ?
OUBj kx> 2012920 x — k), ¢ = [ fuls, )bk (u) du, etb = [ fp(t, u)irjx(u) du.

La convergence de la série représentant le noyau ayant lieu c?zﬂié)Lon peut intégrer terme a

terme cette série contre le drap bruit blang dn obtient :Wff’,’6 Sy Bsle o0 on a notée; =

[ x1(u,v)dB, ,, ol x; est selon les cago kpo,i, @i Vjk VikPjk, Iindice I étant respectivement

pour ces quatre famille®, k,1), (1, j, k1, k2), (2, ], k1, kz) (3 J, k1, kz) Ies coefficients d’ondelettes

yiP*" correspondant aux quatre familles étaptc]”, ¢i% b0 . b . b bYE . Lavantage de

cette décompositon est de mettre en évidence séparement Ies phenomenes haute et basse fréquence.

2.2. Une deuxieme décomposition
On peut obtenir une autre décomposition du drap brownien fractionnaire en utilisant le faf@yeL
@D,z wj;, chaquew; admettantla base orthonormigl «, k € Z}, et définir L2(R?) par produit tensoriel :
L2(R?) = @Dz wj, ® wj,, donc de base orthonormég , 1, V), k,. Jj € Z2, k € Z?}. Comme dans la
premiére décomposition, le noyau admet une décomposition convergente’dans L
K= 0500 vk 0V s (0).
jez2, keZ?
L'intégration de cette série contre le drap bruit blaBcabnne pour le drap brownien fractionnaire I'égalité
dans 2(Q) (e = [ Vs by (Vo k() dBu ) -

o, _
Wi = Z /1 klbjz k€ sk
jeZ2, keZ?
Ici encore la famille(e; «, j € 72,k € 7Z?) est un bruit blanc gaussien. On verra dans la Section 3 que I'on
obtient la convergence presque slre de cette représentation, mais on a perdu la propriété de multirésolution.
2.3. Décomposition sur la base orthonormale transformée de Fourier de la précédente

La base de la deuxiéme décomposition est une base orthonormée d’ondele&té&%Je$on image par
la transformée de Fouriét j, k¥, k,» J € Z?, k € Z?} est aussi une base orthonormée déR?) [3,8].

Sur cette nouvelle base, on obtient pour le noﬁﬁ[f (transformée de Fourier dg, f3) les coefficients

e|su_1 e|tv_ ) 5

c'est a dire le produit;% a ;sz aveCaj.:,‘f:fml;; ijk(u)du ety i (1) = 277/2e7 12 kej (1277

Remarque— On utilise comme mére des ondelettes une fonatiate classe © dont la transformée de
Fourier est a support dafis8x /3, —27 /3] U [27/3, 87 /3].

En conclusion, on peut représenter au@‘giﬂ par la série convergente dan% L

s,o t,B )
Z Aj1.ky % jp koK (4)

jez2, keZ?
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ouejr= f@jl’kl(u)&j27k2 dB, , définit un bruit blanc gaussien. C’_est cette décomposi?ion dont on va
montrer qu’elle converge également presque srement, donc convient pour une simulation.

3. Convergence presque sdre et simulation

Dans I'objectif d’'une simulation, cette représentation ne vaut que si la série proposée converge presque
sGrement. Nous utilisons dans ce but la décomposition (4), exprimée sur la base orthonormée des
transformées de Fourier. On évalue la vitesse de convergence pour avoir une idée de la performance de
I'approximation de cette simulation par la somme sur I'ensemble fini d’indicesZfank = K1 x K2, ol
Ki={(j, k) €Z? |k| <M et|j|<Nou,sij >0, |2/s —k| < L}. On montre :

PROPOSITION 1. — (1)Pour tout compacK deR?, on a la convergence presque séire

st o, B
Z ,3?,1(81 - Ws,t

jeZ2, |jI<N, keZ?, |k|<M

lim sup
N—o00,M— o0 (S Z)EK

=0, ®)

(2) On approche maintenal"’t/;’f;’3 pary ;i ﬁf”s, et il vient pour tout compadk deRfL :

sup | > B)'e :O(Z‘N”N\/IogN)O(L‘l)JrO( " I;Ig >+o(2—N'i\/W), (6)

(s,t)eK 1ek
oun=inf(e,1—a,B,1— B), & un bruit blanc gaussien eﬁ}” les coefficients d’'ondelettes du noyau
Kf‘,ﬁ, I = (j, k) est un indice dan&*, ¢; un bruit blanc gaussien eﬁ = ;fkl ;sz les coefficients

d’ondelettes du noyaKs,, .

Les outils de la preuve sont le contréle respectivement du bruit blanc (Lemme 1) et des coefficients
(Lemmes 2 et 3). Le premier se montre comme le Lemme 3 de [7], le second est la majoration (96) de la
Proposition 4.1 de [2]. Le troisiéme, dont nous n’avons pas a priori de référence parue, se montre en faisant
un changement de variable dans l'intégrale définissant le coefficient d’'ondelette, spilitdgrations par
parties.

LEMME 1.— Sil = (j,k),j € Z? k e Z? Ve > 0, il existe une variable aléatoir€ strictement
positive telle que toute famille de bruit blanc gaussien indexéd hdre Z*} vérifie presque sirement

VI, |er@)| < CvIte [] \/log(e+|jl-|)\/|og(e+|k,»|)

i=12

On étudie maintenant les coefﬁmergté”3 S I e 7* égaux aux produits®’ lorsque I =

juk? 12 k2
(ju. k1, j2, k2), et l'on rappelle query =f(m‘f;‘”ﬁ)2 12 g k2 3 (4277 ) dlu.

LEMME 2. — Pour tout p > O, il existe une constantd telle que pour toutj > 0, pour tout entier
relatif k, pour touts dans un compact, alors

RS A2 [(14 275 —k|) 7 + (1+ 1kI) "]

LEMME 3. - Il existe une constant® > O telle queVvj > 0, Yk € Z, Vp > 1, pour touts dans un
compact, alors

] < B2 (14 k1)

Preuve de la Propositiofi. — (1) (d’aprés le Théoréme 2 de [7]) La somme Z@rdont on veut montrer
la convergence presque sre est majorée, grace au Lemme 1 par le produit de deux séries de méme nature :
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> ﬁf"é‘l(w)’

Iez4
<C@) Y |a%|\/logle+1jl)log(e+1kl) - " |afi|\/log(e+11) log(e+ I]).
(j.k)ez? (j.k)ez?

(i) La convergence de ces séries résulte pourjlesO du Lemme 2 ou I'on choisip = 2 : le terme
général est majoré par

A2_j°‘(1+ |2jS _k‘)_zw/log(e—{—j)\ﬂog(e-f- |k|)
+ k277 /log(e+ j) (1 + [k]) %\ /log(e+ Ik|). (7)

La deuxieme série double est le produit de deux séries convergentes indépendammai® dg. Il suffit

de montrer le résultat pour det: tels quevj, 2/s, 2/t € Z, puique les dyadiques forment un ensemble
dense. Pour la premiére, on effectue le changement d’indice de somrhatior- 2/s ; le terme général
est majoré par :

A2 floglet j)(1+111) %\ /log(e+ |1 + 2is])
< A2\ fiogle+ ) (1-+111)*(y/log(e+ 1) + \/log(e+ 2/s) ).

La premiére série est le produit de deux séries convergentes indépendammebadeconde, lorsque
s € [0, T], est majorée par le produit de deux séries également convergentes indépendamment de

(ii) Pour les termes eli—j, k), j > 0,k € Z, on utilise le Lemme 3 : le terme général est majoré par
B2-71=) /logle+ [[N/C(w)(1 + |k|)~?/Tog(e+ [k]). La série double est le produit de deux séries
convergentes indépendammentde

(2) Le reste est majoré par la somme de plusieurs termes :

C(w) { Z |a;¥;,f|\/|og(e+ Ij1)log(e+ |k|) D(z, B)

(j,k)eKs

+ Z |af,f \/Iog(e+|j|)|og(e+|k|)D(s,a)},

(j.k)eks

ol D(t, ,3) estlasomme_ ; )72 |'a£’k’|\/log(e+ [jDTog(e+ k). '

On majore le facteur d® en divisant 'ensemble de sommation du reste en trjs|:> M} U {j <
—N}U{j > N,|2/s —k| > L}. Il existe une variable aléatoire strictement positi¥é¢elle que la premiere
somme de ce reste est majorée par :

D(w)» (277* + 27709 /logle+ j) > 1/log(e-+[kl)(1+ Ikl)~",
=0 |k|>M
de l'ordre de l'intégrale convergenfg’ (,/1og(y)/y?) dy = O(/TogM /MP~1). On choisit icip = 3.
La deuxiéme somme est majorée pay_;__ 2/~ /logle— ) 3", v/Iogle+ [kN(1 + k)2, de
I'ordre de l'intégralefy” 271~ /log(x) dx = 02~V 1~ /logN).
Enfin, la troisieme somme de ce reste nécessite un peu plus de travail car la majoration des coefficients
a;’.‘”,f fait intervenir un facteur ot figurent a la fojset« :

277 [(1+ 275 —k|) 2+ (L+ k1) ~*] /loge + /).
La deuxiéme partie de cette majoration donne lieu au reste de la série analogue au terme ci-deasus avec
au lieu de 1- «, soit un reste en @ V%, /logN).
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La premiere partie se majore paD(®) Y- ;. y. |2is k|~ 2-J« /log(e + j)/Togle+ k(1 + [2/s —
k|)~2. La encore, on ne considére quedatyadiques. Plus précisément, puisque I'objectif est la simulation,
on peut se contenter desle la forme(k +1)27/, j > N : cela est suffisant pour une simulation. On effectue
alors le changement d’indice de sommatiea2’/s — k, d’ol la majoration

S 2 /loglet ) (1+11)*ylog(e+ 11 + 2is]).

j>N,I>L

On peut montrer rapidement quelsi> s~ 12V, \/loge+ | + 2/s|) < /Togle+ [I]) + +/log(e+ 2/s).

Il vient donc deux sommes a majorer :
@) D(@) Yy, - 27*TogE@+T7N(1+|1))~2/Togle + 1D,

(b) D(@) Y.y, 1o1 277*V/10g(€+ (1 + |1))~2y/log(e+ 2/s).
La somme (a) est le produit de deux restes et c’est doncWAG N x 27*V) x O(/TogL/L).
La somme (b) est de I'ordre du produit des restes des deux intégrales :

oo —xo X ood_x
/NZ \/Iog()c),/log(zs)dxx/L =

Le premier facteur est un@ /logN2-"V®) et le second est un@1).
Globalement, les erreurs dominantes ont pour ordres de grandeur :

o( v IOgM) +0(2V1,/logN) + O(N/logN2-¥)o(L~Y). o

M2
Une remarque pour conclure : si I'on choisit= N, M =2V/"avecy > 2suf(1, 1%, £-), Peffectif
de K, nombre de calculs & opérer est de I'ordrenfe- 22¥/71 ce qui donne un bon compromis entre la
vitesse de convergence et la complexité de I'algorithme : c’'est a dire que(poufixés, la vitesse de
convergence est d’un ordre situé entré etn "8,
Enfin, un corollaire intéressant de cette décomposition est de pouvoir montrer sur cette forme
décomposée du drap brownien fractionnaire la régularité :

I'application définie suf0, 1[2 par («, 8) — Wff;ﬂ est de class€™.

a,s aﬁ,t

J1.ka™ ja.k2
. . . . s ;o su_ _

comme intégrale de fonctions*Crespectivement ea et 8, deniéme denve%(— log|u)"2-7/2 x

En effet, pour touts, ¢, tj1, tj2, tky, tko fixés, I'application(e, ) — a est de classe €

e 12 kuj (27 y) uniformément majorée quande [¢, 1 — €] par une fonction intégrable. Ces coefficients
dérivés se majorent comme l'ont été les coefficients d’ondelettes en sorte de prouver la convergence
uniforme de la série dérivée.
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