C.R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 867-870

Théorie des nombres/Number Theory

La conjectured’ André-Oort pour le produit
de deux courbes modulairesde Drinfeld

Florian Breuer
Institut de mathématiques de Jussieu, 175, rue Chevaleret, 75013 Paris, France

Regu le 27 avril 2002 ; accepté aprésrévision le 14 octobre 2002

Note présentée par Jean-Pierre Serre.

Résumé Nous démontrons un analogue de la conjecture d’André—Oort pour le produit de deux
courbes modulaires de Drinfeld, suivant I'approche de S.J. Edixhdvaur. citer cet
article: F. Breuer, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 867—870.
O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

The André-Oort conjecture for the product of two Drinfeld modular
curves

Abstract We prove an analogue of the André—Oort conjecture for the product of two Drinfeld
modular curves, following S.J. Edixhoven’s approabicite thisarticle: F. Breuer, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 867-870.
O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Fixons les notations suivantes. Soignine puissance d'un nombre premier impaiiF, le corps fini a
g €lémentsA =T, [T] 'anneau des polynémes dans une variablefguk =F,(T') le corps de fonctions

rationnelles suF,, oo la place deék engendrée pail/ T), koo = F,((1/T)) le complété dé& aoco, C = koo
le complété de la cldture algébrique kg et Q@ = P1(C) — PL(k+) le demi-plan de DrinfeldLa placeso
définit une valeur absolue skiyk, etC, qu’on note| - |.

Par un module de Drinfeld (voir [7] et [9] pour les notions de base) on entend toujoursuodule de
Drinfeld de rang 2 défini su€. Linvariant-j donne une bijection entre les poirts;, x2) du plan affine
A?(C) et les classes d’isomorphie de couplés, ¢») de modules de Drinfeld, oty = j(¢1) etxs = j (¢2).
On dit que(x1, x2) est unpoint CMsi ¢1 et ¢ sont a multiplication complexe.

Soit N € A. On note partg(N) la courbe modulaire paramétrisant les cougles ¢2, f) de modules
de Drinfeld liés par une isogénig : ¢1 — ¢2 cyclique de degréV (c’est-a-dire, kef) est isomorphe
a A/NA commeA-module). On envoigg(N) dansA? par I'application(¢1, ¢2, f) — (j(¢1), j(¢2)).
L'image, qu’on noteXy(N), est une courbe algébrique absolument irréductible et définie sur

Dans cet article nous allons esquisser la démonstration du théoréme suivant.

THEOREME 1. — Soientds, d2 etm des entiers positifs donnésgun entier non-négatif donné. Alors
il existe une constante effectivement calculable B(d1, d2, m, g) vérifiant la propriété suivante. Soit
une courbe algébrique absolument irréductible de bidédiéd,) dansA% définie sur une extension finie
F dek de degrén et de genrgr = g. AlorsY est une courbe modulaif€)(N) pour un certainN € A si
et seulement g7 (C) contient un point CM de hauteur supérieurda

On suppose # 2 pour des raisons techniques, mais le Théoréme 1 reste probablement viapaur
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Comme les structures de niveau ne jouent aucun rdle, on peut rempfapar un produit{; x X», ou
X; est unecourbe modulaire de Drinfeld:’est-a-dire le quotient d@ par un sous-groupe d’indice fini de
GL2(A). Les courbes modulairég(N) seront alors remplacées par les correspondances de Hgckin
remargue que, comme dans [2], on peut facilement étendre le Théoréme 1 au cas des couddes dans

C’est une version pour la caractéristique’un cas spécial de la conjecture d’André—Oort. Ce cas a été
démontré, en caractéristique 0, par André [1]. Avant, Edixhoven [4] avait trouvé une autre démonstration,
sous I'hypothése de Riemann généralisée, qui permet de traiter des cas plus généraux (voir par exemple [5]),
et qui est effective. Nous tachons essentiellement de traduire son approche en caractgristiors que
I'hypothése de Riemann généralisée est vraie dans ce cas.

1. Partiearithmétique: démonstration du Théoréme 1

Soit x € C. Alors x correspond a un module de Drinfefdavecx = j(¢). Dans la suite, on parlera
souvent dex au lieu deg (e.g. on parlera des isogénies entre point€jleTout comme dans [2] on défi-
nit la hauteur CMde x par Hcm(x) := | Discr(End(x))|, c’est donc la valeur absolue du discriminant de
'anneau d’endomorphismes du module de Drinfgldorrespondant &. Pour (x1, ..., x,) € A"(C) on
definit Hem(xy, . . ., x,) = Maxigi<, Hem(x;). La hauteur CM définit bien une fonction de comptage sur
les points CM dané.?(C), en fait on a #x € C | x est CM etHcm(x) < B} = O(B%?*¢) pour toute > 0.
Utilisant une majoration de la fonctighdes points CM en termes du discriminant de 'anneau d’endomor-
phismes [3] on peut comparer, comme dans [2], la hauteur CM et la hauteur arithmétique usuelle. On obtient
ainsih(x) < Hom(x)Y2 + V4 (g +1)/2. 1l suffit donc de montrer le Theoreme 1 pour la hauteur CM.

Soitn € A sans facteurs carrés. On défilsitcorrespondance de Heck® sur A comme l'image de
lapplication Y{(n) x Y{(n) — A2 x A2, ((x1,x2), (y1,¥2)) = ((x1, y1), (x2, y2)). On peut aussi voir
T, comme une application des sous-ensembles\flevers les sous-ensembles d€ engendrée par
T, {(x1,x2)} = {(y1, y2) | il existe des isogénies cycliques— y; etxy — y» de degré:}.

Notre résultat repose sur la caractérisation suivante des cojiés qu’on démontrera plus bas.

THEOREME 2. — SoitY une courbe algébrique absolument irréductible de bidegiéd,) dansAZ,
avecdidr # 0. Soitn € A un produit des polynémes irréductibles distingts A avec|p| > max(d1, 13) et
degp) pair. SiY C T, (Y), alors Y est une courbe modulaif(N) pour un certainN € A.

Supposons d’abord que I'extensiéli k soit galoisienne. Soit maintenapt, x2) € Y (C) un point CM.
Alors O; = End(x;) est un ordre de conductelfir € A dans une extension quadratique «imaginaikg »
dek (i.e. telle quek; ne se plonge pas dakg,) pouri =1, 2. NotonskK = K1K2 et M = K (x1, x2). Soit
p un premier de degré pair dakgjui se décompose totalement ddng et ne divise pagi f2. Soits un
premier deF M au-dessus dg, et notons pafl3; ses restrictions aux corgs (x;).

Par la théorie de la multiplication complexe pour les modules de Drinfeld (qui est similaire a celle
des courbes elliptiques, voir par exemple [6]), on sait que ces extensions de corps sont galoisiennes,
que GalK;(x;)/K;) = Pic(O;) et que/p est non-ramifié. Soit = (B, FM/k) le Frobenius, et; =
(Bi, Ki(xi)/ k) = ok, (x;,- Puisquep est decomposeé daiks, on a en faits; = (B;, K; (x;)/K;). Dong, il
y a des isogeénies cycliqgues — o; (x;) de degré, d'ou (x1,x2)? € Y NT(Y) =Y NTp(Y), carc agit
trivialement surfF'.

Lindice de l'intersection est - T, (Y) = 2d1d>(|p| + 1)2. Or, toute la GalF M/F)-orbite du point
(x1, x2) est dans cette intersection, donc si #Bi9 > 2mdido(|p| + 1)2, alors l'intersection est impropre
etil en résulte qu& C T, (Y), doncY est modulaire d’apres le Théoréme 2.

Le genreg; de K; est donné pag; = (deg D;) — 2)/2 si dedD;) est pair et pag; = (degD;) —1)/2
si degD;) est impair, ol on écritk; = k(./D;), avec D; € A sans facteurs carrés. On a d’ailleurs
Hem(x) = |Dl-fi2|. En utilisant le théoréme de Hasse—Weil, on peut minorer le nombre de classes du
corpsk; parhg, > (q — (g% — 2giq% +1)/2gi (g%t - 1).

Il existe une constante (effectivement calculaldle}el qu'on ait # Pi¢O;) > C1hk;| fi|/ 09| fil.
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Il reste a trouver des premigssassez petits qui se décomposent daiis Soit
mrk (t) =#{p € A | premier, décomposé daisk / k et dedp) =1} .

Supposons qué&; # K> (le casKi = K» étant similaire). SoitL la cléture algébrique dE, dansFK,
et notonsi. =[L : F,] etn, = [FK : Lk]. Alors le théoréme d€ebotarev [8] nous dit que 8|, alors
lmrk (1) — q' /ngt] < &(grk +3)q'/?. Ici grx dénote le genre du corgsk, qu'on peut majorer grace a
l'inégalité de Castelnuovogrx < 2m(g1+ g2) +4g+4m —3. Onveutrrk (t) > log| f1.f2| (pour trouver
unp qui ne divise pag f2) et aussi #Pi?;) > 2mdida(|p| + 1)2. Il nous faut alors une solutiane 2N
pour les inégalités :

1
Eé]'/l—8(m(g1+g2+2)+2g)61t/2> log| f1 f2l, 1)

Ci(q — 1) (g% — 2giq% + D) fi
gi(g%*t—1log| f;

pouri =1 oui =2, etn.|t. De telles solutions existent &lcm(x;) = | D; fizl est suffisamment grand.
Supposons maintenant @€ k ne soit pas galoisienne. Sdif la cldéture séparable dedansF, et soit

F] la cl6ture de Galois d€;. Le degré et le genre d€ sont encore majorés en termesanet deg. Alors

on définito = (B, F{M/k) € Gal(F/M/k), et son extensioa € Aut(F F, M /k) ales propriétés requises.

> 4dida(g' +1)° )

2. Partietopologique: esquisse de la démonstration du Théoreéme 2

Supposons maintenant qireC 7, (Y) pourn € A produit de premiers distincts de degrés pair. Alors
l'intersection de¥ x Y avec la correspondan@g dansA? x A2, moins les composantes de dimension 0, est
une courbe noté#y,,,. Par abus de notation, on note augsla correspondance sirt donnée simplement
parYj(n) C A2.

Soit ¥ x,1 T, le produit fibré des deux projections sur la premiére coordonpée, ¥ — Al et
pry : Yo(n) — Al Alors on a un morphisme naturél , — Y x,1 T, envoyant((x1, y1), (x2, y2)) sur
((x1, y1), (x1, x2)). Puisque c’est un morphisme de type fini des courbes algébriques, il est surjectif si
Y x 1 T, estirréductible. Notons pdE(Z) le corps de fonctions d'une courl#esurC. Alors Y x 1 T,
est irréductible si et seulement si les coP&’) et C(Yp(r)) sont linéairement disjoints. Sok(n) la
courbe modulaire de Drinfeld définie pdi(n) = I'(n)\ 2, ou I'(n) est le groupe des matrices dans
GL2(A) dont la réduction modula sont des matrices scalaires. Alof3(Y (n)) contientC(Yp(n)), et
GallC(Y(n))/C) = Hmn PSLy(A/p;). Or, si|p| > 13, alors PSk(A/p) n'a pas de sous-groupe propre
d’indice inférieur ajp| + 1, doncC(Y (n)) ne contient pa€(Y). On a donc montré

LEMME 3. - La projection py : Ty, (Y) — T, (A') est surjective.

Tout comme le cas de caractéristique 0, le groupeR&zL) agit surQ2 par transformations de Mobius.
Par contre, cette action n’est pas transitive, puisquest de dimension infinie sut,.. En particulier, les
stabilisateurs des pointss 2 ne sont pas tous conjugués. On distingue deux caseS§t quadratique sur
koo, alors Staly) est un groupe de Lie compact de dimension lksyyrsinon Stalky) = {1}.

On considére maintenant I'espa@é, sur lequelG = PGLy (ks )? agit. On note aussi = PSLy (ks )? et
I' = PGLy(A)2. Lapplicationm = (j x j) : 22 — A2 est une application analytique rigide, c’est le quotient
par I'action du groupe discrét. Soit X une composante irréductible de la variété analytique rigidY).
Soit G x le stabilisateur d& sous I'action deG, et notonsSy =Gy NSetl'y =Gy NT.

On va étudier la structure d& pour en déduire quE doit étre une courbe modulaire. Comme dans [4]
on peut montrer

LEMME 4. -
(1) Les deux projections ptr Gx — PGLa(k«) SONt injectives.
(2) pr;(I'x) est d’'indice au plug;; dansPGLx(A).
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NotonsA} I'ensemble des matricas € M2(A) avec defrr) = pun pour unp € IF; et dont les quatre
éléments n'ont pas de facteur en commun. Choisissons des représeniaats = {1, ..., ¥ (n)}, des
classesA’ /GL2(A) et notonst;; = (i, ;). DéfinissonsJ = {(i, j) € I x I | 1;;(X) C 7~1(¥)}. Donc
pour chaque(i, j) € J on ay;jt;j € Gx pour uny;; € PGLy(A)2. Or, T,,(Y) = Ui,je, m(t; (X)) et
Ty ,(Y) = U(i’j)ej 7 (t;;(X)), donc le Lemme 3 implique que pour chaquel, 3y; € PGLx(A) tel que
yit; € H1:= pr1(Gx). Donc on a trouvé plusieurs éléments non-triviaux ddins

Maintenant des calculs explicites (qui remplacent la théorie de Lie utilisée par Edixhoven) montrent que
Hy NPSL(A[1/n]) est d’indice fini dans PSI(A[1/n]), doncG x n'est pas discret eff; est fermé. Il en
résulte, tenant compte que P$ko,) est simple, quéi; contient PSk(ks). De méme, on a PSlky) C
pr2(Gy). Par le lemme de Goursat, on obtieht = {(g, p(g)) | g € PSlo(koo)} 0OU p € Aut(PSLo(ko)).
Or, tout automorphisme de P8lk..) est de la forme > hg® h—1 avech € PGLa(kso) €to € Aut(kso)
(voir [10]). On a donc montré

LEMME 5.—Sx = {(g, hg®h™Y) | g € PSlo(kao)} 0UK € PGLo(koo) €to € AUt(koo).

Commepr4(I'x) N PSLx(A) est d’'indice fini dans PSI(A) on peut montrer qué € PGLx(k) et qu'il
existe un entier tel queo (@) = ol pourtoute € F, eto (T) =uT + v avecu € IF; etvel,.

Soit maintenanyf = (T4 — )41, alorsF = F,((1/f)) est un sous-corps complet ég sur lequelr
agit trivialement. Fixons uw € IF; non carré, et noton® = {z € Q| z2 = e, ¢ € F}. Remarquons que
o (ae) = B2ae, avecp = aP'=D/2 ¢ F;.

Soitz; € P, alorsS; = Stalps|,(r)(z1) st un groupe de Lie compact de dimension 1/5u8oitz, € Q
tel que(z1, z2) € X, et considérons l&aS, hSi’h—l)-orbite de(z, z2) :

{(2z1), hg"h ™ (z2)) | g € S1} € X N ({21} x Q). 3)
Cet ensemble est discret, malis ne I'est pas, donc il existe € S1 non trivial tel quehg®h—? fixe z».
Mais hg?h~1 fixe h(Bz1), aussi, et toug € PGLy (ko) a au plus deux points fixes. Donc, sgit= 1(8z1),
soit z2 = h(—pBz1), le conjugué. Puisque pour chaques P on aj(z1) = j(—z1), on voit que la courbe
Y contient une infinité de points de la fornig(z1), j (7' (z1))) ou (j(—z1), j(h'(—=z1))), ou on a noté
h =ho B e PGLy(k). Soita € k* tel que les quatre éléments @i’ soient des éléments desans facteur
en commun, et posong = detah’). Alors la courbg(j (z), j(h'(2))) | z € Q} dansA? n’est autre que la
courbe modulairéj(N), donc on a montré que = Yy(N).
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