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Résumé Nous démontrons un analogue de la conjecture d’André–Oort pour le produit de deux
courbes modulaires de Drinfeld, suivant l’approche de S.J. Edixhoven.Pour citer cet
article : F. Breuer, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 867–870.
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The André–Oort conjecture for the product of two Drinfeld modular
curves

Abstract We prove an analogue of the André–Oort conjecture for the product of two Drinfeld
modular curves, following S.J. Edixhoven’s approach.To cite this article: F. Breuer, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 867–870.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Fixons les notations suivantes. Soientq une puissance d’un nombre premier impairp, Fq le corps fini à
q éléments,A= Fq[T ] l’anneau des polynômes dans une variable surFq , k = Fq(T ) le corps de fonctions

rationnelles surFq , ∞ la place dek engendrée par(1/T ), k∞ = Fq((1/T )) le complété dek à∞, C = ˆ̄k∞
le complété de la clôture algébrique dek∞ et	= P1(C)− P1(k∞) le demi-plan de Drinfeld. La place∞
définit une valeur absolue surk, k∞ et C, qu’on note| · |.

Par un module de Drinfeld (voir [7] et [9] pour les notions de base) on entend toujours unA-module de
Drinfeld de rang 2 défini surC. L’invariant-j donne une bijection entre les points(x1, x2) du plan affine
A2(C) et les classes d’isomorphie de couples(φ1, φ2) de modules de Drinfeld, oùx1 = j (φ1) etx2 = j (φ2).
On dit que(x1, x2) est unpoint CMsi φ1 etφ2 sont à multiplication complexe.

SoitN ∈ A. On note parY0(N) la courbe modulaire paramétrisant les couples(φ1, φ2, f ) de modules
de Drinfeld liés par une isogénief : φ1 → φ2 cyclique de degréN (c’est-à-dire, ker(f ) est isomorphe
à A/NA commeA-module). On envoieY0(N) dansA2 par l’application(φ1, φ2, f ) 
→ (j (φ1), j (φ2)).
L’image, qu’on noteY ′

0(N), est une courbe algébrique absolument irréductible et définie surk.
Dans cet article nous allons esquisser la démonstration du théorème suivant.

THÉORÈME 1. – Soientd1, d2 etm des entiers positifs donnés etg un entier non-négatif donné. Alors
il existe une constante effectivement calculableB = B(d1, d2,m,g) vérifiant la propriété suivante. SoitY
une courbe algébrique absolument irréductible de bidegré(d1, d2) dansA2

C définie sur une extension finie
F dek de degrém et de genregF = g. AlorsY est une courbe modulaireY ′

0(N) pour un certainN ∈A si
et seulement siY (C) contient un point CM de hauteur supérieure àB.

On supposep �= 2 pour des raisons techniques, mais le Théorème 1 reste probablement vrai pourp = 2.
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Comme les structures de niveau ne jouent aucun rôle, on peut remplacerA2 par un produitX1 ×X2, où
Xi est unecourbe modulaire de Drinfeld, c’est-à-dire le quotient de	 par un sous-groupe d’indice fini de
GL2(A). Les courbes modulairesY ′

0(N) seront alors remplacées par les correspondances de HeckeTN . On
remarque que, comme dans [2], on peut facilement étendre le Théorème 1 au cas des courbes dansAn.

C’est une version pour la caractéristiquep d’un cas spécial de la conjecture d’André–Oort. Ce cas a été
démontré, en caractéristique 0, par André [1]. Avant, Edixhoven [4] avait trouvé une autre démonstration,
sous l’hypothèse de Riemann généralisée, qui permet de traiter des cas plus généraux (voir par exemple [5]),
et qui est effective. Nous tâchons essentiellement de traduire son approche en caractéristiquep. Notons que
l’hypothèse de Riemann généralisée est vraie dans ce cas.

1. Partie arithmétique : démonstration du Théorème 1

Soit x ∈ C. Alors x correspond à un module de Drinfeldφ avecx = j (φ). Dans la suite, on parlera
souvent dex au lieu deφ (e.g. on parlera des isogénies entre points deC). Tout comme dans [2] on défi-
nit la hauteur CMdex parHCM(x) := |Discr(End(x))|, c’est donc la valeur absolue du discriminant de
l’anneau d’endomorphismes du module de Drinfeldφ correspondant àx. Pour(x1, . . . , xn) ∈ An(C) on
définitHCM(x1, . . . , xn)= max1�i�n HCM(xi). La hauteur CM définit bien une fonction de comptage sur
les points CM dansA2(C), en fait on a #{x ∈ C | x est CM etHCM(x)� B} = O(B3/2+ε) pour toutε > 0.
Utilisant une majoration de la fonctionj des points CM en termes du discriminant de l’anneau d’endomor-
phismes [3] on peut comparer, comme dans [2], la hauteur CM et la hauteur arithmétique usuelle. On obtient
ainsih(x)�HCM(x)

1/2 + √
q(q + 1)/2. Il suffit donc de montrer le Théorème 1 pour la hauteur CM.

Soit n ∈ A sans facteurs carrés. On définitla correspondance de HeckeTn sur A2 comme l’image de
l’application Y ′

0(n) × Y ′
0(n) → A2 × A2, ((x1, x2), (y1, y2)) 
→ ((x1, y1), (x2, y2)). On peut aussi voir

Tn comme une application des sous-ensembles deA2 vers les sous-ensembles deA2 engendrée par
Tn{(x1, x2)} = {(y1, y2) | il existe des isogénies cycliquesx1 → y1 et x2 → y2 de degrén}.

Notre résultat repose sur la caractérisation suivante des courbesY ′
0(N), qu’on démontrera plus bas.

THÉORÈME 2. – SoitY une courbe algébrique absolument irréductible de bidegré(d1, d2) dansA2
C,

avecd1d2 �= 0. Soitn ∈A un produit des polynômes irréductibles distinctsp ∈A avec|p| � max(d1,13) et
deg(p) pair. SiY ⊂ Tn(Y ), alorsY est une courbe modulaireY ′

0(N) pour un certainN ∈A.

Supposons d’abord que l’extensionF/k soit galoisienne. Soit maintenant(x1, x2) ∈ Y (C) un point CM.
Alors Oi = End(xi) est un ordre de conducteurfi ∈ A dans une extension quadratique « imaginaire »Ki
dek (i.e. telle queKi ne se plonge pas dansk∞) pouri = 1,2. NotonsK =K1K2 etM =K(x1, x2). Soit
p un premier de degré pair dansk qui se décompose totalement dansFK et ne divise pasf1f2. SoitP un
premier deFM au-dessus dep, et notons parPi ses restrictions aux corpsKi(xi).

Par la théorie de la multiplication complexe pour les modules de Drinfeld (qui est similaire à celle
des courbes elliptiques, voir par exemple [6]), on sait que ces extensions de corps sont galoisiennes,
que Gal(Ki(xi)/Ki) ∼= Pic(Oi ) et queP/p est non-ramifié. Soitσ = (P,FM/k) le Frobenius, etσi =
(Pi ,Ki(xi)/k)= σ |Ki(xi). Puisquep est décomposé dansKi , on a en faitσi = (Pi ,Ki(xi)/Ki). Donc, il
y a des isogénies cycliquesxi → σi(xi) de degrép, d’où (x1, x2)

σ ∈ Yσ ∩ Tp(Y )= Y ∩ Tp(Y ), carσ agit
trivialement surF .

L’indice de l’intersection estY · Tp(Y ) = 2d1d2(|p| + 1)2. Or, toute la Gal(FM/F)-orbite du point
(x1, x2) est dans cette intersection, donc si # Pic(Oi ) > 2md1d2(|p| + 1)2, alors l’intersection est impropre
et il en résulte queY ⊂ Tp(Y ), doncY est modulaire d’après le Théorème 2.

Le genregi deKi est donné pargi = (deg(Di)− 2)/2 si deg(Di) est pair et pargi = (deg(Di)− 1)/2
si deg(Di) est impair, où on écritKi = k(√Di), avecDi ∈ A sans facteurs carrés. On a d’ailleurs
HCM(xi) = |Dif 2

i |. En utilisant le théorème de Hasse–Weil, on peut minorer le nombre de classes du
corpsKi parhKi � (q − 1)(q2gi − 2giqgi + 1)/2gi(qgi+1 − 1).

Il existe une constante (effectivement calculable)C1 tel qu’on ait # Pic(Oi )� C1hKi |fi |/ log|fi |.
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Il reste à trouver des premiersp assez petits qui se décomposent dansFK. Soit

πFK(t)= #
{
p ∈A | premier, décomposé dansFK/k et deg(p)= t}.

Supposons queK1 �= K2 (le casK1 = K2 étant similaire). SoitL la clôture algébrique deFq dansFK,
et notonsnc = [L : Fq ] et ng = [FK : Lk]. Alors le théorème děCebotarev [8] nous dit que sinc|t , alors
|πFK(t)− qt/ngt|< 4(gFK + 3)qt/2. Ici gFK dénote le genre du corpsFK, qu’on peut majorer grâce à
l’inégalité de Castelnuovo :gFK � 2m(g1 +g2)+4g+4m−3. On veutπFK(t) > log|f1f2| (pour trouver
un p qui ne divise pasf1f2) et aussi # Pic(Oi ) > 2md1d2(|p| + 1)2. Il nous faut alors une solutiont ∈ 2N

pour les inégalités :

1

4m
qt/t − 8

(
m(g1 + g2 + 2)+ 2g

)
qt/2> log|f1f2|, (1)

C1(q − 1)(q2gi − 2giqgi + 1)|fi |
gi(qgi+1 − 1) log|fi | > 4d1d2

(
qt + 1

)2 (2)

pouri = 1 oui = 2, etnc|t . De telles solutions existent siHCM(xi)= |Dif 2
i | est suffisamment grand.

Supposons maintenant queF/k ne soit pas galoisienne. SoitFs la clôture séparable dek dansF , et soit
F ′
s la clôture de Galois deFs . Le degré et le genre deF ′

s sont encore majorés en termes dem et deg. Alors
on définitσ = (P,F ′

sM/k) ∈ Gal(F ′
sM/k), et son extensionσ ∈ Aut(FF ′

sM/k) a les propriétés requises.

2. Partie topologique : esquisse de la démonstration du Théorème 2

Supposons maintenant queY ⊂ Tn(Y ) pourn ∈ A produit de premiers distincts de degrés pair. Alors
l’intersection deY ×Y avec la correspondanceTn dansA2×A2, moins les composantes de dimension 0, est
une courbe notéeTY,n. Par abus de notation, on note aussiTn la correspondance surA1 donnée simplement
parY ′

0(n)⊂ A2.
Soit Y ×A1 Tn le produit fibré des deux projections sur la première coordonnée,pr1 : Y → A1 et

pr1 : Y ′
0(n)→ A1. Alors on a un morphisme naturelTY,n → Y ×A1 Tn envoyant((x1, y1), (x2, y2)) sur

((x1, y1), (x1, x2)). Puisque c’est un morphisme de type fini des courbes algébriques, il est surjectif si
Y ×A1 Tn est irréductible. Notons parC(Z) le corps de fonctions d’une courbeZ sur C. Alors Y ×A1 Tn
est irréductible si et seulement si les corpsC(Y ) et C(Y0(n)) sont linéairement disjoints. SoitY (n) la
courbe modulaire de Drinfeld définie parY (n) = +(n)�	, où +(n) est le groupe des matrices dans
GL2(A) dont la réduction modulon sont des matrices scalaires. Alors,C(Y (n)) contientC(Y0(n)), et
Gal(C(Y (n))/C) ∼= ∏

pi |nPSL2(A/pi ). Or, si |p| � 13, alors PSL2(A/p) n’a pas de sous-groupe propre
d’indice inférieur à|p| + 1, doncC(Y (n)) ne contient pasC(Y ). On a donc montré

LEMME 3. – La projection pr1 : TY,n(Y )→ Tn(A
1) est surjective.

Tout comme le cas de caractéristique 0, le groupe PGL2(k∞) agit sur	 par transformations de Möbius.
Par contre, cette action n’est pas transitive, puisqueC est de dimension infinie surk∞. En particulier, les
stabilisateurs des pointsz ∈	 ne sont pas tous conjugués. On distingue deux cas. Siz est quadratique sur
k∞, alors Stab(z) est un groupe de Lie compact de dimension 1 surk∞, sinon Stab(z)= {1}.

On considère maintenant l’espace	2, sur lequelG= PGL2(k∞)2 agit. On note aussiS = PSL2(k∞)2 et
+ = PGL2(A)

2. L’applicationπ = (j×j) :	2 → A2 est une application analytique rigide, c’est le quotient
par l’action du groupe discret+. SoitX une composante irréductible de la variété analytique rigideπ−1(Y ).
SoitGX le stabilisateur deX sous l’action deG, et notonsSX =GX ∩ S et+X =GX ∩+.

On va étudier la structure deSX pour en déduire queY doit être une courbe modulaire. Comme dans [4]
on peut montrer

LEMME 4. –
(1) Les deux projections pri :GX → PGL2(k∞) sont injectives.
(2) pri (+X) est d’indice au plusdi dansPGL2(A).
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Notons/∗
n l’ensemble des matricesα ∈M2(A) avec det(α) = µn pour unµ ∈ F∗

q et dont les quatre
éléments n’ont pas de facteur en commun. Choisissons des représentantsti , i ∈ I = {1, . . . ,ψ(n)}, des
classes/∗

n/GL2(A) et notonstij = (ti, tj ). DéfinissonsJ = {(i, j) ∈ I × I | tij (X) ⊂ π−1(Y )}. Donc
pour chaque(i, j) ∈ J on a γij tij ∈ GX pour un γij ∈ PGL2(A)

2. Or, Tn(Y ) = ⋃
i,j∈I π(tij (X)) et

TY,n(Y )= ⋃
(i,j)∈J π(tij (X)), donc le Lemme 3 implique que pour chaquei ∈ I , ∃γi ∈ PGL2(A) tel que

γiti ∈H1 := pr1(GX). Donc on a trouvé plusieurs éléments non-triviaux dansH1.
Maintenant des calculs explicites (qui remplacent la théorie de Lie utilisée par Edixhoven) montrent que

H1 ∩ PSL2(A[1/n]) est d’indice fini dans PSL2(A[1/n]), doncGX n’est pas discret etH1 est fermé. Il en
résulte, tenant compte que PSL2(k∞) est simple, queH1 contient PSL2(k∞). De même, on a PSL2(k∞)⊂
pr2(GX). Par le lemme de Goursat, on obtientSX = {(g,ρ(g)) | g ∈ PSL2(k∞)} où ρ ∈ Aut(PSL2(k∞)).
Or, tout automorphisme de PSL2(k∞) est de la formeg 
→ hgσ h−1 avech ∈ PGL2(k∞) et σ ∈ Aut(k∞)
(voir [10]). On a donc montré

LEMME 5. –SX = {(g,hgσh−1) | g ∈ PSL2(k∞)} oùh ∈ PGL2(k∞) etσ ∈ Aut(k∞).

Commepr1(+X) ∩ PSL2(A) est d’indice fini dans PSL2(A) on peut montrer queh ∈ PGL2(k) et qu’il
existe un entiert tel queσ(α)= αpt pour toutα ∈ Fq etσ(T )= uT + v avecu ∈ F∗

q etv ∈ Fq .

Soit maintenantf = (T q − T )q−1, alorsF = Fp((1/f )) est un sous-corps complet dek∞ sur lequelσ
agit trivialement. Fixons unα ∈ F∗

q non carré, et notonsP = {z ∈ 	 | z2 = αe, e ∈ F }. Remarquons que

σ(αe)= β2αe, avecβ = α(pt−1)/2 ∈ F∗
q .

Soitz1 ∈ P , alorsS1 = StabPSL2(F )(z1) est un groupe de Lie compact de dimension 1 surF . Soitz2 ∈	
tel que(z1, z2) ∈X, et considérons la(S1, hS

σ
1 h

−1)-orbite de(z1, z2) :
{(
g(z1), hg

σ h−1(z2)
) | g ∈ S1

} ⊂X ∩ ({z1} ×	)
. (3)

Cet ensemble est discret, maisS1 ne l’est pas, donc il existeg ∈ S1 non trivial tel quehgσh−1 fixe z2.
Maishgσh−1 fixe h(βz1), aussi, et toutg ∈ PGL2(k∞) a au plus deux points fixes. Donc, soitz2 = h(βz1),
soit z2 = h(−βz1), le conjugué. Puisque pour chaquez1 ∈ P on aj (z1)= j (−z1), on voit que la courbe
Y contient une infinité de points de la forme(j (z1), j (h′(z1))) ou (j (−z1), j (h′(−z1))), où on a noté
h′ = h ◦ β ∈ PGL2(k). Soita ∈ k∗ tel que les quatre éléments deah′ soient des éléments deA sans facteur
en commun, et posonsN = det(ah′). Alors la courbe{(j (z), j (h′(z))) | z ∈	} dansA2 n’est autre que la
courbe modulaireY ′

0(N), donc on a montré queY = Y ′
0(N).
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