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Résumé Des notions de développements asymptotiques a caragi&evrey ont été étudiées
dans [6,7]. Tout récemment, nous nous sommes intéressés a une nouvelle notion asymp-
totique [8] : originaire de I'étude d'une fonction théta de Jacobi elle fait un pont naturel
entre I'asymptotique des équations audifférences et la théorie des fonctions elliptiques.
La présente Note a pour objectif de montrer quelques derniers développements de cette no-
tion asymptotiquePour citer cet article: J.-P. Ramis, C. Zhang, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 335 (2002) 899-902.
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q-Gevrey asymptotic expansion and Jacobi theta function

Abstract Some notions ofj-Gevrey asymptotic expansion have been studied in [6,7]. Recently we
became interested in a new notion of asymptotic expansion [8]: it is related to a Jacobi
theta function and allows one to establish the natural link between the asymptoties of
difference equations and the theory of elliptic functions. The purpose of this Note is to give
some new results related to this notion of asymptotic expan3mnoite this article: J.-P.
Ramis, C. Zhang, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 899-902.
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0. Fonctioné et premiéres notations

Soitg un nombre complexe fixé tel que| > 1. Pour chaqué € C*, on définit la «-spirale » de baske
notée[A], comme étant 'ensembleg” : n € Z}. Six € C*, on pose

dy (x; [k]) = |x|_lsudx - )Lq”‘.
nez
Notonsf la fonction théta de Jacobi définie datispar :

—n—1
o)=Y g " VA =T[(1-¢" ") (1+xg7") (1+ ? )

nez n>0 *
le développement en produit étant la triple formule de Jacobi. On a les propriétés suivantes.
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(i) Si x € C*, on ad(gx) = gx0(x), ce qui donne d(q"x) = ¢""+tY/2x"9(x) pourn € Z.
(i) Il existe une constant€' > 0 telle que, étant donnés> 0 etx € C*, sid, (x; [—1]) > ¢, alors (cf. le
Lemme 1.3.1 de [8], avec une adaptation évidente) :

Cetlg| (Ix1) < [0(0)| < blg/ (Ix1).
oux — 6)4(x) est la fonction obtenue en substitu@fita g dans la définition dé (x).
Une sériezn>0 apx™ sera diteg-Gevrey d’ordre urs’il existe des constantas > 0, A > 0 telles que
lan| < CA"|q|""=D/2, 'ensemble de ces séries sera nBféx]],.1.

1. Une notion de développement asymptotique-Gevrey

Nous proposons la définition suivante, motivée par le Théoreme 1.3.2 de [8].

DEFINITION 1.1.—Soitr € C*, f = > n>0anx" Une série entiére et sojt une fonction definie et
analytigue dans un ouvert de la forfaec C* : |x| < r}\ [—A]. On noteraf € Aml ou, plus précisemment,

f ~q” f et on dira quef admetf pour développement asymptotiqgeGevrey d’ordre un erd le long
de[A], s'il existe des constant&s > 0, A > 0 telles que, pour toyt €]0, oo[ et toutr > 0 suffisamment
petit, on ait :

F) = Y awx™| < CpA™|q|" "D P x|"
o<m<n

SiO< x| <r,dy(x;[-A]) > 1/p etn e N.

Lorsquef € A“l, on vérifie aussitot les propriétés suivantes.
() Lorsquer > 0 est assez petit, les points singuliers de la foncfiatans le disque pointé @ |x| < r,
s'ily en a, se situent tous sur la spirfler] et ce sont des pbles simples.

(i) Ona f e C{x} si, et seulement si, il existe ugespirale[x] distincte dgA] et telle quef e Aq‘fl.

THEOREME 1.2. —Une fonctionf € A?;]l est de développement nul si, et seulement si, il existe un entier
m € Z tel que la fonctionx — f(x)0(¢™X1/x) puisse se prolonger en une fonction analytique dans un
disque de centré et de rayon non nul.

COROLLAIRE 1.3.-Soientf € A etg € A ; ON suppose que leurs développements asymptotiques
sont égaux. Alorson & = g sil'une des condmons suivantes est satisfaite.
(i) Il existe une suitéc,) tendant vers zéro dans € C* : |x| < r} \ [—A] telle quef(c,) = g(cn) pour
toutn e N.
(i) Pour tout entiern suffisamment grand, le résidu geenx = —xg™" est égal a celui dg corres-
pondant.

2. Transformations de Borel et Laplaceg-analogues

Appelonstransformation de Boregld’ordre un) formelleg-analogud’unique automorphisme nottféq7 1
continu pour la topologie-adique, de I'espace vectori€l[x]] surC qui envoie chaque monémé sur
g " =D/2xn Soit L, linverse deB,.1; sin e Neti e C*, ona:

> - (" N)"
Lo.qx" = n(n-1)/2,.n _ )
L By

meZ

THEOREME 2.1 (g-analogue de Borel-Ritt Gevrey)Seiti € C*. Soitg une fonction analytique dans
un disque ouvert de centre zéro et de rayai® < r < co), fixonsng un entier relatif tel queérg™| < r et
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posons, pour tout € C*\ [—A] :

_ @(g"M)
F0= 2 Gy

n<ng

Alors f € Aff;]l et son développement asymptotique est ég%,l;ap.
Par conséquent, I'application qui a chaque élémem&g’él associe son développement asymptotique est
surjective de&gx;]l surC[[x114:1-

Soitf € Agﬂl On choisit un- > 0 suffisamment petit et tel quet |1||g|%, de sorte que le cerc®O0; r)

appartient au domaine de définition de Soit n, le plus petit entier tel qué.g —""| < r, et choissions
ensuite ure > 0 suffisamment petit de telle maniére que; $t n,, on ait I'inclusionC(—xqg ™"; e|q| ™) C
{x € C*:|x| < r}; posons enfin

N
N, =CO:r) - > C(-rg " elgl™)

n=n,
pour tout entietN > n,.
THEOREME 2.2 (Transformée de Borgl-analogue). Si f ~E;;]1 f et quey est la fonction somme de
B,.1f, alorsona

1 &\ drx
&)= ﬁlelinoo/r'{yg Jx)o (;)7

pour touté € C* de module suffisamment petit.

En effet, par Cauchy chaque contour d'intégratlb,ﬁg ci-dessus peut étre remplacé par le cercle

C(0; ¢]g|~N); la convergence recherchée, paur— oo, s'en déduit avec la décompositigh= fy +
Ry(f, f), la somme partiellgy d’ordre N de f donnant lieu & celle de correspondante.

Lorsquef est analytique au voisinage de zéro, l'intégrale étudiée dans le théoreme ci-dessus peut étre
calculée uniquement sur le ceral€0; ). Pour une interprétation thermodynamique de cette formule de
convolution multiplicative (avec une variante @ég nous nous référons a la formule (28.14) de [2], p. 353.

3. Résidus et prolongements dans la-spirale

Appelonsespace des suiteg-Gevrey d’ordre un(resp. moins unle sous-espace vectoriel d&
constitué des suite&,),cz telles qu'il existeng € Z, C > 0, A > 0 avec ceci ¢, = 0 si n < no,
leal < CA"|q|" =D/ (resp.< CA"|g|™""=D/2) sin > no ; cet espace sera not&; (resp.CL+ ;). On

munit ensuite&Cqu;l d’'une relation d’équivalence notée: on a(c,) = (d,) Si, et seulement si, il existe
N e N tel quec, = d, pour tout entier > N. On obtient ainsi les espac@%j/z et@ff_l/s.

Soit Og le sous-espace vectoriel (Aé”l constitué des germes de fonctions analytiques en zéro du plan
complexe.

THEOREME 3.1. —L’'application qui associe a chaque fonctioh A([;;]l ses résidus en les points
—xq ™" pour les entiers: suffisamment grands induit un isomorphisme, Mtéle A} /0o surCit /=;

I'application inverseR ~1 est donnée par la sommation de Mittag—Leffler rappeléestic,) € (Cff_l/s,
on pose
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En termes de-intégrale [1], p. 19, 0ona

cn 1 Y ofa
Zx—i—k - T 1_g-1 x—i—kudqu
=0 q gt Jo

si f(g7") = c,q". Lapplication R~ définie ci-dessus est alors yranalogue de la formule suivante
(cf. [3]), p. 176, dite deCauchy—Heinglaquelle permet de recomposer, modulo les germes de fonctions
analytiques au voisinage de= 0, une fonction « multivaluée # a partir de sa variation vat connue sur
[0,1]:

u.

1 /1 varF (u) d
2mi

F(x)=-— Tru

THEOREME 3.2.-Si f ~ f ety = Bq 1f, alors il existe une unique suite,) € (CZJE/— telle que:

p(rg") Cn
Z 9()» "/x) Z O(rg"/x)’

n>ng

ol ng est un entier suffisamment pet|t.
Autrement dit, I'espace vectorigil”} estisomorphe & l'espace proddit} x (C2/=).

La sérief sera ditessommable suivant la spirafe] si ¢ peut se prolonger en une fonction analytique et &
croissance -exponentielle d’ordre un dans un conndkecontenant toutes leg-spiraleq 1] suffisamment
voisines de/2A] : il existe un voisinagd/ de A dansC* tel queUueU u] € W. Lorsque c’est le cas, on

définitﬁ”z]lgp de maniere évidente.

D’apres le Théoréme 1.2.1 de [8] (awgcéel), toute solution formelle d’'une équation agdifférences
linéaire et a coefficients analytiques est sommable suivant presque toujesdigales sauf un nombre fini
lorsque le polygone de Newton de I'équation considérée admet une unique pente valant un. La seconde
partie du méme article montre que, pour les séries hypergéométriques confluentes (basiques) du type
Kummer, le procédé de sommatiﬁ,lgf\;]l o l§q;1 converge, quang tend vers un, vers la sommation classique
de Borel-Laplace.

Dans [5], on étendra la s;ommati(mj\.]l o By;1 au cas de «niveaux multiples ».
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