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Résumé Nous étudions I'espace @l 1) des plongements symplectiques de la boule ferafite) C
R4 de capacite dans(S2 x 82, 1+ Mwst ® wst). Lorsquer = 0, nous montrons que
cet espace se comporte comme les plongements différentiables ordinaires et a donc un
type d’homotopie indépendant de la valeur @lenous montrons ensuite que si> 0
I'application de restriction Rt’, 1) — Pl(c, 1) cesse d'étre une équivalence d’homotopie
guandc etc’ se trouvent de part et d’autre de la val@uPour citer cet article: F. Lalonde,
M. Pinsonnault, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 931-934.
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Automor phism groups and embeddings of symplectic ballsinto
rational manifolds

Abstract We study the space Rl 1) of symplectic embeddings of the closed baft(c) c R* of
capacityc in (54 x $2, (1 + Mwst ® wsp). Wheni = 0, we show that this space behaves
like the space of ordinary differential embeddings and hence that its homotopy type does
not depend om. Whena > 0, we prove that the restriction@!, 1) — Pl(c, A) is no longer
a homotopy equivalence whenand ¢’ lie on different sides of the valug. To cite this
article: F. Lalonde, M. Pinsonnault, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 931-934.
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1. Enoncédesrésultats

Dans cette Note, nous étudions le type d’homotopie de I'espdeei?) muni de la topologie €, des
plongements symplectiques de la boule feriiée) deR* de rayon- (de capacité = 72) dans la variété
symplectique régléd, = (M, ;) = (52 x §2, (14 Mwst D wsp), Ol wst est la forme symplectique d#?
d’'aire 1 et ot est un nombre réet 0. Il est connu que, a une constante prés, toute forme symplectique
sur §2 x §? est difféomorphe & une telle forme, » > 0 (voir [4]), et que 'ensemble des plongements
symplectiques d&%(c) dans(M, w;,) est non-vide si et seulementssi 1. McDuff a montré dans [6] que
cet espace est connexe quelles que soient les valeudrstde Avant d’énoncer nos résultats, considérons
la fibration

Symp(B*(c)) = Pl(c, ) — SPl(c, 1), 1)
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ol SymgB?(c)) est le groupe des difféomorphismes symplectiques de la boule fermée de capacité
sans contrainte sur le bord, et 6®I(c, 1), inclus dans I'ensemble des parties Me est 'ensemble des
images des applications appartenanta,Rl), c’est-a-dire des boules non-paramétrées de capaaid/; .
Puisque le type d’homotopie du groupe SyBfxc)) ne dépend pas de il est équivalent d’étudier I'un
ou l'autre des espaces(PJ) ou IPl(c, 1). Notonsi,, ¢ < 1, le plongement standard @&#(c) dansM;..
Les résultats de cette Note sont basés sur I'étude de la fibration
SympPe (M) < SympM;) — SPl(c, A), 2
ou I'espace du milieu est le groupe de tous les difféomorphismes symplectiqigs delui de gauche est
le sous-groupe des diffeomorphismes préservant I'image M de ., et 'application de droite associe
a ¢ I'image de sa restriction &.. Notant SympM. ;) le groupe des difféomorphismes symplectiques de
I'éclaté 1\7101 en ., on va montrer plus bas que SyfapM,) est homotopiquement équivalent au sous-
groupe SymE(JVIM) C Symp(]l?c,k) des difféomorphismes qui préservent la fibre exceptionili@r il
n’est pas difficile de montrer que le second se rétracte sur le premier. On a donc une fibration homotopique
Symp(M..;) < SympM;) —> IPI(c, 1) 3)
et le calcul du type d’homotopie dePl(c, A) (sa cohomologie rationnelle par exemple) se déduit de calculs
correspondants dans les espaces Shp) et SymgM,).
Dans cet article, on s’intéresse au cas @ < 1 (voir [8] pour les valeursg. > 1). Commencons par le
casi =0. Il est alors plus commode de remplacer la suite (3) par la suite :
Symp(Me.) — Symp(M,) — SPl(c, 1), (4)
ou l'indice ht (« homologiquementtrivial ») signifie la restriction aux sous-groupes qui agissent trivialement
en homologie. On vérifie aisément que, comme dans la suite (3), la premiére fleche est encore I'inclusion de
la fibre homotopique de la seconde fleche. Gromov a démontré que le type d’homotopie g Bymy)
est celui de S(B) x SO(3). Nous allons d’abord montrer :

THEOREME 1.1. — Symnt(ilc,x:o) a le type d’homotopie du torg?2.
On déduit donc de ce qui précéde :

THEOREME 1.2. — Quanda est égal &0, 'espace3Pl(c, » = 0) se rétracte suis? x 2, quelle que soit
la valeur dec € (0, 1). Autrement ditPl(c, A = 0) se rétracte sur I'espace

SFrM) ={(p,B) | p € M et est un repére symplectique pr
des repéres symplectiques te_o.

Supposons maintenant que:0v < 1. Dans ce cas, Abreu est parvenu dans [1] & calculer la cohomologie
rationnelle de Sym@\,,) :

THEOREME 1.3 ([1]). —Quanda € (0, 1], 'anneau de cohomologie rationnelle du groupgmp(M;,)
estisomorphe a

Ao, B1, B2) @ S(v),

ou le premier facteur est I'algébre extérieure libre sur trois générateurs de deg;& respectivement et
ou le second facteur est I'algebre symétrique sur un seul générateur dedlegré

Comme I’éclatéﬂcyx est encore une variété rationnelle, des méthodes pseudoholomorphes semblables
fonctionnent et on obtient :

THEOREME 1.4. — Quandx € (0, 1], 'anneau de cohomologie rationnelle du growﬁgmp(ﬁlcyk) est
isomorphe a

Aoy, a2, 03) @ S(w),
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ou le premier facteur est I'algébre extérieure libre sur trois générateurs de degt®u le second facteur
est I'algébre symétrique sur un seul générateur qui est de degir® <c < A etde degr& siA <c < 1.

La preuve du Théoréme 1.4, dont I'idée générale a été introduite par Gromov dans [3] et développée
par Abreu—McDuff dans [2], s’appuie sur I'analyse d’une stratification de I'espace des structures presque
complexes compatibles avec la forme symplectigue et sur laquelle les groupes de difféomorphismes
symplectiques agissent. Les strates sont toutes des variétes lisses de dimension infinie mais de codimension
finie. Elles sont en correspondance avec les structures toriqués suchacune de ces strates ayant le type
d’homotopie d’un quotient de Symﬂcyk) par un tore agissant de facon hamiltonienne. Comme d’une part
ces actions toriques sont bien comprises et que d’autre part, la fagon dont les strates s’assemblent I'est aussi
(grace au travail de Abreu et plus genéralementa celui de McDuff dans [7]), on en tire une méthode explicite
du calcul de la cohomologie rationnelle de Syip ;). Il se trouve que la stratification de I'espace des
structures/-holomorphes, servant a calculer la cohomologie du groupe Sﬁmp) change quandpasse
la valeur (qui est la différence entre les aires de la base et de la fibi,demais que ce passage est
evidemment sans effet sur la stratification servant & calculer Gyip On peut donc conclure en se
servant de la suite homotopique (3) que :

COROLLAIRE 1.5.—Quandax € (0, 1], 'application de restrictionPl(c’, A) — Pl(c, 1) cesse d'étre une
équivalence d’homotopie quamd< A etc’ > A.

Les détails des résultats annoncés ici se trouvent dans [5] ot I'on démontre également que le changement
homotopique du corollaire précédent est en fait plus fort que ce qui est décrit ici — en effet le type
d’homotopie de I'espace RI, 1) change quand traverse la valeuk — et ne se produit qu'a la valeur
c=X:

THEOREME 1.6 ([5]). — Soit0 < A < 1 et M, la variété symplectique correspondante. L'application
de restrictionPl(¢’, 1) — Pl(c, ») est une équivalence d’homotopie pour toute pairec’) vérifiant
O<c<cd<rour<e<cd <1

Les cas des plongements de boules dens CP? se traite de la méme maniére, tout comme celui des
autres variétés rationnelles régléds aveci > 1, mais conduisent a des calculs plus compliqués [8].

2. Apercu desdémonstrations

LEMME 2.1.-Le groupeSympBC(A@) est homotopiquement équivalent au sous-grotipaes difféo-
morphismes symplectiques de I'éclaté , ent. qui préservent la fibre exceptionnelie

Démonstration. En utilisant le fait que le groupe des symplectomorphismes a supports compacts
de la bouleB*(c) est contractile [3], on montre que le groupe SyBf(c)) se rétracte sut/(2). Par
conséquent, le groupe SyfipM;) se rétracte sur le sous-groupe formé des symplectomorphismes qui
agissent linéairement sur {m). Or ceux-ci se relevent continuement en des difféomorphismes de I'éclaté
préservank. La réciproque est semblablec

Remarque— La preuve du dernier lemme est aussi valable quand on se restreint aux sous-groupes qui
agissent trivialement en homologie.

Apercu de la preuve du Théorérd. — DansM, soientB, F, E € Ho(M, Z) les classes correspondant
respectivement aux premier et second facteut¥des? et a la fibre exceptionnelle obtenue par éclatement
de la bouleB,. SoitC I'ensemble de toutes les configurations formées de trois 2-sphéres symplectiques
plongéeg A1, A2, A3) dans les classe®8 — E, E, F — E), se coupant positivement et transversalement.
Commex est nul, les deux facteu® et F ont méme aire, et on montre aisément qu'aucune des classes
B — E, E, F — E ne peut alors dégénérer : elles sont donc représentées par des cbintlemorphes
de facon unique pour chaquee 7, 'espace de structures presques complexes compatiblesaavec
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On en déduit qu& et 7 ont le méme type d’homotopie, donc qdeest contractile. On montre alors
qgueC se rétracte sur le sous—espaﬂﬂadgs configurations dont les courbes constituantes s’intersectent
orthogonalement. Or I'action de Sym@V. o) sur CO est transitive. Pour achever la preuve, il faut

voir que le stabilisateuH de cette action a le type d’homotopie d’'un tore, ce qu’on fait par étapes
successives : a homotopie prés, on peut supposer que I'action des éléments du groupe est linéaire sur
chaque composant# de la configuration (et donc agit comme une rotation) et se réduit égalensént a
dans chaque fibre du fibré normal. La fibratigh — H - S x S qui associe & toup sa restriction

aux surfacesA; et As, a pour fibre le sous-groupd’ qui fixe point par pointd; et A3. A homotopie

pres, I'action de chaque élément g€ sur le fibré normal dei;, i = 1, 3, est déterminée par son action
dans la fibre normale au poirt; N A,, donc par multiplication complexe par un nomble,eé = 1, 3, ne
dépendant que de On montre ensuite que la projectiéif — S qui associe & sa restriction 3, est

une fibration de fibr&, qui représente le nombre de torsion de la différentielle dans la direction normale le
long d’un méridien det, joignant les deux points fixes de I'action. Ceci est une conséquence du fait que les
difffomorphismes symplectiques qui sont I'identité dans un voisinage de la configuration formentun groupe
contractile (ceci se déduit du théoreme de Gromov sur la contractilité des diffeomorphismes symplectiques
a supports compacts d@* et de I'existence d’un champ de Liouville contractaiit— (A1 U A U A3)

dans une boule arbitrairement petite). Il n’est alors pas difficile de conclure que |& suité!’ — ST est
homotopiquement la méme gde— R — S, donc que le sous-group#’ est contractile. O

Le Théoréme 1.2 est maintenant un corollaire immédiat de ce qui précéde : en effet, dans la preuve ci-

dessus, la fibratiodi’ — H > $* x S a une fibre contractile et admet donc une section, ou la base est
vue comme l'action torique standard de rotation de chacun des facteurs. Ceci montre qyg/Bymp)
se rétracte sur cette actidif. La suite (4) est donc homotopiquement équivalente a la suite
St x §t < SO3) x SOB) — §2 x §2.

Les Théorémes 1.4 et 1.6 font appel a des développements trop longs pour étre expliqués ici — voir [5].
Il est trés facile de voir, en revanche, que le premier de ces théorémes permet d’établir le Corollaire 1.5 :
en effet, si I'application de restriction @I, A) — Pl(c, A) induisait une équivalence d’homotopie quand
¢ < A etc’ > A, on en déduirait par la suite (1) I'existence d’'une équivalence d’homotopie®hli€, 1)
et3IPl(c, A). Le diagramme

Symp(ﬁc/,k) < SympM,) i> SPI(C, 1),
lid 1
SympM,;) — SympM,) - 3Pl(c, 1)

commuteraita homotopie prés. Par conséquent les fibres homotopiquesdigo’ coincideraient, c’est-a-
dire SympgM, ;) et SymgM, ;) auraient le méme type d’homotopie, ce qui contredirait le Théoréme 1.4.
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