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Résumé Dans cette Note nous employons la théorie des triplets spectraux de Connes pour rapprocher
le modéle de Manin du graphe dual de la fibre a linfini d’'une surface d’Arakelov et
la cohomologie du cbéne de la monodromie locdteur citer cet article: C. Consani,
M. Marcalli, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 779-784.
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Spectral triplesin Arakelov geometry

Abstract In this Note, we use Connes’ theory of spectral triples to provide a connection between
Manin’s model of the dual graph of the fiber at infinity of an Arakelov surface and the
cohomology of the mapping cone of the local monodromoite thisarticle: C. Consani,

M. Marcalli, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 779-784.
O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

In Arakelov theory a completion of an arithmetic surface is achieved by enlarging the group of divisors
by formal linear combinations of the “closed fibers at infinity”. Manin in [8] described the dual graph
of any such closed fiber in terms of an infinite tangle of bounded geodesics in a hyperbolic handlebody
Xr = '\H?3, uniformized by a Schottky group c PSL(2, C). In this Note we consider arithmetic surfaces
over the ring of integers in a number field, with fibers of gepys 2. We use Connes’ theory of spectral
triples to relate the hyperbolic geometry of the handlebody to the cohomology of the cone of the local
monodromyN at arithmetic infinity as introduced in [4]. First, we construct a spectral triple, where the
non-commutative space is given by the reducéehl@ebra of the Schottky group acting on the cohomology
of the cone via a representation induced by the presence of a polarized Lefschetz module structure. In
this setting we recover the alternating product of the Archimedean factors from a zeta function of the
spectral triple. Then, we introduce a second spectral triple, which is related to Manin’s description of
the dual graph of the fiber at infinity. Here the non-commutative space isalgébra representing the
“reduction mod infinity” and acting on a “dynamical homology and cohomology” pair, defined in terms of
the bounded geodesics in the handlebody and of a dynamical syst€he operato, that represents the
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“logarithm of a Frobenius-type operator” on the Archimedean cohomology of [7], gives the Dirac operator
on these spectral triples. We show that the Archimedean cohomology embeds in the dynamical cohomology,
compatibly with the action of a real Frobenifig,, so that the duality isomorphism on the cohomology of
the cone ofN corresponds to the pairing of dynamical homology and cohomology.

A detailed version of the results presented in this Note is contained in [5].

1. Introduction

En théorie d’Arakelov une complétion d’'une surface arithmétique est réalisée par I'élargissement du
groupe des diviseurs avec une combinaison linéaire formelle des «fibres fermées a I'infini». Dans [8],
Manin a décrit le graphe dual d’'une telle fibre fermée en employant un enlacement infini de géodésiques
limitées dans une variété hyperboligae = I'\H3, uniformisée par un groupe de Schotiky” PSL(2, C).

Dans cette Note nous considérons des surfaces arithmétiques définies sur 'anneau des entiers d’'un corps de
nombres, avec des fibres de gepre 2. Nous employons la théorie des triplets spectraux de Connes pour
rapprocher la géométrie hyperbolique de la variété avec la cohomologie du céne de la monodromié locale

a l'infini aritmétique qui a été introduite dans [4]. D’abord, nous construisons un triplet spectral, ou I'espace
non-commutatif est donné par la-@lgébre réduite du groupe de Schottky qui agit sur la cohomologie du
cbne a travers la représentation définie par la présence d’'une structure de Lefschetz module polarisée.
Dans ce cadre nous retrouvons le produit alterné des facteurs archimédiens d'une fonction zeta du triplet
spectral. Puis, nous introduisons un deuxiéme triplet spectral, qui est lié a la description de Manin du graphe
dual de la fibre a linfini. Ici 'espace non-commutatif est uné-&gébre qui représente la «réduction
modulo infini» et qui agit sur un accouplement d’« homologie et cohnomologie dynamique », définie avec
les géodésiques limitées dans la variété hyperbolique et a travers I'usage d'un systeme dydamique
L'opérateur®, qui représente le «logarithme de Frobenius» sur la cohomologie archimédienne de [7],
donne l'opérateur de Dirac sur ces triplet spectraux. Nous prouvons que la cohomologie archimédienne
est plongée dans la cohomologie dynamique, de maniére compatible avec I'action de Frobenifigréelle

de sorte que l'isomorphisme de dualité sur la cohomologie du céné derrespond a I'accouplement
d’homologie et cohomologie dynamique.

Une version détaillée des résultats présentés dans cette Note est contenue dans [5].

2. Réaultats

Soit X/, une courbe projective et lisse définie sue C or R. Poura, b € N, nous notongA®? @ APy

le groupe abélien des formes différentielles réelles (analytique$9wsar X /. de type(a, b) + (b, a).
Pourp € Z, 'expression(A%? @ A»)g (p) signifie le p-eme Hodge—Tate twist det*? @ A”%)g.
Soienti, j, k € Z; nous considérons le complexe suivant

1+4j—i .
- _ (At @A) (=) sil4+j—i= 0(2), k>maxO0,i),
Kk — ?faizif}( @ )]R( > ) J—i (2) X0, i) 2.1)
0 sinon.

Sur K*/'* on définit les différentielles’ : K"k — Ki+1hj+hktl et g” : Kiik — KiFTLit1k avec
d' =3 +3etd’ = /=1 — 3). Ceux-ci satisfontl’> = 0= d"? (voir [4], Lemma 4.2). Nous considérons
aussi les morphismes

N: Kbk o KIF2IML N () = (2n/=1) Tt et
[ KWk KRR 1(f) = (2nV/-1) f ho,
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oU N peut étre regardé comme le logarithme deatanodromie locale a l'infiniet! est 'Thomomorphisme de
Lefschetzavecw la (1, 1)-forme réelle fondamentale (fermée) sXir,. Ces endomorphismes commutent
avecd’ etd" et satisfon{/, N] =0 (voir [4]). On définitK"-/ = @, K*/* eton écritk* =, ;_, K"/
pour indiquer le complexe simple doté de la différentielle tdtal d’ +d” et avec I'action des opérateuvs
etl.

Le complexe différentieK - avec les opérateurg et/ est unmodule de Lefschetz bigradué et polarisé
(voir [11]), avec la polarisation : K ~~/k @ K-/k+i _ R(1) définie par

Yx,y)i= ——=e(1— j)(— 1>k/ x ACy.

X/I( ©

ZJ_l

Ici, pourm € Z : e(m) := (—1)""+D/2 et C(x) := (vV/—=1)?"x est 'opérateur de Weil pour une forme
différentielle de typ€da, b) (voir [13], §V.1). La forme bilinéaire

est symétrique et définie positived(ir [4], Lemmas 4.2, 4.5, 4.6 et Proposition 4.7). La structure de module
de Lefschetz bigraduée correspond a la représentation

o :SL2,R) x SL(2, R) — Aut(K "), (2.3)

A5 2)-(5 ) rme e
01 0 1
o{(o O),o}zN, do{o,(o O)}:z.
Nous considérons le cone de I'applicati¥n
CongN) =CongN: K™ — K) =K [11®@ K", D(a,b)=(—d(a), N(a)+d(b))

et I'hyper-cohomologieH? (X*) := H9(CongN)’). Ces groupes ont une structure graddé(X*) =
@D,z 8r3,H(X*) de la forme

HYx" =P H(X/c.R(p)).  HYXH=EH (X/c.R(p)) &P H(X,c. R(p — 1)),

p<0 p<0 p=1
HA(X") =P H*(Xc. R(p)) @ P H (X)c. R(p - 1),  H3X*) =P H*(X)c, R(p— D).
p<l p=2 p>2

Quandk = R on obtient des résultats similaires en prenant les invariants de la conjugaison de d&Rham
(voir [5], 82). B

SoitT" ¢ PSL(2, C) un groupe de Schottky de ragg> 2. SoitT" le I'-stabilisateur de chacune de deux
composantes connexesBh(C) \ C, ouC est un quasi-cercle potir(voir [1]). Nous considérons les deux
groupes Fuchsiens de Schotiiy := {a,ya 1y € '}, avecy; les équivalences conformelles entre les
deux composantes @& (C) \ C et les deux hémisphéres 8A(C) \ P1(R). Aprés un relévement de de
PSL(2, C) a SL(2, C), nous considérons la*ealgébre réelle, réduite’Cr).

THEOREME 2.1. — SoitX une surface arithmétique avec fibres de dimension un et de gent Soit
I" un groupe de Schottky qui fixe l'uniformisation de la surface de Riemann corresporidante une
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place archimédienne. Le prodyR.2)induit un produit intérieur surH (X*). La représentatiom,(y) :=
o{l, 0[2)/0(2_1}, obtenue par restriction d€2.3) sur le SL(2, R)-relévement du groupe Fuchsié, induit

représentation d€* () sur la complétion de Hilbert déf4(X*) avec le produit intérieur ci-dessus. Ces
données, avec l'opérateur

(b| w q *) L= p’ q>2p,
gD T A p—1, g<2p-1,

déterminent un triplet spectr&]—sommable{C*(f), H (X*), ®) ala Connegvoir [3]).

Sur les sous-espaces

H™(X*) =P ors, Hx*) & Pors, H (X & @ ory, H*(X*),

p<0 p<0 p<1
HY(X*) .= P ars, H (x*) © P ars, H2(x*) & P ory, H3(X*),
p=>1 p=>2 p=>2

on définit des isomorphismes de duabité @320 8,4 qui sont produits par les puissances de la monodromie
(voir [4], Proposition 4.8). L'opérateur
(0 st
“=\s 0

satisfait w? = id, o* = w, [w,a] = 0, pour chaque: € c*(T), et (Pw + @®)|gax+ = ¢q - id. Par
conséquent, nous considérons dans la famille de fonctions zeta associées au triplet spectral

Capo(s.2)i= Y Tr(all(, P-®))(s — 1) 7, (2.4)
LeSpe¢P_d)

aveca = o2(—id). Ici P_ est la projection sur le sous-espalle (X*) et I[1(A, P_®) est la projection
spectrale sur le sous-espace propre de I'opératedr avec valeur propre.

THEOREME 2.2. —La fonction¢ (2.4)satisfait

)‘1 _ Le(H'(X /e, ©),5)
=0/ Lc(HX)c.0).5)- Le(HAX/c.©).s)’

d s
exp —d—ZCa,P_cp/(zn) on %

ouLc(HY(X,c,C),s) sont les facteurd. archimediens définis €d2].

Pour un choix d’'un ensemble de générate{g’;?,;g'=1 du groupe de Schottky", nous considérons
I'ensemblesS dessuites réduites et doublement infindemns Ies{gi}izil (8i+g = gl-_l) :

2 .
S= {...a_m...a_laoal...ag... |a; € {gi}iﬁl, ai+1#a;, Vi € Z}.
L' opérateur de décalagg agit surS comme

T(...a—p...a_1a0a1...a¢...) =...4d—p41...404142...0¢4+] - - .-

Le couple(S, T) est un espace de Smaleoir [10]), et le tore de I'applicatior? est défini comme
Sr:=8 x [0,1]/(x,0) ~ (Tx, 1).

Il'y a une identificationH 1(S7, Z) = Ko(C(S) x 1 Z) sur la cohomologie d&; avec leKo-groupe de
la C*-algébre produit croisé pour I'action d@ sur S (voir [2]). Ceci munit H1(Sr, Z) d’'une filtration
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de groupes commutatifs libreBy < Fy < ---F, < ..., avec rangp = 2¢ et rangF, = 2g(2g —
1)"~1(2g — 2) + 1, pourn > 1, de fagon que?*(Sr,Z) = lim , F, (voir [9]). Le groupe d’homologie
H1(St, Z) a une filtration de groupes commutatifs libr€g, de sorte queéH1(S7,7Z) = lim y Ky, avec
rangKy) = (2g — ) + 1 pourN pair et(2g — 1)V + (2¢ — 1) pour N impair.

DEFINITION 2.3. — (1) Nous définissons tmhomologie dynamiquemme

Hdlyn = @ grngdlynv ou grngdlyn =Gr-, ®r R(p),
p<0

pour Gy, = (F,/F,—1) ®z R. Nous définissons le sous-espace gradué @pgogrgpv de Hdlyn avec

grgpv engendre par les elemen&r «/ —1)” x—p+1.k, POUT Xk := [XS+(w, )] €N Ch—1. ICI XS+ (w, ) €St
la fonction charactéristique du sous-espace topolog#fuev, ;) de

2, -1
St = {aoal...ag... |a; € {gi}iil, ai+1#a; }

avecCag...ay =Wy k = gk&k - - - 8k -
——

-fois
(2) Nous définissons hSmoIogie dynamiqueomme

d d N d
H" =D orh, Hy". ougrh, H" =K, 1 @ R(p).
pzl

Nous définissons aus$ C ny” comme le sous-espace gradué= @p>1gr£pw, ou grng est
engendré par lesg2éléments27+/—1)? gk gk - . - gk -
N———
p-fois
Iy a une involution (que nous notons encdig) qui agit sur ’homologie et la cohomologie dynamiques
et qui est induit par le changement d’orientation.

THEOREME 2.4. — Il y a des isomorphismeB..-équivariantsU et U tels que le diagramme suivant
soit commutatifavecp < 0) :

)
gry, HY(X*) —==gry_, 5 H3(X*)

l £
hy 2 _gb W
arz, 92— prpy"V-
Ici 81 est lisomorphisme de dualité dé] qui est induit par I'opérateur de monodromi€, et D est
I'isomorphisme de dualité induit par I'accouplement d’homologie et cohomologig-de

L'algébre de Cuntz—Kriegeb 4 (voir [6]), avec la matrice élémentaire du sous-déplacement de type
fini (S, T), satisfaitO4 = C(Ar) x I', o Ar c PL(C) est 'ensemble limite du groupe de Schotiky

Les isométries génératrices de O, agissent surF,, comme (S;h)(ag...a,) = h(gi_lao. cap_1) -
Xag£e: (@0...ay). Cela définit une action de la*@lgebre (réelle)D, sur une complétion de Hilbert
appropriée def,,. De plus, les fonctiong € Co(H?®) définissent des opérateuid(f)/)(ao. . .a,) =
f((ag...an) - x0) - h(ag...a,), avecxg € H3 un point de base fixé. Ceci donne une représentation de
(C(Ar) ® Co(H?3)) x " sur I'algébre des opérateurs limités i,
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Les fonctionsf € C,(HS, C(Ar)) définissent des opérateupg f)ao. . .ap = flag...ap)xo(@0---ap) -

ap...ap sur la complétion de Hilbert dny”. Cela induit une représentation de la-@gébre G(Xr, &)

des sections du fibr& = (C(Ar) x H3)/T — Xr, ouT agit diagonalment sur@r) x HS.

Nous considérons I'opérateur linéaire non boméHéyn ® ny” — Héyn ® ny” qui agit comme une

multiplication par le poidsD : x — p - x, surgry, Hg, avecp < 0 et surgr{pry" avecp > 1.

THEOREME 2.5. — SOitH = M, & M ®cq(xr..¢) My 0UM est un bimodule réalisant I'équivalence

de Morita entre le<C*-algebresCo(Xr, £) et A := (C(Ar) ® Co(H3)) x T'. Alors, (A, H, D) est un triplet
spectral ave(D|Hé =D etD|M®den =1® D.
yn 1

1 partiellement supportée par la bourse du NSERC numéro 72016789.
2 partiellement supportée par la bourse Sofja Kovalevskaja de I'Humboldt Foundation.

Références bibliographiques

[1] R. Bowen, Hausdorff dimension of quasi-circles, Publ. Math. IHES 50 (1979) 11-25.
[2] M. Boyle, D. Handelman, Orbit equivalence, flow equivalence, and ordered cohomology, Israel J. Math. 95 (1996)
169-210.
[3] A. Connes, Geometry from the spectral point of view, Lett. Math. Phys. 34 (3) (1995) 203-238.
[4] C. Consani, Double complexes and Eulefactors, Compositio Math. 111 (1998) 323-358.
[5] C. Consani, M. Marcolli, Non-commutative geometry, dynamics, anddic Arakelov geometry, MPIM preprint
(13) 2002, math.AG/0205306.
[6] J. Cuntz, W. Krieger, A class af*-algebras and topological Markov chains, Invent. Math. 56 (1980) 251-268.
[7] C. Deninger, On thé& -factors attached to motives, Invent. Math. 104 (1991) 245-261.
[8] Yu.l. Manin, Three-dimensional hyperbolic geometryssadic Arakelov geometry, Invent. Math. 104 (1991)
223-244.
[9] W. Parry, S. Tuncel, Classification problems in ergodic theory, in: London Math. Soc. Lecture Note Ser., Vol. 67,
1982.
[10] I. Putnam,C*-algebras from Smale spaces, Canadian J. Math. 48 (1) (1996) 175-195.
[11] M. Saito, Modules de Hodge polarisable, Publ. Res. Inst. Math. Sci. 24 (1988) 849-995.
[12] J.P. Serre, Facteurs locaux des fonctions zéta des variétés algébriques (définitions et conjectures), Sém. Delange—
Pisot—Poitou 19 (1969/70).
[13] R.O. Wells, Differential Analysis on Complex Manifolds, Springer-Verlag, 1980.

784



