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Résumé Soit f une forme modulaire cuspidale propre pour les opérateurs de Hecke de poids
2k —2 > 2 et niveau 1. Soient un nombre premier ordinaire poyiret V¢ la représentation
galoisiennep-adique associée de poidé 2 3. On montre que si la fonction zéta dge
s’'annule ens = k — 1 avec un ordre impair, le groupe de Sel (Q, Vf(k — 1)) est
infini. Pour citer cet article: C. Skinner, E. Urban, C. R. Acad. SGi. Paris, Ser. | 335
(2002) 581-586.
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p-adic defor mations of Saito-K urokawa lifts

Abstract Let f be a cuspidal eigenform of weight 2- 2 > 2 and level 1. Suppose is an ordinary
prime for f and Vs is the p-adic representation of weight 2- 3 associated t¢. We show
that if the zeta function off vanishes at = k — 1 to odd order, then the Selmer group
Hf(Q Vy(k — 1)) is infinite. To cite this article: C. Skinner, E. Urban, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser I 335 (2002) 581-586.
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Abridged English version

Let f = >, a,q" be a normalized cuspidal eigenform of weight22 > 2 for SLx(Z). Let p be a
prime andV, the p-adic Galois representation associated toy Deligne. The Hodge—Tate weights6f
are{0, 2k — 3} and the motivic weight isR— 3. For every integet we define, following Bloch—Kato, the
Selmer group’-lf (Q, V¢ (n)) to be the kernel of the restriction map

H*(Gal@/Q). Vi(n)) > @ H* (Ie. V() ® H (I, V(n) ® Beris).
t#p

where for every primé, I, is an inertia group at and Bgyis denotes Fontaine’s ring gf-adic periods.
The zeta function off, L(f,s) = .-, a,n"*, has a holomorphic continuation to the entire complex
plane and satisfies a functional equation of the form

L(f,s)=¢e(s)L(f,2k—2—y5).
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Letes =e(k — 1) = £1. In this note we describe the proof of the following theorem, the details of which
will appear in a subsequent paper.

THEOREM. —If ey = —1 (i.e., L(f, s) vanishes at = k — 1 to odd orde}, then for every primgp such
that f is ordinary atp (i.e.,|ap|, =1)

H}(Q, Vy(k — 1) #0.

We prove the same result for forms of arbitrary level and trivial character under certain local hypotheses
on the Galois representations associated to Siegel modular forms (see Hypothesis 4.2 below and the
comments following it). To prove the theorem we construct a suitable extensiofy afsing Galois
representations associated to Siegel modular forms that are congruent modulo large poweéosaof
suitable Saito—Kurokawa lift of . More precisely, we consider astabilization of this lift and show that
it belongs to a two-variable family gf-adic Siegel cusp forms. A crucial step in our proof is to establish
that the Galois representations associated to the forms in this family are generically irreducible. Using this
we construct a non-trivial extension &% of the desired type. The local properties of this extension are
deduced from the local properties of the representations in this family.

The idea of using Saito—Kurokawa lifts to prove results of this type is due to G. Harder, but his
construction uses geometric methods. Moreover, he has only verified that the extension he constructs is
non-trivial whenk — 1 is a simple zero oL.(f, s). It is natural to ask whether the extension we construct
coincides with the one Harder has constructed.

When the zero is simple arid= 2 our result has been proved by B. Gross and D. Zagier. When the zero
of the corresponding-adic L-function is simple and > 2 J. Nekovar has shown that the Selmer group
has rank exactly one. When the zero is of higher orderkaad? our result follows from recent work of
J. Nekovar on the parity conjecture.

1. Introduction

Soit f = "2 1 a»g" une forme modulaire de poidg 2- 2 > 2 pour Sly(Z). On supposg’ propre pour
tous les opérateurs de Hecke et normalisée. Spiemtnombre premier 6ty la représentation galoisienne
p-adique attachée A par Deligne. Ses poids de Hodge—Tate $6n2k — 3} et son poids motiviquel2— 3
(on prend ici la conventiogéométriquejueQ, (1) est de poids de Hodge—Tatel et de poids motivique
—2). Pour tout entier, rappelons qu’on définit, en suivant Bloch—Kato, le groupe de Seﬂ‘ée@, Vi)
comme le noyau du morphisme de restriction suivant :

H(Gal@/Q). Vi) > D H (1. V() & H (I, V() ® Beris).
t#p

ou pour tout nombre premidr, on notel, un sous-groupe d’inertie efiet Beis 'anneau des périodes
p-adiques de Fontaine.

La fonction Zéta def, L(f,s) = > e ayxn* admet un prolongement holomorphe au plan complexe et
vérifie une équation fonctionnelle de la forme

L(f,s)=¢e(s)L(f,2k—2—5).

Soitey = ¢(k — 1) = +1. L'objet de cette note est d’exposer la stratégie de la preuve du théoreme suivant
dont les détails sont réservés a un article ultérieur.

THEOREME 1.1. — Supposons quey = —1 (i.e. L(f, s) S'annule ens = k — 1 avec un ordre impaly;
alors pour tout nombre premigr tel que f est ordinaire erp (i.e. |a,|, = 1), ona

H}(Q, Vy(k—1)) #0.
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1.2 — Un résultat semblable est démontré pour une forme de niveau arbitraire et caractére trivial si
I'on admet certaines propriétés locales des représentations galoisiennes associées aux formes modulaires
de Siegel cf. Hypothése 4.2 ci-dessous.

2. Familles p-adiques de formes modulaires de Siegel semi-ordinaires

2.1 Notations. —Pour tout anneau unitaive etr € Zxq, on noteM, (A), 'algébre des matrices carrées
de tailler et GL.(A) le groupe des matrices inversibles de tailleSoit G le groupe algébrique des
similitudes symplectiques défini par

G(A) =G Sy(A) = {7/ = (?” ZV> € Ma(A) ‘ 'yiy =v(y)avecu(y) e Ax}
Y 14
avec: = ((l)g ‘012). On pose aussi gp= Ker(v). Soit B le sous-groupe de Borel dé déterminé

par les matricey telles quec, = 0 et d, soit triangulaire supérieure. On considere aussi le sous-
groupe paraboliqug) des matrices stabilisant la droite fixée paB. Soit T le tore diagonal dez

et pourx,y,z € AX, on posel[x, y; z] = diag(x, y,zx "%, zy™1) € T(A). On plonge Gk dansG via

g+ diag(g.’g!) € G Sp,. On poseB = BNGLy etT =T NGLo.

Pour tout entieV > 1, soitAg(N) le sous-groupe des matricgss Sp,(Z) dont la reduction moduldy
appartient 30 (Z/NZ). Pour un nombre premigr, on note égalemenf (p) le sous-groupe des éléments
v € Spy(Z) dontla réduction modulp appartient &8(Z/ pZ). SoitG Sy(R) ™ le sous-groupe dé Sp,(R)
des élementg tel quev(y) > 0. Ce groupe opeére sur le demi-espace de Sikget {z € M2(C) |’z =z
et Im(z) > 0} par la formule classiqug.z = (a,z + b, ) (¢, z + dy)—l.

2.2 Formes modulaires de Siegel.Rour toute paire d’'entier&s, k2) telle queky > ko > 0, Soit Vi, «,
I'ensemble des polynédmes homogénes a deux variablésa coefficients complexes de dedrg— k2
muni de I'action de Gk(C) définie par

(Prpko(8)-P) (X, Y) = (g.P)(X,Y) = det(g)*2.P((X,Y).g).

On noteyy, «, le caractere d& plus haut poids de cette représentation (pour la g@iré)).
Pour toute fonctiory définie surH, a valeurs dan¥j, «, ety € G Spy(R)*, on pose

(FIN@ = Flip o) @) = (@) 01y ko (€2 +dy))H f(1.2)

et pour tout sous-groupe de congrueiice Sp,(Z), on considérey, x,(I") I'espace des formes de Siegel
cuspidales de poid&s, ko) comme I'espace des fonctions holomorplfesatisfaisantf |, 1,y = f pour
touty e T ainsi que certaines conditions de cuspidalité.

2.3 Algebre de Hecke. Pour? JN, on considére les opérateurs de Hecke
Toe=T[1,L 0,  Tie=T[1,62), (@ =T[¢ 620

avecI” un sous-groupe de congruence de nivdauOn noteR(N) l'algébre de Hecke abstraite sdr
engendrée par ces opérateurs. Pour toute forme de Siegé}, «,(I") propre pour ces opérateurs, on
note ), le caractere d&R(N) correspondant. On considére également le polyn6me de HeeKE)
R(N)[X] défini par :

0o(X) = X4 —To X3+ £(Tre + (14 €2)(0)) X? — 3To ()X + £5(0)2.

2.4. p-stabilisation. —Soit I' un sous-groupe de congruence de nivdaavec(N, p) = 1. On pose
Io(p) =T N Ig(p) eton considére les opérateurs de Hecke en

Uo,p =To(p)[L, L; pITo(p) et U, =To(p)[L p; p?]To(p).
On noteR (N, p) I'algebre de Hecke abstraife(Np)[Uo, p, Uy, p 1.
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Soith € Sk,.k,(To(p)) une forme propre pour les opérateurs de HEEkeR(N). On dit queh est une
forme p-stabilisée s’il existe une formgee S, «,(I") propre pour les opérateurs de Hecke telle que
(i) hIT = rg(T)h pour toutT € R(Np).
(ity h|Uo,p = yoh eth|Uy, = p~Lyoy1h ol yo et y1 sont des valeurs propres de(Q,(X)) telles que

yoy1 # pfrthes,

On dit de plus qué estsemi-ordinairesi yp est uneunité p-adique

2.5 Espace des poids. Soit C, la complétionp-adique d’'une cloture algébrique dg,. Soit W
I'espace rigide analytique s®, tel que W(C,) = Homeon(T(Z)), (C;). Les points de/V(C,) de la
formesy, x, sont appelé points arithmeétiques.)&i~ W est un affinoide étale au dessusite un point
x € V(C,) est dit arithmétique de poid&y, k2) si sa projection suW(C,) vaut x, r,. On noteO(V)
I'anneau des fonctions analytique Sdiet Ky, son corps des fractions (lorsqWeest irréductible).

THEOREME 2.6. —Soith une formep-stabilisée semi-ordinaire de poidk, k2) et niveaulo(p). Alors
il existe un voisinage étal®’ de xi, x, € W(C,) et un homomorphisme d’algebke= i, de R(N, p)
dansO(V) tels qu'il existe un ensemble Zariski derisede points arithmétiques dg(C,) tel que pour
toutx € X de poids(k1(x), k2(x)), il existe une forme p-stabilisée cuspidalede poids(ki(x), k2(x)) et
niveaul'o(p) satisfaisant
() hy|T =1(T)(x)h, pourtoutT € R(Np).
(i) hlUo,p = 1(Uo,p)(x)h €thy|U,, = p2®)=33.(Uy, p) ().

2.7. — Le principe de la démonstration de ce résultat consiste a construire un module de Banach
p-adique de formes modulaire de Siegeldiquesordinaires pour l'opérateur de Hecké&lp , et sur
lequel Uy, opére completement continument et a appliquer la théorie de Fredholm a ce dernier.
L'hypothése de semi-ordinarité permet d’éviter la construction d’'un sous-groupe canonique comme dans la
théorie de Coleman.

3. Formes de Saito—K urokawa

THEOREME 3.1. — Soit f = Y77, anq" une forme modulaire elliptique normalisée de niveéude
poids2k — 2 et caractéere trivial. Supposons qii€ f, s) s'annule ens = k — 1 avec un ordre impair. Alors
il existe une forme modulaire de Siegel classigue SK(f) pour Ag(N) de poids(k, k) telle que

rskip) (Qe(X)) = (X2 —arX + £%73) (X — £F71) (x — 472
pour tout? premier aN.

3.2 — PourN =1, ce résultat est di aux travaux de Maass, Kohnen et Zagier. Dans le cas général, cela
résulte essentiellement des travaux de |. Piatetski-Shapiro, J.-L.Waldspurger et des calculs explicites de
R. Schmidt [5,10,6]. S'il existe des places ou la représentation locale assofié&sat pas dans la série
principale, il existe des formes de Saito—Kurokawa ménie gj k — 1) # 0 mais pour un sous-groupe plus
petit queAo(N). Par ailleurs, siL(f,s) s'annule avec un ordre pair en=k — 1, il existe une forme de
Saito—Kurokawa avec le bon niveau mais qui n’est pas holomorphe.

3.3 — Soientf une forme modulaire vérifiant les hypothéses du 3., @ hombre premier ne divisant
pasN. Notonsx et g les racines du polynéme de Hecké — apX + p%=3.0n a la proposition suivante :

PrRoPoOSITION 3.4. — Il existe une forme de Siegg|, = SK,(f) de poidsk et niveauAo(N, p) =
Ao(N) N Ig(p) telle que

— gplT = Ask(r)(T)gp pour tout opérateur de Hecke € R(Np).

— gplUop =ag) etg,|Us, =ap*~2g,.

Remarque3.5. — On vérifie immédiatement que = « et y1 = p¥~1 sont des racines du polynéme de
Heckeisk(r)(Qp,(X)). A priori, on aurait pu croire qu’il existe eégalement une forpistabilisée avec
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yo =« ety; = p¥=2: ce qui aurait fourni une forme-stabiliséeordinaire pour les deux opérateurs de
Hecke enp. En fait, il n’en ait rien. Cela résulte du fait que la représentation sphériqueassocié a
SK(f) n’est pas égale a toute I'induite d'un caractére non ramifi€ @@,).

4. Représentations galoisiennes

4.1 - Par les travaux de Laumon et Weissauer [4,9], a toute forme de Siegel cuspidale holondephe
poids(k1, k2) et niveauN, on peut associer une représentation galoisignadique semi-simpléo,, W)
de dimension 4 non ramifiée en dehorsMg et telle que pour tout Frobenius géométrigienb, en
¢ JNp,onait:

det(X — pp(Froby)14) = Ay (Qe(X)).

Si (N, p) = 1, la restriction de la représentatign a un sous-groupe de décompositibyy en p est
cristalline et le polyndme caractéristique de Frobegiapérant suDcris(Wy,) = (W, ® Beris) » est donné
pari;(Q,(X)) (cf. [8]). En les places qui divisent le niveau, on fait I'hypothése suivante :

HYPOTHESE 4.2. — Pour toute forme de Siegklde niveauAg(N) et pour tout?| N (£ # p), on a

Pnli, = K(§1) @ K(&2) ® o,
ou&; eté&, sont des caractéres etest une représentation de dimenside I;.

LorsqueN est sans facteur carré, la vérification de cette hypothése devrait résulter des travaux en cours
de Genestier—Tilouine.

THEOREME 4.3. — Soit f une forme modulaire vérifiant les hypothéses3dlu On suppose qu¢ est
ordinaire enp (i.e.|a,|, = 1), alors il existe un voisinage étalé de y x) au-dessus dV et une famille
analytique de représentations galoisienmpgs: Gg — GL4(Ky) vérifiant les propriétés suivantes

(i) Pour tout¢ premier aNp, py est non ramifiée en et pour tout Frobenius géométriqieoly, on a

det(X — py (Froly)14) = Ay (Qe(X)).

(i) (pp)**(k, k)= K1 —k)® K(2—k) @ Vy ou K est une extension finie dg, sur laquelleV; est
définie.

(i) Sous I'Hypothesd.2, py, estirréductible.

(iv) Il existe une droite fix¢point par poinj pour I'action de I'inertie enp.

(v) Sous I'Hypothésé.2,

ovip, = Ky (1) @ Ky(62) @ o,
ou &1 etér sont des caractéres etest une représentation de ra@gur Ky de I.

4.4. ldées de la démonstration. ©n applique le Théoréme 2.6 a $Kf) et on utilise la technique des
pseudo-représentations comme dans [7]. Par construction, les points (i), (i), (iv) et (v) sont automatiques.
Le point (iv) se démontre comme dans [7, Théoréme 7.1]. En revanche, le crucial point (iii) est non trivial.
Il se pourrait en effet que les formes de Siegel de la famille soit de type endoscopique et dppsqiiele
la formep1 @ p2 avecp; et po des représentations de dimension 2 telles qugdet det(p2). C'est le cas
d’'éventuelle réductibilité le moins évident & exclure, les autres étant traités sans grande difficulté. SilI'on
était dans une telle situation, la spécialisation en p¢idg) de I'une de ces deux représentations, disons
p1, serait réductible et de semi-simplification isomorphe@ — k) @ K (2 — k). De plus par le point (v),
elle serait non ramifiée en tout premie# p. Par le choix d’'un bon réseau, a la Ribet, dans I'espace de
cette représentation, on pourrait alors construire, aprés une torsion a la Tate, une extension non triviale de
K (—1) par K. Cette extensioi serait non ramifiée en dehors glest ordinaire donc semi-stable gnEn
fait elle serait méme cristalline. Cela résulte d’'une proposition de M. Kisin [3, Corollaire 5.12] : supposons
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que I'on ait une famille analytiqug, de représentations de G@IP/QP) ayant le poids de Hodge—Tate
constant 0, une fonction analytigdeet une suite de points, x2, ... convergeanp-adiquement verss,

et tels que pour tout, p,, soit semi-stable de poids de Hodge-Tate non negatif&@f( o, )?= ") # 0.
Alors si p,, est semistable, onBris(ox., )?=0*<) £ 0. On applique ceci a la famille obtenue par torsion
a la Tate de la famill@, et dont les points arithmétique ont les poids de Hodge—kate k2> + 1, 0) et les
valeurs propres de Frobenit&(x;), p¥t=%219 (x;)~1) avectd = 1 (U1, ,) Ay (Uo, ) ~L. On en déduit que
Deris(E)?=P 0, c’est a dire qué est cristalline. D’oUH}(Q, Q, (1)) # 0, une contradiction.

Remarqued.5. — Si I'on admet que les représentations arithmétiques de la famient modulaires,
ce qui est conjecturalement attendu, on peut donner une autre démonstration. Nous le faisons ci-dessous
afin de mettre en lumiére I'aspect global de I'argument. $gitla forme modulairep-adique dont
le g-développement est donné péan(q) = 5(;21) + Yoo 1o(n)g" aveco(n) = >_ajnd- Nous allons
montrer que sous les hypothéses que I'on a sur la familleon peut montrer que la forme modulaire
p-adique G2 est surconvergente ce qui établira une contradiction en vertu d'un résultat de Coleman—
Gouvea—Jochnowitz [1]. En effet, par hypothése on aura une famille de formes cuspidales propres et
p-stabilisées de niveap dont leg-développement convergeadiquement ver§_ o2 | p”“ll’(”)al, (n)q" =
Ga(q) — G2(qP) aveco,(n) =Y. a. d.D'aprés un théoréme de Coleman—Maziip(qg) — G2(g”)

d,p)=1
est donc leg-développement d’une forme modulaire surconvergente. Par ailleurs, il est bien connu que
Ga(q) — pGa(g”) = A=p(=1) + 321 0p(n)g", qui est leg-développement d'une série d'Eisenstein de
poids 2 niveap et caractére trivial, est classique et donc surconvergénig.) est donc surconvergente,
d’ou la contradiction.

4.6. — Avec les hypothéses et notations précédentes, il existe donc un réseau de l'espace de la
représentatiomy, tel que, aprés spécialisation en po{disk), on obtienne une représentatié n’ayant
que V; comme quotient et dont la semi-simplification est isomorptie(a — k) @ K(2—k) @ V¢. On
obtient ainsi une extensiall non triviale deV, par K(¢) avect =1 — k ou 2— k. Par le point (iv) du
Théoreme 4.3M est ordinaire et donc semi-stablegrin argument élémentaire sur les valeurs propres du
Frobenius opérant sub;; (M) entraine qu’elle est cristalline. Grace au point (v), la classe de cette extension
est non ramifiée en tous les premiérg p. On obtient donc un élément non trivial daH#(Q, V}/(t)).
Comme ce dernier groupe est nul paue= 1 — k d’aprés un théoréme de K. Kato (cf. [2]), on en déduit
quet =2 — k etle Théoréeme 1.1 est démontré (t@vr =Vi(2k —3).
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