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Résumé Nous introduisons une structure de monoïde sur un ensemble d’arbres binaires étiquetés,
par un procédé analogue à la construction du monoïde plaxique. Nous en déduisons
une nouvelle approche de l’algèbre des arbres binaires de Loday–Ronco.Pour citer cet
article : F. Hivert et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 577–580.
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An analogue of the plactic monoid for binary search trees

Abstract We introduce a monoid structure on a certain set of labelled binary trees, by a process
similar to the construction of the plactic monoid. This leads to a new interpretation of the
algebra of planar binary trees of Loday–Ronco.To cite this article: F. Hivert et al., C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 577–580.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Il existe certaines analogies entre la combinatoire des arbres binaires et celle des tableaux de Young.
Par exemple, les étiquetages croissants d’un arbre binaire donné et les tableaux de Young standard d’une
forme donnée sont tous deux dénombrés par une « formule des équerres » [7,17,8] dont on connaît dans
les deux cas desq-analogues naturels [17,1]. On sait aussi qu’il est possible de construire, au moyen de
la correspondance de Robinson–Schensted, une algèbre de Hopf ayant pour base les tableaux de Young
standard [15], et qu’une réalisation naturelle de cette algèbre au moyen de polynômes non commutatifs,
implique une preuve combinatoire éclairante (en une ligne) de la règle de Littlewood–Richardson [13,3,4].
Dans cette réalisation, chaque tableaut de formeλ est un polynôme homogène de degrén = |λ| dont
l’image commutative est la fonction de Schursλ.

Récemment, Loday et Ronco ont introduit une algèbre de Hopf ayant pour base les arbres binaires
planaires [11,12]. Cette algèbre peut, comme la précédente, se réaliser dans une algèbre associative libre
[3,4], chaque arbre binaire complet àn sommets internes étant représenté par un polynôme homogène
de degrén en variables non commutatives. En réalité, ces deux algèbres sont, par définition, des sous-
bigèbres de l’algèbre de Hopf des permutations de Malvenuto–Reutenauer [14], laquelle a été réalisée dans
[3,4] comme l’algèbre des fonctions quasi-symétriques libresFQSym dont nous rappelons ci-dessous la
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définition. Notons au passage que toutes les algèbres en question sont libres [15,11,14], mais que cette
propriété n’intervient pas dans la construction de leurs réalisations polynomiales.

Ce sont ces réalisations qui permettent de faire apparaître l’algèbre des tableaux (ou fonctions
symétriques libres) et l’algèbre des arbres binaires comme deux cas particuliers d’une même construction,
reposant sur l’existence d’une correspondance de type Robinson–Schensted et d’un monoïde de type
plaxique. Cette construction nous apparaît d’autant plus fondamentale qu’un troisième exemple entre
dans ce cadre, celui du couple d’algèbres de Hopf en dualité(Sym,QSym) (fonctions symétriques non
commutatives et fonctions quasi-symétriques), lequel correspond au monoïde hypoplaxique [9].

Nous commencerons par rappeler quelques définitions. Nos notations seront celles de [13] et de [3,4].
SoitA = {a1 < a2 < · · ·} un alphabet dénombrable totalement ordonné. Les polynômes non commutatifs
Fσ (A)= ∑

std(w)=σ−1 w, oùσ est une permutation et oùw parcourt les mots de standardiséσ−1 forment
une base d’une sous algèbre deK〈A〉 notéeFQSymK (K etant un anneau commutatif quelconque) et
simplementFQSym si K = C [3]. On pose égalementGσ = Fσ−1 et on définit un produit scalaire par
〈Fσ ,Gτ 〉 = δστ .

Soitw 	→ (P (w),Q(w)) la correspondance de Robinson–Schensted usuelle (cf. [13]). Pour un tableau
standardt de formeλ, on définit la fonction de Schur libreSt comme la sommeSt = ∑

P(σ)=t Fσ . Ainsi
qu’il est montré dans [13,4], lesSt forment une base d’une sous-algèbreFSym deFQSym, et cet énoncé
peut être vu comme un raffinement de la règle de Littlewood–Richardson, qu’il implique immédiatement.
De plus,FSym est une sous-bigèbre deFQSym.

Nous allons maintenant donner une construction de l’algèbrePBT des arbres binaires planaires de
Loday–Ronco [11] entièrement analogue à celle deFSym. Commençons par l’analogue approprié de la
correspondance de Robinson–Schensted. Elle se définit à partir de l’arbre binaire décroissant (ou arbre
tournoi) T (σ ) associé à une permutationσ ∈ Sn. C’est un arbre binaire (incomplet) àn sommets,
numérotés de 1 àn. La racine est numérotéen (le maximum), et si, en tant que mot,σ = unv, alors le
sous-arbre gauche estT (u) et le sous-arbre droitT (v) (u et v étant vus comme des permutations de leurs
réarrangements croissants). On notera[T (σ )] la forme de cet arbre (on oublie les étiquettes).

Pour un motw ∈A∗, on poseraQ(w)= T ((stdw)−1), etP(w) sera l’arbre obtenu en remplaçant chaque
étiquettei de Q(w) par la i-ème lettre dew. Par exemple, siw = bacaabca, stdw = σ = 51723684,
σ−1 = 24581637 et

P(w)=
a

a c

a b

a b c

Q(w)=
8

5 7
4 6

2 1 3
Ces arbres peuvent se calculer au moyen d’un algorithme d’insertion à la Schensted. Pour construireP(w),
on lit les lettres dew à partir de la droite. La dernière est placée à la racine, puis chaque lettre est insérée
récursivement dans le sous-arbre gauche ou droit selon qu’elle est� ou> à la racine. L’arbreQ(w) indique
l’ordre (inverse) de création des sommets. Ainsi, l’étiquetage deP(w) est croissant au sens large dans le
sens↗ et au sens strict dans le sens↘, et le parcours infixe de l’arbre produit le réarrangement croissant
de w. Il s’agit là d’un algorithme de tri classique [8], et on reconnaît dansP(w) un arbre binaire de
recherche. Quant àQ(w), c’est un arbre tournoi. Dans le cas oùw = σ est une permutation, la seule
information contenue dansP(σ ) est sa forme, et on l’identifie à l’arbre non étiqueté[T (σ−1)].

THÉORÈME 1. – La relation d’équivalence∼ sur le monoïde libreA∗ définie par

u∼ v ⇐⇒ P(u)=P(v)

coïncide avec la congruence engendrée par les relations

zxuy ≡ xzuy, x � y < z ∈A, u ∈A∗. (1)
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Cette congruence sera appeléecongruence sylvestreet le monoïde quotient Sylv(A)= A∗/≡, lemonoïde
sylvestre.

La congruence sylvestre est aux arbres ce que la congruence plaxique (engendrée par les relations
de Knuth) est aux tableaux [10,13]. Dans le cas du monoïde plaxique, les classes ont des représentants
canoniques (les lectures par lignes des tableaux). Il en est de même ici :

PROPOSITION 2. –Soit T un arbre binaire de recherche, et soitwT le mot obtenu en effectuant son
parcours postfixe(parcours en profondeur commençant par la gauche, où l’on écrit la lettre étiquetant
un noeud quand on le visite pour la dernière fois). Alors, P(wT ) = T , et wT est minimal pour l’ordre
lexicographique dans sa classe sylvestre. De plus, en itérant à partir dewT les règles de réécriture
xzuy → zxuy, obtenues en orientant les relations sylvestres, on engendre toute la classe dewT .

Les mots de la formewT seront appelésmots-arbres(ou plus simplementarbres).
Pour un arbre binaireT non étiqueté (identifié à unP-symbole de permutation), introduisons le polynôme

PT (A)=
∑

P(σ )=T
Fσ .

En utilisant le fait que la congruence sylvestre est compatible à la restriction aux intervalles de l’alphabet,
et en raisonnant comme dans [4], Proposition 3.12, on en déduit l’identité suivante.

THÉORÈME 3. –SoientT ′ etT ′′ deux arbres binaires non étiquetés. Alors,

PT ′PT ′′ =
∑

T ∈Sh(T ′,T ′′)
PT ,

où Sh(T ′, T ′′) désigne l’ensemble des arbresT tels quewT apparaît dans le produit de mélangeu v où
u=wT ′ et oùv =wT ′′ [k] est le mot-arbre deT ′′ décalé du nombrek de sommets deT ′.

Cet énoncé est entièrement analogue à la « règle de Littlewood–Richardson libre » présentée dans [13,4].
Il fournit une nouvelle construction de l’algèbre des arbres binaires de Loday–Ronco. Dans [12], le produit
PT ′PT ′′ est décrit au moyen d’un ordre sur les arbres binaires (notons au passage que Loday et Ronco
utilisent des arbres binaires complets, dont nous ne conservons ici que les noeuds internes). Cet ordre peut
s’obtenir à partir de l’ordre faible du groupe symétrique : c’est la restriction de celui-ci aux permutations
qui sont des mots-arbres. Remarquons que les résultats de Björner et Wachs [2] entraînent que les classes
sont des intervalles de l’ordre faible.

Ainsi, l’ensemble Sh(T ′, T ′′) est un intervalle de l’ordre de Loday–Ronco. Dans le cas des tableaux,
il est possible de définir un ordre similaire, quotient de l’ordre faible par les relations de Knuth, dont les
ensembles Sh(t ′, t ′′) de [13,4] sont également des intervalles.

Le cardinal d’une classe plaxique de permutations est égal au nombre de tableaux standard d’une certaine
forme, donné par la célèbre formule des équerres [7], dont on connaît unq-analogue [17] qui prend en
compte l’indice majeur des permutations. De la même manière, le dénombrement par indice majeur de la
classe sylvestre correpondant à l’arbreT àn sommets est donné par la spécialisation(q)nPT (1, q, q2, . . .),
égale, d’après [1] à

∑

P(σ )=T
qmaj(σ ) = [n]q !∏

◦∈T q−δ◦ [h◦]q , (2)

où, pour un sommet◦ deT , h◦ est le nombre de sommets du sous-arbre dont il est racine, etδ◦ celui de son
sous-arbre droit.

La congruence sylvestre permet également une description simple du dual de Hopf de l’algèbre des arbres
binaires :
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THÉORÈME 4. –Le dualPBT∗ dePBT est isomorphe à l’image deFQSym par la projection canonique

π : C〈A〉 −→ C
[
Sylv(A)

] � C〈A〉/≡ .

La base dualeQT dePT estQT = π(GwT ), oùwT est la permutation canoniquement associée à l’arbreT .

Il est facile d’en déduire quePBT est en fait auto-duale (ce qui est aussi une conséquence de [16]). Le
dual deFSym admet une description similaire [15,5]. Ces résultats sont des conséquences de la « formule
de Cauchy libre »

∑

std(u)=std(v)−1

u⊗ v =
∑

σ

Uσ ⊗ Vσ

pour tout couple(U,V) de bases adjointes deFQSym.
Pour calculer les éléments primitifs dePBT et dePBT∗ (ou deFSym et deFSym∗), on peut procéder

comme dans [4]. On part d’une base multiplicative d’un côté. Les éléments de la base duale correspondant
aux indécomposables de notre base multiplicative forment alors une base d’éléments primitifs du dual. Le
calcul explicite se ramène à celui de la fonction de Möbius de l’ordre approprié. Dans la cas dePBT, et
plus généralement des algèbres dendriformes libres, les éléments primitifs ont été déterminés dans [16].
Toutefois, le procédé proposé ci-dessus conduit à une caractérisation différente.

Finalement, remarquons qu’on peut construire un couple de graphes gradués(!,!∗) en dualité au sens
de Fomin [6], dont les sommets de degrén sont les arbres binaires àn sommets. Dans!, on a une arête
entreT et T ′ si PT ′ apparaît dans le développement dePT P•. Dand!∗, cette même arête sera présente
si QT ′ apparaît dansQT Q•. La correspondance sylvestre est alors la correspondance de Fomin associée à
ce couple de graphes.
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