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Abstract This work is devoted to the study of a class of Hamilton—Jacobi—Bellman inequalities
which come from an optimal control problem where the state equation is a stochastic
variational inequality. We show that the value function, which minimizes the cost, is a
viscosity solution of the studied equation. This approach is made by perturbing the initial
problem. Then we prove the uniqueness of the inequdlitgite thisarticle: A. Zalinescu,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 591-596.
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Inéquations de Hamilton—Jacobi—-Bellman de deuxiéme ordre

Résumé Cette note est consacrée a I'étude des inéquations aux dérivées partielles du type Hamilton—
Jacobi-Bellman issues d’'un probléme de contrbéle optimal ou I'équation d’état est une
inéquation variationnelle stochastique. En fait, on démontre que la fonction minimisant la
fonctionnelle de co(t est une solution de viscosité pour I'équation étudiée. Cette approche
est menée par une méthode de perturbation du probléme initial. L'unicité de la solution
de viscosité est également prouvBeur citer cet article: A. Zalinescu, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 335 (2002) 591-596.
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Version francaise abrégée

Existence et unicité pour des inéquations du type Hamilton—Jacobi du premier ordre ont été montrées
dans plusieurs articles, par exemple [5] ou [6]. Ici, en partant d’un probléme de contréle stochastique, on
prolonge ces résultats aux inéquations de deuxiéme ordre.

Soit v = (Q, F, P, {F:}i>0, W) un systeme de référence composé d'un espace probabilisé complet
(2, F, P), d'une filtration{F;},>0 satisfaisant les conditions habituelles de complétude et de continuité a
droite, et d'un{ F;}-mouvement brownied’-dimensionnel. Etant donné un espace métrique comgact
on noteA, I'ensemble des processué) {F;}-progressivement mesurable a valeurs dénkes éléments
u(-) € A, sont appelésontroles admissibles.

Etant donné un horizon de temf@s> 0, on considére le systéme contrélé défini par I'inéquation
variationnelle stochastique suivante :

{ dX; + 0¢(Xs)ds 2 b(s, X5, us)ds + o (s, X5, us)dWy, selt,T]; (1)
X =x,
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dont les coefficients : RY — ]—o00, +00], b: [0, T] x RY x U — R? eto : [0,T] x RY x U — R4’
satisfont :

(H1) ¢ est convexe ets.c.i.;

(H2) Int(Dome) # @ ;

(H3) b eto sont Lipschitz enc € R?, uniformément erir, u) € [0, T] x U ;

(H4) b eto sont uniformément continues.

Pour tout(z, x) € [0, T] x Domg etu(-) € A,, il existe une unique solution forte

(x"e gty e L2, (92 C(1r, T RY) x (L2, (2 C(Ir, T RY)) nLY(2; BV ([t, T1; RY)))
de I'équation (1) (cf. [1]), le processus a variation borfé-* satisfaisant formellement (puisque il n’est
pas nécessairement absolument continu) la relatiofy%tle dp(X:**) ds », décrite rigoureusement par
s’ s’
/ (z— XI5 dpl*) +/ @ (X5 dr < (5" —9)p(z), Ve<s<s'<T, VzeR%
N N

Initialement défini pourr € Domg, on peut prolongeX™** (r € [0, T], u(-) € A,) ax € Domg, en
utilisant la propriété de continuité de la solution de I'équation (1) par rapport aux données initiales.

On consideére le probléme de Mayer associé a I'équation d’état. Etant donnée une fondiba> R
continue et a croissance au plus polynémiale, on définit

V(t,x) ::v;r;& Eh(X7""), (t,x)€[0,T]x Domg.

Cette fonction est aussi continue et a croissance au plus polyndmiale. Dans ce travail on caractérise la
fonctionV comme I'unique solution de viscosité de I'inéquation de Hamilton—Jacobi—Bellman

2

ot

0 ) _
{ i + In[fjﬁ(t, x,u, Dv, Dzv) c <8¢)(x), Dv> dans]0, T[ x Dome,
ue
v(T,-)=h surDome,

avec
1
L(t,x,u,q,Q):= EtraoT(t,x, u)Q + <b(t, X, u), q>, (t,x,u,q,0) [0, T] xR x U x RY x 8.
Pour démontrer quE est solution de I'équation (2), on utilise la méthode de « pénalisation » du probléme

initial, en considérant I'équation

dXs + Ve (Xs) ds = b(s, X5, us) ds + o (s, Xs, us) dWs,  selt,T]; 3)

Xl‘ =X,
ou ¢, (x) désigne la regularisation de Yosidage

Qe (x) 1= inf{z—lslz —xPP+¢@); z€ Rd}, xeRe,

qui est convexe, différentiable, et son gradi®igt, est Lipschitzien de norme/ [2]. En vertue de cettes

propriétés, I'équation (3) admet une unique solutioiy-*# ¢ Lﬁd(Q; C([t, T1; R%)) qui converge vers
X"* dans cet espace. Le calcul montre que la fonction valeur pénalisée

Ve(t, x):= inf Eh(X;‘:t,x,u)

v,ucAp

converge uniformément verg sur les compacts darn§, 7] x Domg. CommeV, est une solution de
viscosité (cf. [4]) de I'équation

ot ue (4)
Vo(T,)=h surRq,
un passage a la limite permet d’obtenir I'existence d’une solution de I'équation (2).
Afin de démontrer I'unicité, on suit I'approche développée dans [3]. Les difficultés posées par la présence

de la sous-différentielle dans I'équation sont surmontées en utilisant sa propriété de monotonie.

WVe
{ £+ Inlf]L(t,x,u,DVg,Dng)—(Vgog,DVg):O dans|0, T x R,
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THEOREME 1. —Sous les hypothéses introduites ci-dessus, V est une solution de viscosité de I’ équa-
tion (2). S, en plus, b et o sont Lipschitz en ¢ € [0, T], uniformément en (x,u) € RY x U, alors V est
I” unique solution de viscosité dans la classe des fonctions continues a croissance au plus polynémiale.

1. Introduction

The aim of this paper is to prove existence and uniqueness for a class of Hamilton—Jacobi—Bellman
inequality of second order. Such equations have already been studied, for example in [5] or [6], but for the
first order case.

Let v = (R, F, P, {F:i};>0, W) be areference syssem composed of a complete probability space
(2, F, P), afiltration {F;}; >0 satisfying the usual conditions of completness and right-continuity, and
a d’-dimensional F; }-Brownian motionW. Let U be a compact metric space. B4}, we denote the set
of all U-valued{F;}-progressively measurable procesgé3. The elements ofd, are called admissible
controls.

Given a finite time horizof" > 0, we consider a stochastic control system described by the following
stochastic variational inequality:

{ dX; + 0¢(Xs)ds 2 b(s, X5, us)ds + o (s, X5, us)dW,, selt,T]; )
X;=x,
where the function : RY — ]—o0, +00], b: [0, T] x R x U — R? ando : [0, T] x R x U — RI*xd’
are supposed to satisfy the following standard assumptions:

(H1) ¢ is convexandl.s.c.;

(H2) Int(Dome) # @;

(H3) b ando are Lipschitz inx € R, uniformly in (r,u) € [0, T] x U;

(H4) b ando are uniformly continuous.

DEFINITION 1.1.—We say that the pair of stochastic processesn) e Lgd(Q; C([7, T1; RY)) x
(L2,(92; C(It, T1; RY)) N LY(Q; BV([t, T1; RY))) is a (strong) solution of Eq. (5) if almost surely

S

S N
n: =0, Xs—f—ns:x—f—/ b(r,X,,u,)dr—}—/ o(r,X,,u)dW,, Vselt, T],
t

t
and

! !

A A
/ (z—Xr,dnr>+/ e(X)dr < (s' —9)p(z), Vt<s<s' <T, VzeR™
N N

Under (H1)—(H4) (see [1]), for eaadl, x) € [0, T] x Domg andu(-) € A,, there exists a unique strong
solution (X4 pn'*:1)y of Eq. (5). It depends continuously on the initial data. More precisely, for some
constantC depending only off', d, b ando, we have

E sup [X05— X042 <Ol — x4+ (L 1x1P) e — 1)) (6)
se(tvt’,T]
This estimate allows us to exted** continuously toc € Domg. Moreover, for every > 1 there exists
a positive constant,, depending only o, d, L, p andd (0, Domg), such that

E sup]|X§’“‘|p <Cp(L+1x17), (t,x)€[0,T] x Domg, u(:) € A,. (7)

selt,T
Let# : R? — R be a continuous function with polynomial growth and
Vit %)= inf Eh (X7"),  (t,x)€[0,T] x Domeg.

vueA,
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The objective is to characterize this continuous value function with polynomial growth via the following
Hamilton—-Jacobi—Bellman inequalities:

ot ns (8)
v(T,)=h onDomg,

where, for(r, x,u,q, Q) € [0, T] x R? x U x R x Sy,

{ v, inf L(t,x,u, Dv, D?v) € (dp(x), Dv) in 10, T[ x Dome,

1
L(t,x,u,q,Q):= EtroaT(I, x,u)Q+ (b(t,x,u),q).
Let us define

g4 (x; q) 1= liminf x*.q'y, (x,q) € Domg x RY
* (x/’q/)_)(x,q)’x*ea(p(x/)< >

anddg*(x; q) == —0¢.(x; —q).

DEFINITION 1.2.—We say that € USC(]0, T] x Domg) (€ LSC(]0, T] x Domg), resp.) is a sub-
(super)solution of (8) ib(T, -) < h (=, resp.) orDomg and if we have

ov . 2 *
W(I,x)—{—MIQI/L(I,x,u,D‘-IJ(t,x),D W(r,x)) =09y (x; DW(1,x)) (<@ (x; D¥(1,x)), resp)

9)
whenever¥ e CL2(]0, T[ x Domg) such thatv — ¥ has a local maximum (minimum, resp.) point in
(t,x) €10, T[ x Domg.

A viscosity solution will be a function which is both a subsolution and a supersolution.

2. Existence and uniqueness

The method used to prove thét is a viscosity solution for (8) is that of ‘penalization’. We perturb
the state equation by replaciggby its Yosida regularizatiop., and we formulate the Mayer problem
for this penalized equation by keeping the same final cost. Sipdes a good behavior (differentiable,
Lipschitz continuous), the penalized value function will be a solution of a Hamilton—-Jacobi—Bellman
equation. Passing to the limit, we obtain the following result:

THEOREM 2.1. —Under the assumptions (H1)—(H4)and the assumptionson %, V isa viscosity solution
of Eqg. (8).

In order to prove uniqueness, we impose a supplementary condition:
(H5) b ando are Lipschitz irv € [0, T, uniformly in (x, u) e R x U.

THEOREM 2.2. —Suppose that the assumptions (H1)—(H5)hold and let v € USC(]0, T] x Domg) be a
subsolution of (8) and w € LSC(]0, T] x Domg) a supersolution of Eq. (8). If v and w have polynomial
growth, then v < w on 0, T] x Dome.

Proof. — Let L be a constant which is greater than the upper boufig(af0, -)| + |0 (-, 0, )| on[0, T] x U
and also greater then the Lipschitz constants afido in (H3) and (H5).

Without restricting generality, we may assume that) > ¢(0) =0, Vx € R? and Oc Int(Domg). This
will imply that

inf - (n,x)>0, VxeadDomgy), (10)
nENm(X
(x*,x) >0, VxeDomeg, Vx* € dp(x). (11)

As v andw have polynomial growth, there exigt> 1 andK > 0 such that
lo@t, )|+ |w, x)| <K (L+|x|?), V(t,x)€]0,T] x Domg. (12)
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Setu :=4pL[1+ 4pL] and consider the equation

ue
(T, ) =e*Th onDome.
In order to prove that < w, itis sufficient to suppose that respectivelyw, is a subsolution, respectively,
a supersolution of (13) and they satisfy (12). Indeed, the mappinge’v transforms the subsolutions
(supersolutions) of (8) in subsolutions (supersolutions) of (13).
We suppose, by absurd, that there exigtsxo) €10, T] x Domg such thab := v (o, x0) — w(tg, x0) > O,
and put, fore > 0, & > 0 and(z, x, s, y) € (10, T] x Domg)?:

0 . . _
{ — v + a—l: + Inlf]L(t,x, u, Dv, Dzv) € <8<p(x), Dv> in ]0, T[ x Dome, (13)

o ro/1 1
Wo(t,x,5,y) == (Ix = y2+ |t —51?) + == =+ = ) +&lx[% + e[y,
2 8 \r s
Dy e(t, x,5,y) i =v(t,x) —w(s,y) — Wu(t,x,5,).
Let My . := SURY0, 7 Domg)2 d,.¢, Which is finite. Because of (12), there exiﬁt&' (10, T1 x Domg)?,

£=(,%3,9), such thatcba,g(é) = M, (we did not mention the dependencesadinde, for the sake of
simplicity). By a standard argument one can prove thatifeg := 6 /(4|xo|??), then

. . s . . 1
(A, %) —w, 3) —e(IF1%7 +151%7) = Moo > >0, Va>0, (14)
lim 05(|xa,8 - ya,8|2 + lta,e — Sa,8|2) =0, (15)
o—> 00

andé € (]0, T[ x Dome)? if « greater than a certain, > 0. From now on we will take: < &g, o > .
Put(x) := 2p|x[?’~2x and B(x) := 2p|x|??~2[222x @ x + ], for x € R?. By Theorem 3.2 in [3],

x[?
there existQ, R € S; such that

a“ya 2 2 Y A = ~oa
( - (&),Dx‘Pa(é)Jreﬂ(x),Q+8B(X)> € Pomrv(i. ). (16)
oW, - . PR W P R
(— . @),—Dywa(@—sﬁ(y»R—sB(y)) € Pramw(S. 9). (17)
and satisfying
0 O I -1
(0 —ﬁ)g&y(—l 1 ) (18)

Thanks to the lower semicontinuity 8k, (which clearly implies the upper semicontinuity &*) and
the fact thatv and w are subsolution and supersolution respectively, of Eq. (13), the following relations
hold (we have suppressed the arguments of functions, in order to shorten the formulas):

v . ~ n ~ n
—pv + at‘* +Inf LG, %, u, DxWo + 6B, O + €B) > 99.(¥; Dy Wo + &B), (19)
ue
A . A ~ %A
pw ——=+ In{/L(s,y,u, —DyW, —eB, R—¢B) <3¢™(y; =D, Wy — ¢p). (20)
R ue . .

An important aspect of the proof consists in the following lemma, whose proof we skip.

LEMMA 2.3.—If x € Int(Domg), ¢ € R?, then 8¢, (x; g) = inf repe) (x*, g). Thisequality also holds
if x € 3(Domg), g € R and inf"ENDo w {n,q) > 0.

me

We are going to apply it. Relation (10) yields
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inf (n,Dy¥e (&) +ep@)) = inf _(n,a@® — )+ 2ep|%|?P72%)

(x nenm; X

nemy;

Domg Domg

>2ep|R1?P7?  inf (n,x) >0,

}’LENW X

if x € 3(Domg). Hence
3. (% Dy W () +ep(®)) = inf A)<x*,a()€ —P) +eB@)).

x*edp(R
Analogously,
dg* (3 —DyWq(€) — eB(3) = sup (y*,a(—3) —eB@)).
y*€do(P)

If x* € dp(x) andy™ € dp(7), then, by (11) and from the fact thagp is a monotone operator,

(x*,a(F =) +eB@)) = (x*,a@ =) = (y*, aE =) = (", aE — ) — ().
hencedg. (£; Dy Wy (€) + eB(X)) = 89*(§; —Dy Wy (§) — eB($)). From (18), (19) and (20) we conclude

n(v@, %) —w@, $) + e—éo (;2 + s%)
<B(L+aL?) (I — $>+1f —51%) + 4pL[1+4pLle(1+ |27 +5[%).
Due to the choice oft and relation (14), this gives

10 <3(L+aL?) (1% — 912 +1f - 51%) +ep.
Finally, lettingee — oo, and there — 0, we obtain a contradiction.O
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