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Résumé On considère les réseaux de neurones de Hopfield. On montre que ce système peut
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Dynamical complexity of the Hopfield networks

Abstract One considers the Hopfield networks. It is shown that this system can generate any
structurally stable inertial dynamics, with a bounded memory.To cite this article:
S. Vakulenko, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 639–642.
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1. Introduction

L’objet de cette Note est le système de Hopfield : un modèle fondamental de la théorie des réseaux de
neurones. Nous allons démontrer que ces systèmes possèdent une grande complexité dynamique : quand
nous changeons leurs paramètres, ils peuvent engendrer une large classe de dynamiques inertielles avec
retard. En particulier, ils engendrent tous les attracteurs structurellement stables et tous les ensembles
hyperboliques (à un homéomorphisme près).

Remarquons que cette propriété ne peut pas être vérifiée par ordinateur, même très puissant. C’est un
résultat purement analytique et, de plus, pour ces systèmes, nous donnons un algorithme constructif du
contrôle de l’attracteur global.

Cette Note développe des résultats précédents [9,8], où l’existence d’une dynamique inertielle compli-
quée (sans retard) a été démontrée. Contrairement à [9,8], les résultats de cette Note sont valables quand les
communications entre des neurones satisfont à des restrictions importantes qui sont biologiquement fonda-
mentales, en particulier, tous les neurones sont identiques et ils n’agissent pas sur eux-mêmes. Donc, même
sous de telles restrictions, la dynamique neuronale peut être pratiquement arbitraire.

2. Position du problème

Le modèle de Hopfield est le système dynamique suivant à temps discret :

xi(t + 1) = σ
(
K ix(t)+ θ

)
, (1)

où x = (x1(t), . . . , xN(t)) ∈ RN est un vecteur d’état des neurones,N est le nombre de neurones. Notons
K ix =∑N

j=1Kij xj oùK est une matrice définissant les communications entre les neurones,θ un paramètre
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(«seuil ») etσ(z) une fonction «sigmoïdale » vérifiant les conditions suivantes :

σ ′(z) ∈ S(R), σ ′(z) > 0, σ ′(0) = 1, (2)

oùS(R) désigne la classe de fonctions de L. Schwartz des fonctions indéfiniment dérivables et décroissant,
pour|z| → ∞, plus rapidement que tout puissance de|z|−1 ainsi que chacune de leurs dérivées (un exemple
typique est :σ(z) = tanh(z)). De plus, nous supposons que

K = λM , Mij = 1,−1 ou 0, Mii = 0, λ > 0. (3)

Fixons une fonctionσ . Considérons les nombresN, λ, la matriceM et θ comme l’ensemble des
paramètresP de notre système,P = {N,λ, θ,M}.

Introduisons la classe suivante des systèmes dynamiques à temps discret (t ∈ N) et à mémoire bornée :

q(t) = F
(
q(t − 2), q(t − 4), . . . , q(t − 2µ)

)
, (4)

oùq ∈ Rn, µ ∈ N, µ � 1. Notonsur = q(t −2r), u = (u1, u2, . . . , uµ). F(u1, u2, . . . , uµ) est une fonction
deRnµ dansRn vérifiant la propriété suivante :∣∣F(u)

∣∣< 1, F ∈ C1(Rnµ
)
. (5)

L’inégalité (5) montre que le système (4) est dissipatif.

3. Résultat (temps discret)
On désigneBn la boule unité dansRn de centre 0 etBn,µ le produit
Bn,µ = Bn ×Bn × · · · ×Bn (µ fois).

THÉORÈME 1. –Soientσ vérifiant la condition(2) etε > 0. Alors, quels que soient les nombres positifs
n etµ ∈ N et la fonctionF vérifiant la condition(5), il existe un choix de paramétresP = {N,λ, θ,M} du
système(1) tel que:

(a) ce système a la dynamique inertielle avec retard définie par:

q(t) = FP
(
q(t − 2), q(t − 4), . . . , q(t − 2µ)

)
, q ∈ Bn,µ, (6)

oùFP est un champ vectoriel qui satisfait aux conditions(5) et, de plus, on a l’inégalité:

|F − FP |C1(Bn,µ) < ε; (7)

(b) les variables « cachées »q sont définies par une relation linéaireq(t) = Ux(t), oùU est une matrice
constante.

Remarque. – Etant donnésF etε, les paramètresP et le champFP peuvent être définis par un algorithme
complexe mais constructif.

4. Résultat (temps continu)

En temps continu, le réseau de Hopfield est donné par le système d’équations différentielles :

dxi
dt

=
N∑

j=1

Kij σ (xj )− bixi + θi. (8)

Ici l’espace des paramètreP estP = {N,K , b, θ} oùθ = (θ1, . . . , θN). Considérons un système dynamique
dissipatif dans la bouleBn ⊂ Rn défini par les équations :

dq

dt
= F(q), q ∈ Bn, F ∈ C1(Bn

)
. (9)

THÉORÈME 2. –Soientσ vérifiant la condition(2) et ε > 0. Alors, quels que soient les nombres
positifsn etµ ∈ N et le système dissipatif de la forme(9), il existe un choix de paramètresP du système(8)
tel que:

(a) La matriceK satisfait aux conditions(3) et les composantes des vecteursb et θ ne prennent que
deux valeurs distinctes;

(b) le système(8) a la dynamique inertielle définie par:
dq

dt
= FP (q), q ∈ Bn, (10)
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oùFP est un champ vectoriel satisfaisant à

|F − FP |C1(Bn) < ε. (11)

Corollaires, remarques et applications. –Rappelons qu’un système dynamiqueq → F(q) est structu-
rellement stable s’il existe un voisinage du champF dans C1 tel que tout champ de vecteurs de ce voisinage
définisse un système topologiquement orbitalement équivalent au système initial, l’équivalence étant réali-
sée par un homéomorphisme voisin de l’identité.

C’est le cas par exemple pour les flots définis comme gradients d’une fonction de Morse d’une surface
compacte, et dont les courbes invariantes des points – selle sont deux à deux disjointes.

La théorie dynamique a véritablement pris son essort quand on a démontré que les difféomorphismes
de Thom–Anosov et le fer à cheval de Smale sont des exemples de systèmes dynamiques apparemment
compliqués, mais stables par des petites perturbations C1.

Ces dynamiques, et en général toute dynamique sans mémoire et structurellement stable, peuvent être
engendrées par des réseaux de Hopfield, à une équivalence topologique près.

De plus nous remarquons que la structure deK de la forme (3) est une structure minimale pour obtenir
toute dynamique structurellement stable.

En effet, considérons un réseau (1) avec une matrice synaptiqueK plus simple, par exemple telle que
Kij � 0 pour tousi, j . Alors, si ce système engendre une dynamique structurellement stable, elle ne peut
être que périodique. En effet, ce système est proche d’un système monotone ayant comme attracteur un
ensemble de cycles périodiques [6]. Par conséquent, des systèmes avecKij � 0 par exemple ne peuvent
pas engendrer les fers à cheval de Smale.

Le résultat obtenu montre que, même les réseaux de neurones les plus simples tels que (1), peuvent
réaliser des algorithmes différents de reconnaissance et classification [1,3].

5. Démonstration. Algorithme d’approximation

Supposons queµ = 1 (le casµ> 1 peut être réduit àµ = 1 par la substitutionQ(t) = (q(t), q(t − 2),
. . . , q(t − 2µ))t ). On va opérer en quatre étapes.

Etape1 : Approximation particulière deF . – Nous suivons les travaux [9,8]. Définissons une famille de
champs vectoriels surRn, dépendant d’un paramètreP , par

FP (u) =
N1∑
i=1

Biσ(Aiu+ θi), (12)

oùP = {A,B, θ,N1}, A et B des matrices de dimensionsN1 × n etn ×N1, etθ un vecteur deRN1.
Le champs de vecteursF(u) (qui définit la dynamique (4)) peut être approché, dans la bouleBn, par une

sommeFP de la forme (12) :

|F − FP |C1(Bn) < ε/2. (13)

La démonstration de (13) est basée sur l’identité de Calderón [9,8], ce fait est proche de résultats connus en
théorie des réseaux en couches. Voir, par exemple, [5,4].

Etape2 : Définition des variables cachées. –Nous suivons le raisonnement donné dans [9]. Définissons
un réseau par les relations suivantes :

xi(t) = σ
(
Pix(t − 2)+ θi

)
, (14)

où la matriceP de dimensionsN1 × N1 est définie parP = AB. Les matricesA et B et le vecteurθ sont
déterminés à l’étape précédente. Alors, on introduit les variables « cachées »q parq = Bx, q ∈ Rn et on
voit, pourt > 2, que la dynamique (14) entraîne

q(t) = FP
(
q(t − 2)

)
. (15)

Par conséquent, il ne reste plus qu’à réduire la dynamique (1) à la dynamique (14), àε/2 près.
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Etape3 : Organisation spéciale du réseau. –Nous considérons un réseau d’une structure particulière
avec deux types de neurones : lesx-neurones et lesy-neurones. On désigne les états desx-neurones par
xi , i = 1,2, . . . ,N1, et les états desy-neurones paryk, k = 1,2, . . . ,N2. Alors N = N1 + N2. Soient les
matricesR etSde dimensions respectivesN1×N2 etN2×N1. Signalons que la matriceSdécrit une action
desx-neurones sur lesy-neurones et la matriceR définit une action réciproque.

Toutes des autres connexions sont absentes. Les colonnes de ces matrices sont désignées parRi et Sk .
Nous supposons que ces matrices vérifient la condition (3).

Alors, nous obtenons les relations suivantes :

xi(t + 1) = σ
(
Riy(t)+ θ

)
, yk(t + 1) = σ

(
Skx(t)+ θ

)
, (16)

où i = 1, . . . ,N1, k = 1,2, . . . ,N2. On déduit de cette structure queK vérifie (3) si les éléments deS et R
prennent les valeursλ,−λ ou 0.

FixonsN1 et supposonsN2 est grand. De plus, soienta une constante etλ = aN
−1/2
2 (ainsiλ est petit).

Par ailleurs, soientb une constante etθ = bλ. Puisque|xi(t)| <C, nous en déduisons que

xi(t) = σ
(
K ixj (t − 2)+ θ̄i

)+ λgi
(
x(t − 2)

)
, (17)

où

K = RS, θ̄i = θ

(
1+

N2∑
k=1

Rik

)
, (18)

et puisque|gi |C1 < c, λgi(x) est une petite correction.

Etape4. – Soient deux nombresN1 etn, une matricẽP de la formẽP= AB, un vecteur̃θ et δ > 0 (voir
étape 2), alors on peut déterminer des nombresa, b et des matricesR, S telles que pourN2 suffisamment
grands on ait ∣∣Pij −Kij (R,S)

∣∣< δ,
∣∣θ̃i − θ̄i(R)

∣∣< δ, (19)

oùK et θ̄i sont définis par (18).
La démonstration repose sur une idée physique (voir [2]) et des arguments de probabilité. Nous

décomposons les neurones en « populations ». SoitX1,X2, . . . ,Xn+1 une décomposition de l’ensemble
X = {1,2, . . . ,N2} en sous-ensembles disjoints. Le nombre d’éléments dansXi estMi = O(N2). Si k ∈ Xi ,
nous posonsRik = λ ou Rik = −λ avec les probabilités respectivesρj ,1 − ρj et Sjk = λ ou −λ avec
probabilités respectives̃ρj ,1 − ρ̃j . Alors la moyenneN−1

2
∑

k RikSjk peut être considérée comme une
espérance mathématique. On peut démontrer que l’on obtient ainsi l’approximation (19) pourN2 → ∞.

Pour le cas continu, la démonstration est analogue, à quelques details près, et elle utilise des idées
connues [7].
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