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Résumé Dans le cadre classique de la théorie de Kirchhoff-Love on étudie la modélisation
asymptotique d'une plaque élastique mince en contact unilatéral avec frottement contre
un obstacle rigide (probleme de Signorini avec frottement). On observe d’abord que, quand
I'épaisseur tend vers zéro, la force de frottement est d’un ordre moins élevé que la pression
de contact. Elle doit donc formellement s’annuler dans le probléme limite. On démontre en
effet que toute famille de solutions de la suite des problemes tridimensionnels de Signorini
avec frottement (mis a I'échelle et indexés par I'épaisseur) converge fortement dans I'espace
des déplacements vers 'unique solution d’un probléme bidimensionnel de plaque de type
Signorini sans frottementPour citer cet article: J.-C. Paumier, C. R. Acad. Sci. Paris,

Ser. | 335 (2002) 567-570.
O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Signorini’s problem in the Kirchhoff—L ove theory of plates

Abstract In the framework of the Kirchhoff—Love asymptotic theory of elastic thin plates we consider
the unilateral contact problem with friction for a plate on a rigid foundation (Signorini
problem with friction). First, we notice, when the thickness vanishes, that the order of
the friction force must be lower than that of the contact pressure. These two measures
are connected by Coulomb law. Consequently, at least formally, the friction force must be
vanishing when the thickness goes to zero. We actually prove that any sequence of solution
of the sequence of three-dimensional scaled Signorini problems with friction strongly
converges to the unique solution of a two-dimensional Signorini plate problighout
friction. To cite thisarticle: J.-C. Paumier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 567—

570.
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1. Présentation du problémede Signorini avec frottement

Soitw un ouvert borné lipschitzien d&? de frontiérey et soite > 0 un paramétre. On définit dais
I'ouvert lipschitzienQ® = wx ]—e, e[ de point courant® = (x7, x5, x3) et on note la frontiere latérale de
cet ouvertl'y = y x ]—¢, ¢[ ainsi que ses faces, respectivement, supérieure et inféridlire=:w x {¢}
et = w x {—e}. On pose maintenart () = {v € HY(Q?) |v=0 surl’g}. La trace d'une fonction
v € V(QF)sur la face supérieurB’ est notéey ; cette fonction appartient a I'espace des tracé@dﬁ‘g)
dont I'espace dual est noté 2(T?). La trace dev sur la face inférieur&¢ est notée.
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Le domaine® est celui d'un matériau linéairement élastique homogéne et isotrdpecoefficients
de laméx > 0 etG > 0. Ce corps solide, appefdaque élastiqueestencastré sur sa face latéralg.
L'espace vectoriel des déplacements admissiblegu;) sera donc 7(95) = (V(Q¢))3.

Le tenseur linéarisé des déformatiaisv) a pour composanteSe;?j(v) = %(avj/axf + av,»/axj.). La
forme bilinéaire classique de I'élasticité s’écrit :

af(u,v) = / {ref; (w)e; (v) + 2Gef; (u)ef; (v) } dx®.
QS

On suppose que la plague est soumise d&ns des forces de volumg®) € (L2(2))3 et, sur la face
inférieure de la plaque, a des forces de surfaée (L2(T#))3. Le travail virtuel correspondant est noté :

Lg(v):/m fivi dxs—i—/rggfyi do, veV(Q°).

On se donne maintenant ufenction d’intersticexy satisfaisant u3 € H3(w) et u3 > 0 surw. La
condition de contact unilatéradst définie par I'inégalité 73 < sug au sens des traces. On pose donc
K(Q5)={veV(Q° |v3< sug}. L'ensemble des déplacements admissibles doit donc s’écrire :

K (Q°) = V(Q°) x V(2°) x K (Q°).

Soit u le coefficient de frottement de la face supérielifecontre I'obstacle rigide. On suppose que :
weClw) ety >0.

Soit §¢ le seuil de frottemenOn considére qué® est une mesure positive de I'esp&tel/2(T%) : §¢ €
H-Y2(T) ets¢ > 0.

Linconnue du probléme est noté€ = (u?) et le champ tangent s’écrit;. = (u],) = (u3, u5). Cette
fonctionx® doit satisfaire les (in)équations suivantes ol les forgigseprésentent les composantes de la
force de frottemerpouri = 1, 2 et lapression de contagtouri =3 :

trouveru® € K (Q°) et (G?) e (H‘l/z(fg))3 tels que : (1)
a® @, v) = L) + (G5, 7)), YveV(Q°), )
(G5, v3—u5) >0, Vuze K(Q°), (3)
(G5, Vg — ) + (1S, U] — [@5]) =0, Vor = (v,) € (V(2))° 4)

Ce probleme admet classiquement une solution uni§gu€ette solution dépend du seuil de frottement
donnés® : notons lal®[S°] et notons ausgh5[S°] la pression de contact qui en résulte. Suivantage
Jarusek et Haslinger [3] une solutiongiobléme de Signorini avec frottemesst une fonctiom?® = U[S?]
telle quesS = $¢ € H-Y/2(T) soit solution de I'équation

S = —uG4LS1. (5)

Dans Jarusek [2] on trouve deenditions suffisantgsour que (5) ait au moins une solution : zone de

contactl’, compacte et réguliére, support deénclus dans I'intérieur d€'. et borne supérieure deassez
petite. Il est possible de choidi. ¢ T pour satisfaire ces conditions dans le cas de la plaque (voir [4]).

2. Miseal’échelle

Notons x¢ I'application R3 5 x = (x1, x2, x3) — (x1, x2, £x3) = x¢ € R3. Dans cette section on se
rameéne a l'ouvert fix€2 = wx 1—1, +1[ qui vérifie x*(Q) = Q°. On notel’ = w x {1} et'=w x {—1}
les faces supérieure et inférieure de cet ouvert ainsigue y x 1—1, 1[ sa face latérale.

On poseV (2) = {v € HY(Q) | v = 0 surTp} ainsi queT/)(Q) = (V())3. La tracev d’une fonction
ve V(Q) surT est dans I’espaceéﬁz(ﬂ qui a pour dual HY/2(T"). La trace de surl" est notéa.

On obtient classiquement faodele de Kirchhoff-Love de plague mirere effectuant un changement
d’échelle sur la solution et sur les données (voir par exemple Ciarlet [1]) :
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1. Ala solutionu® e T/)(Qg) du problemg1)—(4)on associe la fonction(e) € V(Q) telle que:
ujox®= c2uq(e), ujoxf = &2un(e), ugo x® =euz(e).
Les fonctions tests subissent la méme transformﬁoﬁ@) sve ¥ e 7(98) enposantvio x® =
&2v1, v50xf = &2v9, v§o x® =evs.
2. On suppose queLé(v®) = e°L(v), Yv € V(Q) ou:Lkw) = fo,»vi dx + fr giv; do, C'est a dire
qu'il existe des fonctiong € L(2) etg; € L2(I') indépendantes deet vérifiant:
fiox =efu., fiox"=ef3 ghox®=¢%w. ghox‘=c"ga.
La condition de contact unilatéral mise a I'échekest définie par v3 < ug. Nous noterons donc :
KQ)={weVQ)|v3< ug}. L'ensemble des déplacements admissibles mis a I'échelle est donc :
K(Q) =V(Q) x V(Q) x K(Q).
Le tenseue® (v°) devient :e‘fll3 W) oxt = szeaﬁ(v), e 3(v°) o x® = eeq3(v), e33(v°) o x° =e33(v) OU
eij(v) = 3(3v + 9;v). En divisant pae®, la forme bilinéaire de I'élasticité s'écrit donc :

ag(u,v) = / {Aew (w)epp(v) + 2Geqp(U)eqp (v)} dx
Q
1
+ /Q{k(eaa (u)e33(v) + €33()eqa (V) + 4Gea3(u)eq3(v) } dx

1
+=2 / (A + 2G)e33(u)esz3(v) dx.
& Ja

Avant d’écrire le probléme de contact sur I'ouv€rtnous devons faire une mise a I'échelle de la force

de frottement(G;,), de la pression de contact; et du seuil de frottemen§®. Bien que ces choix

seront justifiésa posteriorinous pouvons remarquer que la pression exercée sur la face inférieure de la
plaque satisfait g5 0 x* = e*g3. Pour rester dans le cadre de la théorie des plaques de Kirchhoff-Love

la pression de contact et le seuil de frottement doivent étre logiguement du méme ordre par rapport a
puisque d'aprés (5) ces deux mesures sont, au signe prées, identiques pour le probléme de Signorini avec
frottement. La force de frottement doit étre du méme ordre que la force tangegfiejlé s’exerce sur la

face inférieure. Nous poserons donc dkfg G5 et S° satisfont les relations :

(G, v°) = 83<Ga (e),v), (G5v°)= 84<G3(8), v), (8°,0°) = 84<S(8), v),

ol les formegG; (¢) et S(e) sont dans AHY2(T") et ouS(¢) est une mesure positive donnée.
On supposera en outre que la syifés)} des seuils converge au sens suivant :

lim £S(e)=0, dans H 1 (w)-faible «. (6)
Le probleme mis a I'échelle s’écrit :
trouveru(e) € K () et(Gi(e)) € (H™Y2(T))> tels que : @)
Vo e V(Q):ae(ue), v) = L) + (Gi(e), 1), (8)
(Ga(e), 13 —u3(e)) >0, Vuvze K(Q), 9)
(Ga(e), Vo —Ta(e)) +e(uS(e), Iv7| - [ar(e)]) 20, Vor € (V(@)% (10)

Ce probleme est équivalent au probléme (1)—(4). Il admet donc une unique sol{#iaf(s)] et on note

Gsle, S(e)] la pression de contact associée. Grace a cette équivalence on obtient facilement les analogues de
la définition du probléme de Signorini mis a I'échelle et du résultat d’existence di a Jarusek : une solution
du probleme de Signorini avec frottemenis a I'échelle sera donc une fonctiote) = U[e, S(e)] telle que

S = S(e) e H-Y2(T) soit solution de I'équation :

nS = —u3ale, S1. (11)
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3. Convergencedelasuite u(e)

Définissons un sous-espace ferrVTéf(Q) {ve 7(9) | e,g(v) = 0}. Cet espace, appeliéspace
de Kirchhoff-Love est |somorphe a Iespac?(a)) = H%(a)) x Hi plw) x HZ2 5(w) via l'isomorphisme :
V() s I =ve Vi (Q) tel quevy(x) = ng(x1, x2) — x39n3(x1, x2), pour @ = 1,2 et
vg(x) = n3(x1, x2). On définit aussi le convex& (w) = {13 € H3(w) | n3 < ud} et on posek (w) =

H3(w) x Hi(w) x K ().

Deflnlssons la forme bilinéaireg; sur I espace Vi, (2))2 our* = 21.G /(A + 2G) :

ag(u, v) = /SZ{A* eaa()epg(v) + 2Geqp(u)eqp(v) } dx.

THEOREME 3.1. —-On suppose que les hypotheses ci-dessus sont satisfaites et pour cled@ué on
note(u(¢), G(¢)) la solution du problemé7)—(10) :

(i) soit pour une famill§S(e)} de seuils donnés,

(i) soit pour une famillgS(e)} de seuils solutions des équatiqiq).

Définissons les éléments0) € Vk (2) N ?(Q) et G3(0) € H=2(w) unique solution des inéquations

a§(u(0),v) = L) + (G3(0), v3), Vv e Vil (), (12)
<G3(0), vz — u3(0)> >0, VYvzeK(w). (13)

Alors, quands — 0, la suite{u(e)} converge fortement dani1(2))2 versu(0). De plus, la suite des
forces de frottemer{{G,(¢))} converge faiblement (fortement pour le cai)) vers zéro dansH 1 (w))?
et la suite des pressions de cont&6k(e)} converge fortement dam$ 2(w) vers I'élémentG3(0).

4. |déesdeladémonstration du théoréme

On commence par démontrer le résultat quand la fanillig)} des seuils est donnée. Dans ce cas
on pourrait utiliser I'outil de laI'-convergence en associant au probléme (7)—(10) une fafaille)}
de fonctionnelles & minimiser. On a préféré (voir [4]) procéder de fagon classique [1] en introduisant
le tenseurc (¢) tel querqp(e) = eap(u(e)). Ka3(e) = k3a(e) = Feq3(u()) etras(e) = esa(u(e)) : on
démontre d’'abord que les suités(e)} et {u(e)} sont bornées et on en déduit qu'’il existe des éléments
k(0) € (L2()®3 et u(0) € V (Q) tels que :k(g) — k(0) et u(e) — u(0) (pour des sous-suites).
On voit aisément quer3(0) < ug et ¢;3(u(0)) = 0; doncu(0) € WE(Q) N ?(Q). En utilisant des
choix particuliers de fonctions tests dans I'équation (8) on identifi€0) = e,z (u(0)), «43(0) =0 et
k33(0) = —5 +2Getw (u(0)). Avec (10) I'hypothése (6) entraine qag, (¢) —* 0 dans H1(w). Avec (9) on
obtient queGs(e) —* G3(0) dans H2(w) ot G3(0) vérifie avecu(0) I'équation variationnelle (12). Le
«point crucial » est que la limite de la suiteG3(e), u3(e))} n'est autre queGs(0), uz(0)). Les limites
u(0) et G3(0) sont uniques a verifier (12), (13) et dawaites les suites convergdfdiblement). La preuve
des convergences fortes utilise le « point crucial». On démontre enfin avec (8) que la limite fédrte
pour Signorini) de la suit¢sG3(¢g)} est nulle. La famille{S(¢)} satisfait donc I'hypothése (6) dans le cas
ou S(e) = —Gs(¢e), c'est adire dans le cas adic) est solution du probléme de Signorini avec frottement
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