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Résumé Dans cette Note, nous proposons et nous démontrons la convergence d’'un algorithme de
décomposition de domaine de type Neumann-Dirichlet. Celui-ci permet d’approcher un
probléme de contact unilatéral sans frottement entre deux matériaux élastiques en gardant
les interfaces (physiques) de contact comme interfaces (numériques) de décomposition.
L'idée est de remplacer dans I'approche proposée par [4], le probléme de Dirichlet par une
inéquation variationnellePour citer cet article: G. Bayada et al., C. R. Acad. Sci. Paris,

Ser. | 335 (2002) 381-386.
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Neumann-Dirichlet algorithm for unilateral contact problems:
Convergence results

Abstract In this Note, we propose and we prove the convergence of a Neumann-Dirichlet algorithm
in order to approximate a Signorini problem between two elastic bodies. The idea is to
retain the natural interface between the two bodies as numerical interface for the domain
decomposition and to replace the Dirichlet problem in [4] by a variational inequatty.
citethisarticle: G. Bayada et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 381-386.
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Abridged English version

We consider a Signorini problem between two elastic bodis o = 1, 2, in contact through an
interfacel’.. Assuming linear elasticity behavior and classical boundary conditions, the problem is given
by (2)—(5), and the weak related formulation is:

Findu e K
(P1)
au,v—u) > Fw—u) Yvek,
where K is a convex defined in Section 2. Existence and uniqueness of solution are well kee{8i) (
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The first step is to introduce the following equivalent multibody formulation.

i 1 _ H 1

dive?+ f=0 in ©2, divo™ + f ? 1 In 2%,

1 2 1_ 2 [un] <0, oy <0, oylun]=0 onl,,
oy=0y, oj=op onlg, 1

¥ 2 2 o7 =0 onl,

onc=0 onI'/, 1.1 1

uz 0 Onrz on=0 onF,,

u ut=0 onr'l.

This allows us to define the following algorithé®,,) in which 6, is a non negative parameter that will be
determined in order te ensure the convergence of the algorithmkgrigl an extension of traces which is
defined by (6).
Let g3 € VZ be given. For > 1, we build the sequence of functios}), -, € V* and(u?),-, € V2,
by solving the following problems:
(i) Findu? e v?
a?(u?,v) = F2(v) + (g2_1.v), YveV?

(Qn) < (i) Findul eVl @2 ) (1)
al(u%, w4+ RlD(yuﬁ) — u%) > Flw+ RlD(yuﬁ) — u%) Yo € V17(0),
(iii)(g2, v)5 := Op(—a(u}, Rhyv) + FY(RLyv)) + (1 — 0,)(g2_1.v), Yve V2
The convergence of this algorithm towards the solutioa/,(P3) and then of (2)—(5) is given by a two-
step procedure. We prove first in Proposition 3.1 that the convergengg)gfin V2 induces the strong
convergence ofu),. Then in Proposition 3.4, the contraction of an auxilary oper@jatefined by (11)
is gained. This induces the convergence of the sequengge by way of Theorem 3.5 for & 6,, < 6*.

1. Introduction
Les problémes de contact et d'impact représentent depuis longtemps une part significative en calcul des
structures non linéaires. Nous proposons une méthode de décomposition naturelle de domaine qui consiste a
adapter I'approche de sous-structuration « Neumann » a un probléme de contact sans frottement en gardant
la décomposition physique du probléme (contrairement a [1]). Notons que cette méthode a déja fait I'objet
de simulations numériques [2] et permetterait d’utiliser des opérateurs de discretisations différents dans
chacun des domaines.
On considére deux matériaux élastiques, occupant deux donfaines= 1, 2, deR?, et susceptibles
d’entrer en contact unilatéral sans frottement a travers unelzord ™! = I'2. Le probléme étudié consiste
a trouver les déplacement$ et les contraintes (u%) tels que :
divo®)+ f“=0 surQ®,
o*)n*=0 surl'y, (2)
u*=0 surry.
Iy, I, T'Y forment une partition de la frontiele* = 9Q*, avecI'; # ¢. La force f* est une donnée
réguliére. La loi de comportement élastique, avec les hypothéses habituelles de coercivité, est :

1
i (u“) = A?‘jkhekh (ua), avece(u) = E(Vu + VuT), 3)

ol A” est le tenseur d’élasticité du corps élastique occupant le dorféine

On définit la composante normale du déplaceménét le déplacement normal relatif d'un solide par
rapport a 'autre sur la zone de contaigtpar :u%, = u%n® etluy]=u'-n+u?-n?, oun® estla normale
unitaire extérieure &*. Les composantes normales et tangentielles du vecteur de contraintemnt
définies, avec convention des indices répétes, pgr= oj; (u®)ni'n etog = oi; (u)nG —oyni.

Les conditions suF. pour un contact unilatéral sans frottement sont :

ox =02 =ow, 0} =02 =0, (4)
[un]1 <0, oy <0, on - [un]=0. (5)
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2. Formulation multidomaine du probléme de Signorini

Pour obtenir la formulation multidomaine du probléme (2)—(5), on introduit le cadre fonctionnel suivant :
= {v* € (HY(Q%))?, v =0 surl'?}, muni de la norme| - [l, = [ - |H1(ey2. V = VI x V2 muni
de la norme - [ly = (X, 1I-12)"% K = {v € V. [uw] <0 p.p. surle), #Y2(T) = {p € (LATe)?;
Jv € VY yur, = ¢}, muni de la normejg|l12.r, = inf{[[vllye; v e VY, yur, =} et H/2(T,) =
{(p e L2(Ty); v e HY(QY); YV, = gp}, ou y signifie I'application trace pour les fonctions vectorielles
dans la définition de#¢/2(T".), et scalaires dans la définition dé/B(T). On noteV® I'espace dual
de V¢ et (-, )4 le produit de dualité entre ces deux espaces. La norme duale induite est définie par

1Y llye =SUBeye (¥, V)a/llV]lg-
On utilise les notations suivantes :

2
a“(u,v)=/ Afieijwew (v) dx, a(u,v)=za°‘(u,v),
QO{

a=1
2
F“(v):/ fvde et Fu)=)» F*().
2 a=1

Poura =1, 2, on définit le relevement :

RY:  HYAr.) — Vv,

. (6)
¢ — Rpo
a*(R$e,v) =0 VYveV*telquevy =0surl,
Y(RHon* =pn® surl’,
dont la formulation forte est :
dive* =0 dans® avecA e(R%p) =o°,
y(R on*=¢pn*, o%r=0 surl,, 7
o%n%=0 surl'y,
Y(Rhe) =0 surl's.

PrROPOSITION 2.1. — (i) Les trois normes|on lly12r,) et IRHell,, @ = 1,2, sont équivalentes sur
HY2(T,).
(ii) Il existe une constant€ > 0 telle quevv € V! ||R yv|rp|| <Clvl;, i,j=1,2¢eti #j.
Démonstration. -On utilise la deéfinition def - |12, et l'inégalité||Ry¢ll; < Cllelly/2r, [5]. O
Remarquel. — Afin de ne pas alourdir les notations, on égfff(yv) au lieu deR% (yvr.).
On introduit pour touty € HY2(I",) 'ensemble :
Vl_(<p) = {vl e v vlnlg —@ p.p. surl“c}.

PrROPOSITION 2.2. —La formulation variationnellg P1) est équivalente aux deux problémes suivants

Trouveru? e V2 (P2)
a?@?,v) = F2(v) — a*(ut, RE(yv)) + FL(RE(yv)) Vve V2 2
et
Trouverut e V1~ u?%)
1,1 1 1 1 1=,2 (P3)
a(ur,v—u’) 2 F(v—u’) YveV" (uy).
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Démonstration. 'implication (P1) = (P3) est immédiate. Pour montrer q€;) implique (P2), on

consideére pour tout? € V2 les fonctions admissibles= (R}, (yv?), v?), ce qui implique :
a(u,?) = F (D)

d’ou le résultat.

Inversement, soit = (v, v?) € K, puisquevint — (v2 —u?)nt < —u?, surl,, alorsw = v — Ry (v? -
u?) € V1~ (u%). On choisitw (resp.v? — u?) comme fonction-test dari®s) (resp. dangP,)). Par addition,
ontrouve(Py). O

Remarque2. — L'espace des fonctions admissibles du probléme variatiarfagldépend de la trace
de la solution du probléeme de Neumaf®). Pour avoir un espace fixe, on effectue une translation des
fonctions admissibles! € V1™ (u%) : w = vt — R}, (yu?). On obtient le problémepy) qui est équivalent
au probleme Ps) :

{ Trouveru® € V1~ (u%)

_ Py
atul,w+ R;‘)(yuz) —uhy > Flw+ R;‘)(yuz) —uly vweVvyi(0). (F9)

3. Algorithme et convergence

On considére I'algorithméQ,,) introduit dans (1) qui permet de construire des suﬁtgs@() e Ve,
a =1, 2, al'aide d’'un paramétre de relaxatignet du reIévemenR},.

Remarque3. — Grace a l'inégalité (ii) de la Proposition 2.1, I'écritqgﬁ, v), dans (1) (iii) a bien un
sens, i.eg? e V2.

PrROPOSITION 3.1. — Qn suppose qu'il existe un réel strictement positif, tel queve,, > Omin, la suite
(82),>0 converge dan¥'? . Alorsu® — u® dansV* fortement.

Démonstration. -Soient(u}, u?) et (u}, u2) les solutions des problémeg,,) et (Q,,) respectivement,
alors

2_,2 2 2
10,1 1 pl 2 2 8n — 81 8m — 8m—1
a (un —um,RDyv) :—<gn_1—gm_1,v>2_ < n _ n-1_ 8m - m-1
n m
en choisissanb = Ry (u} — ul) et en vérifiant queRby (R2y (ul — ul)) = ul — ul,, linégalité
précédente devient :
1192 2 2 2 2 2 2 2 11
Hun - ”mHl < C(Hgn—l - gm—l||V2’ + Hgn - gn—l||V2’ + Hgm - gm—lHVZ’) |RD7/(”n - ”m) HZ
en utilisant la Proposition 2.1(i), et la convergence fortegfe@o dansVZ, on obtient la convergence de
(T
La convergence forte d(ezﬁ)n s’obtient a partir de celle d@f)@o, en utilisant la coercivité de?(-, -).

Pour finir la démonstration, on passe a la limite dans les équations (i) et (iii) du prolb@melLa
limite de (uy),, @ =1,2, apparait comme I'unique solution du problea®e), (P3). O

v> Yv e V2,
2

Afin de prouver la convergence dgf)n, on introduit I'opérateu” défini par :
T: v —v?,
YTy (8)
tel que :
(Ty,v)o= —al(wl, R%,yv) + Fl(R%,yv) Yv e V2,
ouw? est la solution du probléme d’obstacle suivant :

al(wl, v— a)l) > Fl(v — wl) vve vi- (wjzv) 9
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etw? est la solution dan¥? du probléme de Neumann :
az(wz, v) = F?(v) + (v, vy, Vve V2. (10)
On définit également I'opérated@y par :
Ty: V¥ — V2,
(11)
v — To(y) =0T )+ (1-0)y.
PROPOSITION 3.2. — L'opérateurT est lipschitzien.

Démonstration. -Soienty ety dansV?, w! (resp.w?) etw? (resp.w?) les solutions correspondantes
de (9) et (10). La continuité de'(-, -) et la Proposition 2.1(i) impliquent

(TY =T, v),| < Cllwh — || vl (12)

En posant® = w! — R} (yw?) eti! = w! — R} (yw?), linégalité (9) devient
at(x*+ Ry (yw?), v —x1) = F*(v —x') voe V! (0), (13)
(resp.) a*(#'+ Ry (yw?),v—iY) > F v —3') vveVv! (0. (14)

On choisit dans (13) = i1, et dans (14)y = x1. En rassemblant les deux inégalités, il vient :
M+m ~

—— ||Rp (y® = yw?)|
olim et M sont respectivement les constantes de coercivité et de continuité de la forme bilidéaine
En utilisant la Proposition 2.1, et le fait q&%,(y w? — yw?) = w? — w?, I'négalité (15) devient :

w7, <

v (15)

[w* = @, < C[|w? — @2 (16)
d’aprés I'équation (10), on a :
|w? — @2, < Clly — Pl 2. (17)
De (12), (16) et (17), on déduit I'existence d’'une constahidelle que :
IT@) = TE) 2 <Crliy —¥ly2. O

On définit le relévement suivant :
R% vZ 2
¥ — R%Y,
ol R%y est I'unique solution du probléme :
a?(R*(Y),v) = (Y, v), Yve V2 (18)
On introduit la norme suivante s? :
il = (a®(R?y, R?y))

PROPOSITION 3.3. — Les normeg - ||| et|| - ||, sont équivalentes sur I’espaMsZ'.

vz (19)

Démonstration. H suffit d'utiliser la continuité et la coercivit¢ de la forme bilinéaieg(., ),
dans (18). O

PrROPOSITION 3.4. — Il existef™ tel quev0 < 8 < 6*, Ty est contractante.
Démonstration. -Soientyr ety dansV? alors :
7o) = To @[> = 02| T ) = T |||° + @ = 0)?||w — ¥ |
+20(1—0)a®(R*(T(¥) — T()). RZ(¥ — ).
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Montrons que a2(R%(T (¥) — T (§)), R?(y — ¥)) < 0.
En gardant les mémes notations utilisées dans la démonstration de la Proposition 3.2, et puisque
R%(y — ) = w? — w?, alors :

a®*(R¥(T (W) —T()), RP(W — ) =a*(R*(T(¥) — T())), w” — w?)
= —al(wl —wl, RlDy(w2 - @2))
= —al(wl, Wl — RYyw?+ Ry yw? — wl)
- al(lﬂl, wl — Ry yw? + Ry yw? — ﬁl)
— al(wl —wl wl— @l).
Le choixv = o' — Rhy w2+ REyw? (respv = w! — REyw?+ R}, yw?) dans (9), (resp. dans (9) avéy,
montre que les deux premiers termes a droite de I'équation précédente sont négatifs, d'ou
a?(R¥(T() = TW), R*Y — ) < —a*(w' —wh, wh — ') <O.
Par conséquent
~ 2 ~ 2 ~
7o) = To@)|||” < 62| T @) = TA||* + A= 6)2lly — ¥ II>
De la Proposition 3.2, et en étudiant la foncti&ii) = 62C2 + (1 — 6)2, on montre quevé €10, 6*[, ou
0* =min(1,2/(1+ C2)),ona 0< K (9) < 1, d’'ou le résultat. O
THEOREME 3.5. - Si0 < 6, < 6* alors la suite(g?), - converge verg?® défini par:
(gz, V)p = —al(ul, R%,(yv)) + Fl(R%,(yv)) Yv e V2,
ol (ul, u?) est la solution du problémePy).

Démonstration. -D’'apres I'algorithme(Q,,), il est facile de remarquer qt]@(gf_l) = g,%. D’autre part,
on déduit des problémé®,) et (P3) queTy(g2) = g2. La Proposition 3.4 permet de conclurez

Remarque4. — L'approche décrite ci-dessus peut se généraliser au cas d'un contact avec frottement en
changeant la définition du relevemeify, et en remplacant le probleme (ii) de (1) par un probleme de type
Tresca variationnel. La convergence est prouvée dans le cas d'un frottement de type Tresca, Coulomb a
seuil fixe, et pour un coefficient de frottement petit dans le cas de frottement de type Coulomb.

Une version parallélisable peut étre obtenue en résolvant simultanément le probléme de Neumann (i) de
(1) et le probleme d’obstacle (i) dans lequel on utilise la solution du probléeme de Neumann a l'itération
précédente. Les détails de cette généralisation et les simulations numériques sont en cours de rédaction [6].
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