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Résumé Pour N =5 et N = 6, nous calculons le complexe cellulaire défini par Voronoi a partir
des formes quadratiques réelles de dimensianNous en déduisons I'homologie de
GL y (Z) a coefficients triviaux, a de petits nombres premiers prés. Nous montrons aussi que
K5(Z) =Z et queKg(Z) n'a que de la 3-torsiorPour citer cet article: P. Elbaz-Vincent
etal., C.R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 321-324.
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Some computations of the homology of GLy(Z) and the K -theory of Z

Abstract ForN =5 andN = 6, we compute the Voronoi cell complex attached to Ae@imensional
quadratic forms, and we obtain the homology of \3Z) with trivial coefficients, up to
small primes. We also prove th&ls(Z) = Z and Kg(Z) has only 3-torsionTo cite this
article: P. Elbaz-Vincent et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 321-324.
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1. Lathéorie de Voronoi

Soit N > 2 un entier. Notong& 'y I'espace des formes quadratiques définies positives réelles dérang
Etant donnéé: e Cy, les vecteurs minimaux de, c’est-a-dire les vecteuns non nuls deZ" tels que
h(v) soit minimal, forment un ensembile fini, noté%). Une formeh € Cy est diteparfaite si elle est
entierement caractérisée par son minimung\e- {0} et par I'ensemble: (k). Désignons paF le groupe
GLy (Z) ou SLy (Z). Voronoi a démontré [15] (Thm., p.110) que, modulo I'actioridet la multiplication
par les réels positifs, il N’y a qu’un nombre fini de formes parfaites.

NotonsC} I'espace des formes quadratiques positives réelle®8udont le noyau est engendré par
un sous-espace vectoriel propre @&. Soient X% le quotient deCs par les homothéties positives,
7w : Cy — X} lapplication quotientXy = 7(Cy) et X}y = X3 — Xn. Le groupel” agit surCy,, et
surXy, parlaformuleh -y =y'hy, y €T, h € Cy, ouy’ estla transposée de

A tout vecteur € ZV — {0} on peut associer une fornes Cy, définie pan(x) = (v|x)2. Etant donné
un sous-ensemble fidt de Z" — {0}, I enveloppe convexe de B est le sous-ensemble &€, image parr
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du sous—ensembl{ezj Ajvj, vj € B, 1; >0} deC}. Lorsqueh est une forme parfaite, nous désignons
paro(h) C X3 I'enveloppe convexe de I'ensembie(h) de ses vecteurs minimaux. Voronoi a montré
[15] (888-15) que les cellules() et leurs intersections, quahgarcourt 'ensemble des formes parfaites,
definissent une décomposition cellulaireXig, compatible avec I'action dE. Nous munissonX}, de la
CW-structure correspondante. Siest une cellule (fermée) dEY, et sih est une forme parfaite telle
quet C o(h), on notem(t) I'ensemble des vecteursde m(h) tels quev soit danst. La cellulet est
I'enveloppe convexe de (1) et 'on am(t) Nm(zt") =m(z N 1').

2. Calculsexplicites

2.1 — Notonsz,, 0<n <dim(X}) =d(N) = N(N+1)/2—-1,un ensemble de représentants, modulo
l'action deT", des celluless de dimensiom dansX}, qui rencontrentXy et telles qu'aucun élément
du stabilisateur de dansT” ne change l'orientation de. Pour N < 6 nous avons déterminé un tel
ensemble:,. En particulier on a le résultat suivant :

PROPOSITION 2.1. —Le cardinal de X,, est zéro sauf dans les cas indiqués dans le Tableau 1.

2.2 — Pour tout entiern > 1 on noteS,, la classe (de Serre) des groupes abéliens fintsls que
tout nombre premiep divisant I'ordre deA vérifie p < m. Siy € I est d’ordre premiep on sait que
p < N + 1. Il enrésulte que I'action dE sur X}, permet de définir un compleXeé = (V,,, d,) tel queV;,
soit isomorphe au module libre engendré gar n > 0, et que 'homologie d& coincide, modul&y 11,
avec I'hnomologid™-équivariante de la paireXy,, dX3%) ([4], VII, Prop. 8.1, [14], Prop. 2.2) :

H,(V)=HI (X%,0X%:Z) (modSy+1).
PROPOSITION 2.2. — ())S T" = GLs(Z), on a, modulo Ss,
7Z sSn=2914
H,(V,Z) = . o
V.2 {O sinon.
(i) S T' = GLe(Z), on a, modulo S7,

_(Z sn=10,11,15
Hu (V. 2) = {0 sinon.
(iif) S T = SLe(Z), on a, modulo S7,

72 sin=15
H,(V.,Z)={7 s n=10 11,12, 20,
0 snon.

2.3, — La preuve des Propositions 2.1 et 2.2 utilise la classification des formes parfaifés< 3i le
travail de Jaquet [5] fournit un ensemiffede représentants des formes parfaites de rarg, sis € P,
la liste m(h) des vecteurs minimaux deet une liste des formes «voisines » /denodulo I'action de son
stabilisateuf;,, ainsi que leurs représentants d&hsOn en déduit une liste des facesa@) modulol’,.

Pour obtenir un ensembbB, comme dans 2.1, on procéde comme suit, a I'aide d’un ordinateur. Pour
chaqué: € P on calcule les éléments dg, et donc la listeF1 , de toutes ses facesde codimension 1 (i.e.
les ensembles () correspondants). Par récurrence sur I'entiet < n < d(N), on définit un ensemble

Tableau 1. — GE(Z), GLg(Z) et SLg(Z) pour 6< n < 20.

n 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Gls(Zzy 0 0 1 7 6 1 0 2 3

GlgZz) 0O 0 0 3 46 163 340 544 636 469 200 49 5 0 O
Sle(Z) 3 10 18 43 169 460 815 1132 1270 970 434 114 27 14 7
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Fa.n de cellules de codimensiondansX?;, puis un systeme de représentafits C 7, , pour I'action de

[ surF,. , (cf. 4.3). Par définitionF,+1,, est 'ensemble des cellulesn t, ¢ € Fy,.4, T € Cy i, Qui SONt

de codimension + 1 danss (k). L'ensembleX,, est alors obtenu en choisissant des représentants modulo
I" de la réunion de€;(ny—n,n, h € P.

2.4. — Pour calculer la différentielle d€ on procéde comme suit. Pour chaque celtulde =, n > 0,
on choisit un ordre sur I'ensembie(o) de ses vecteurs minimaux. Pour toute celldle- o cet ordre
fournit un ordre sum(z’) et donc une orientation du sous-espace vectorielkéel) engendré paw: (/)
dans I'espace vectoriel des matrices symétriques réelles. &t une face de on obtient une base
orientéeB deR (o) en adjoignant a la suite d'une base positiveRdg’) I'élémentv, ot v est I'élément
minimal dem (o) — m(z") (pour I'ordre choisi ci-dessus). Notom$r’, o) = +1 I'orientation deB dans
R{o).

Sit € ¥,_1 est équivalente a lafacd =7 - y deo € &, on posey(t, ') = 1 (resp.n(r, /) = —1)
selon quey est compatible (ou non) aux orientations choisiesRde) et R(z’). On a alorsd,(c) =
ZrezH > o, the(r’, o), out’ parcourt 'ensemble des faces eleéquivalentes &. On notera que
lidentité d,, 11 o d,, = 0,n > 0, est un bon test pour vérifier les calculs effectués par I'ordinateur.

3. Cohomologie des groupes modulaires

Si Sty est le module de Steinberg de Sk ona

Hy (Xy.0Xy: Z) = H,_n412(T, Sty) (3.1)

(cf. [14]). Le théoréme de dualité de Borel et Serre [3] dit que
H, (T, Sty) = HY™" (T, Z) (ModSy +1),
oud= N(N — 1)/2 est la dimension cohomologique virtuelle Heet Z est leI"-module trivial Z sauf
quandl’ = GLy (Z) et N est pair, auquel cag € I" agit par multiplication par déy) surZ = Z. Enfin, le
lemme de Shapiro montre que, modgig
H™(SLy(Z),7Z) = H"(GLy(Z), Z) & H™ (GLN(Z), Z).

La Proposition 2.2 implique donc le résultat suivant :

THEOREME 3.1. — (i)Modulo S5 on a

#(©s®.5) = {5 Goon

(i) Modulo S7 ona

m 7Z sm=0,5,8, . 72 sm=5,
H™(GL6(Z),Z) =4 5" gnon et H"(SLe(Z).Z)={7Z sm=0,8,9,10Q
' 0 sinon.

4. K-théoriedesentiers
4.1 — Rappelons qQu&1(Z) = K2(Z) =7./2, K3(Z) = 7./48 etK4(Z) = 0 [10].
THEOREME 4.1.-0On a K5(Z) = Z. Par ailleurs, I’ ordre de Kg(Z) est une puissance de 3.

NotonsQ (resp.Qy) la catégorie définie par Quillen [8] a partir d@smodules libres de rang fini (resp.
derang au plug/). Si BQ est le classifiant d@, on aK,,(Z) = n,,+1B Q, et'on dispose de suites exactes
[9]

-+ = Hp(BON-1,7) = Hn(BON,Z) = Hpnn(GLN(Z),Sty) = Hp-1(BON-1.72) — --- (4.1)

On sait aussi quélp(GLy(Z), Sty) =0siN > 1.
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PROPOSITION 4.2. — (i)Modulo S2 on a
H3(GL3(Z), St) = Z

H1(GLs(Z), Sts) = H2(GL4(Z), Sts) = Ha(GL2(Z), St) = 0.
(i) Modulo Sz ona
H3(GL4(Z), ST4) =7

H1(GLs(Z), St6) = H2(GLs(Z), Sts) = Ha(GL3(Z), St3) = Hs(GL2(Z), St) = 0.

Pour démontrer cette proposition on utilise les résultats du calcul menant a la Proposition 2.1 et les
résultats de [12,6,13] et [14]. D’aprés (3.1) et [4] ou [14], on peut calculer les grédfip@SLy (Z), Sty) a
I'aide d’une suite spectrale dont le termig est une somme de groupes d’homologie des stabilisateurs des
cellules desz,,. L'analyse de ces groupes conduit a la Proposition 4.2.

4.2 — A l'aide de (4.1) et de [6] on déduit de la Proposition 4.2 dde B Q,Z) = Z modulo S et
que H7(BQ,Z) = Z modulo S3. Par ailleurs on démontre, en utilisant [1], que le noyau du morphisme
d’'Hurewicz Ks(Z) — Hg(BQ, Z) (resp.Ke(Z) — H7(BQ, Z)) est dansS, (resp.S3). Enfin, on sait que
K6(Z) est fini, queKs(Z) est de rang un, et qu'aucun d’eux n'a de la 2-torsion [11]. Le Théoréme 4.1 en
résulte.

4.3 — Laplupart des programmes ont été développés en utilisant le logiciel PARI-GP [2]. Nous utilisons
aussi les programmes de [7] pour décider si deux forme&idsont équivalentes sous I'action e Enfin,
le logiciel GAP [16] permet de produire tous les éléments des groupediinis € P, a partir de leurs
générateurs et de calculer certains de leurs groupes d’homologie.

Les calculs ont été réalisés sur les ordinateurs de I'UMS Médicis, ceux du MPI Bonn, et ceux du pble
arithmétique du GTA.
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