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Résumé PourN = 5 etN = 6, nous calculons le complexe cellulaire défini par Voronoï à partir
des formes quadratiques réelles de dimensionN . Nous en déduisons l’homologie de
GLN(Z) à coefficients triviaux, à de petits nombres premiers près. Nous montrons aussi que
K5(Z) = Z et queK6(Z) n’a que de la 3-torsion.Pour citer cet article : P. Elbaz-Vincent
et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 321–324.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Some computations of the homology of GLN(Z) and the K-theory of Z

Abstract ForN = 5 andN = 6, we compute the Voronoï cell complex attached to realN-dimensional
quadratic forms, and we obtain the homology of GLN(Z) with trivial coefficients, up to
small primes. We also prove thatK5(Z) = Z andK6(Z) has only 3-torsion.To cite this
article: P. Elbaz-Vincent et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 321–324.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. La théorie de Voronoï

SoitN � 2 un entier. NotonsCN l’espace des formes quadratiques définies positives réelles de rangN .
Étant donnéeh ∈ CN , les vecteurs minimaux deh, c’est-à-dire les vecteursv non nuls deZN tels que
h(v) soit minimal, forment un ensemble fini, notém(h). Une formeh ∈ CN est diteparfaite si elle est
entièrement caractérisée par son minimum surZN −{0} et par l’ensemblem(h). Désignons par	 le groupe
GLN(Z) ou SLN(Z). Voronoï a démontré [15] (Thm., p.110) que, modulo l’action de	 et la multiplication
par les réels positifs, il n’y a qu’un nombre fini de formes parfaites.

NotonsC∗
N l’espace des formes quadratiques positives réelles surRN dont le noyau est engendré par

un sous-espace vectoriel propre deQN . SoientX∗
N le quotient deC∗

N par les homothéties positives,
π : C∗

N → X∗
N l’application quotient,XN = π(CN) et ∂X∗

N = X∗
N − XN . Le groupe	 agit surC∗

N , et
surX∗

N , par la formuleh · γ = γ thγ, γ ∈ 	, h ∈C∗
N , oùγ t est la transposée deγ .

A tout vecteurv ∈ ZN − {0} on peut associer une formêv ∈ C∗
N , définie par̂v(x)= (v|x)2. Étant donné

un sous-ensemble finiB deZN − {0}, l’enveloppe convexe deB est le sous-ensemble deX∗
N image parπ
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du sous-ensemble
{∑

j λj v̂j , vj ∈ B, λj � 0
}

deC∗
N . Lorsqueh est une forme parfaite, nous désignons

par σ(h) ⊂ X∗
N l’enveloppe convexe de l’ensemblem(h) de ses vecteurs minimaux. Voronoï a montré

[15] (§§8–15) que les cellulesσ(h) et leurs intersections, quandh parcourt l’ensemble des formes parfaites,
définissent une décomposition cellulaire deX∗

N , compatible avec l’action de	. Nous munissonsX∗
N de la

CW-structure correspondante. Siτ est une cellule (fermée) deX∗
N et si h est une forme parfaite telle

queτ ⊂ σ(h), on notem(τ) l’ensemble des vecteursv dem(h) tels quev̂ soit dansτ . La celluleτ est
l’enveloppe convexe dem(τ) et l’on am(τ)∩m(τ ′)=m(τ ∩ τ ′).

2. Calculs explicites

2.1. – Notons�n, 0� n� dim(X∗
N)= d(N)=N(N +1)/2−1, un ensemble de représentants, modulo

l’action de	, des cellulesσ de dimensionn dansX∗
N qui rencontrentXN et telles qu’aucun élément

du stabilisateur deσ dans	 ne change l’orientation deσ . PourN � 6 nous avons déterminé un tel
ensemble�n. En particulier on a le résultat suivant :

PROPOSITION 2.1. –Le cardinal de �n est zéro sauf dans les cas indiqués dans le Tableau 1.

2.2. – Pour tout entierm > 1 on noteSm la classe (de Serre) des groupes abéliens finisA tels que
tout nombre premierp divisant l’ordre deA vérifie p � m. Si γ ∈ 	 est d’ordre premierp on sait que
p �N + 1. Il en résulte que l’action de	 surX∗

N permet de définir un complexeV = (Vn, dn) tel queVn
soit isomorphe au module libre engendré par�n, n� 0, et que l’homologie deV coïncide, moduloSN+1,
avec l’homologie	-équivariante de la paire(X∗

N, ∂X
∗
N) ([4], VII, Prop. 8.1, [14], Prop. 2.2) :

Hn(V )=H	
n (X

∗
N, ∂X

∗
N ;Z) (modSN+1).

PROPOSITION 2.2. – (i)Si 	 = GL5(Z), on a, modulo S5,

Hn(V,Z)=
{

Z si n= 9,14,
0 sinon.

(ii) Si 	 = GL6(Z), on a, modulo S7,

Hn(V,Z)=
{

Z si n= 10, 11, 15,
0 sinon.

(iii) Si 	 = SL6(Z), on a, modulo S7,

Hn(V,Z)=
{

Z2 si n= 15,
Z si n= 10, 11, 12, 20,
0 sinon.

2.3. – La preuve des Propositions 2.1 et 2.2 utilise la classification des formes parfaites. SiN � 7, le
travail de Jaquet [5] fournit un ensembleP de représentants des formes parfaites de rangN et, sih ∈ P ,
la listem(h) des vecteurs minimaux deh et une liste des formes « voisines » deh modulo l’action de son
stabilisateur	h, ainsi que leurs représentants dansP . On en déduit une liste des faces deσ(h) modulo	h.

Pour obtenir un ensemble�n comme dans 2.1, on procède comme suit, à l’aide d’un ordinateur. Pour
chaqueh ∈ P on calcule les éléments de	h, et donc la listeF1,h de toutes ses facesτ de codimension 1 (i.e.
les ensemblesm(τ) correspondants). Par récurrence sur l’entiern, 1� n � d(N), on définit un ensemble

Tableau 1. – GL5(Z), GL6(Z) et SL6(Z) pour 6� n� 20.

n 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

GL5(Z) 0 0 1 7 6 1 0 2 3

GL6(Z) 0 0 0 3 46 163 340 544 636 469 200 49 5 0 0

SL6(Z) 3 10 18 43 169 460 815 1132 1270 970 434 114 27 14 7
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Fn,h de cellules de codimensionn dansX∗
N , puis un système de représentantsCn,h ⊂Fn,h pour l’action de

	 surFn,h (cf. 4.3). Par définition,Fn+1,h est l’ensemble des cellulesϕ ∩ τ , ϕ ∈ Fn,h, τ ∈ Cn,h, qui sont
de codimensionn+ 1 dansσ(h). L’ensemble�n est alors obtenu en choisissant des représentants modulo
	 de la réunion desCd(N)−n,h, h ∈P .

2.4. – Pour calculer la différentielle deV on procède comme suit. Pour chaque celluleσ de�n, n� 0,
on choisit un ordre sur l’ensemblem(σ) de ses vecteurs minimaux. Pour toute celluleτ ′ ⊂ σ cet ordre
fournit un ordre surm(τ ′) et donc une orientation du sous-espace vectoriel réelR 〈τ ′〉 engendré parm(τ ′)
dans l’espace vectoriel des matrices symétriques réelles. Siτ ′ est une face deσ on obtient une base
orientéeB deR 〈σ 〉 en adjoignant à la suite d’une base positive deR 〈τ ′〉 l’élémentv̂, où v est l’élément
minimal dem(σ) − m(τ ′) (pour l’ordre choisi ci-dessus). Notonsε(τ ′, σ ) = ±1 l’orientation deB dans
R〈σ 〉.

Si τ ∈ �n−1 est équivalente à la faceτ ′ = τ · γ deσ ∈ �n, on poseη(τ, τ ′) = 1 (resp.η(τ, τ ′) = −1)
selon queγ est compatible (ou non) aux orientations choisies deR〈τ 〉 et R〈τ ′〉. On a alorsdn(σ ) =∑

τ∈�n−1

∑
τ ′ η(τ, τ ′)ε(τ ′, σ )τ , où τ ′ parcourt l’ensemble des faces deσ équivalentes àτ . On notera que

l’identité dn+1 ◦ dn = 0, n� 0, est un bon test pour vérifier les calculs effectués par l’ordinateur.

3. Cohomologie des groupes modulaires

Si StN est le module de Steinberg de SLN,Q on a

H	
n (X

∗
N, ∂X

∗
N ;Z)=Hn−N+1(	,StN) (3.1)

(cf. [14]). Le théorème de dualité de Borel et Serre [3] dit que

Hm(	,StN)=Hd−m(	, Z̃) (modSN+1),

où d = N(N − 1)/2 est la dimension cohomologique virtuelle de	 et Z̃ est le	-module trivialZ sauf
quand	 = GLN(Z) etN est pair, auquel casγ ∈ 	 agit par multiplication par det(γ ) sur Z̃ = Z. Enfin, le
lemme de Shapiro montre que, moduloS2,

Hm
(
SLN(Z),Z

) =Hm
(
GLN(Z),Z

) ⊕Hm
(
GLN(Z), Z̃

)
.

La Proposition 2.2 implique donc le résultat suivant :

THÉORÈME 3.1. – (i)Modulo S5 on a

Hm
(
GL5(Z),Z

) =
{

Z si m= 0, 5,
0 sinon.

(ii) Modulo S7 on a

Hm
(
GL6(Z),Z

) =
{

Z si m= 0, 5, 8,
0 sinon,

et Hm
(
SL6(Z),Z

) =
{

Z2 si m= 5,
Z si m= 0, 8, 9, 10,
0 sinon.

4. K-théorie des entiers

4.1. – Rappelons queK1(Z)=K2(Z)= Z/2,K3(Z)= Z/48 etK4(Z)= 0 [10].

THÉORÈME 4.1. –On a K5(Z)= Z. Par ailleurs, l’ordre de K6(Z) est une puissance de 3.

NotonsQ (resp.QN ) la catégorie définie par Quillen [8] à partir desZ-modules libres de rang fini (resp.
de rang au plusN ). SiBQ est le classifiant deQ, on aKm(Z)= πm+1BQ, et l’on dispose de suites exactes
[9]

· · · →Hm(BQN−1,Z)→Hm(BQN,Z)→Hm−N
(
GLN(Z),StN

) →Hm−1(BQN−1,Z)→ ·· · (4.1)

On sait aussi queH0(GLN(Z),StN)= 0 siN � 1.
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PROPOSITION 4.2. – (i)Modulo S2 on a

H3
(
GL3(Z),St3

) = Z

et

H1
(
GL5(Z),St5

) =H2
(
GL4(Z),St4

) =H4
(
GL2(Z),St2

) = 0.

(ii) Modulo S3 on a

H3
(
GL4(Z),St4

) = Z

et

H1
(
GL6(Z),St6

) =H2
(
GL5(Z),St5

) =H4
(
GL3(Z),St3

) =H5
(
GL2(Z),St2

) = 0.

Pour démontrer cette proposition on utilise les résultats du calcul menant à la Proposition 2.1 et les
résultats de [12,6,13] et [14]. D’après (3.1) et [4] ou [14], on peut calculer les groupesHm(GLN(Z),StN) à
l’aide d’une suite spectrale dont le termeE1 est une somme de groupes d’homologie des stabilisateurs des
cellules des�n. L’analyse de ces groupes conduit à la Proposition 4.2.

4.2. – A l’aide de (4.1) et de [6] on déduit de la Proposition 4.2 queH6(BQ,Z) = Z moduloS2 et
queH7(BQ,Z) = Z moduloS3. Par ailleurs on démontre, en utilisant [1], que le noyau du morphisme
d’HurewiczK5(Z) → H6(BQ,Z) (resp.K6(Z) → H7(BQ,Z)) est dansS2 (resp.S3). Enfin, on sait que
K6(Z) est fini, queK5(Z) est de rang un, et qu’aucun d’eux n’a de la 2-torsion [11]. Le Théorème 4.1 en
résulte.

4.3. – La plupart des programmes ont été développés en utilisant le logiciel PARI-GP [2]. Nous utilisons
aussi les programmes de [7] pour décider si deux formes deC∗

N sont équivalentes sous l’action de	. Enfin,
le logiciel GAP [16] permet de produire tous les éléments des groupes finis	h, h ∈ P , à partir de leurs
générateurs et de calculer certains de leurs groupes d’homologie.

Les calculs ont été réalisés sur les ordinateurs de l’UMS Médicis, ceux du MPI Bonn, et ceux du pôle
arithmétique du GTA.
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