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Résumé On est intéressé dans cette Note par I'obtention de I'erreur dans les problémes d’homogéné-
isation périodique. Les techniques utilisées sont celles de I'éclatement périodique. Lesti-
mation de l'erreur est obtenue sans faire d’hypothéses supplémentaires de régularité sur
les correcteursPour citer cet article: G. Griso, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002)
333-336.
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Error estimate and unfolding for periodic homogenization

Abstract This Note deals with the error estimate in problems of periodic homogenization. The
methods used are those of the periodic unfolding method. The error estimate is obtained
without any supplementary hypothesis of regularity on correcttoscite this article:

G. Griso, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 333-336.
O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

The error estimate in periodic homogenization problems was presented for the first time in [1] by
Bensoussan, Lions and Papanicolaou, and a second time in [4] by Oleinik, Shamaev and Yosifian, and
more recently again in [3] by Cioranescu and Donato. All these works consider that the correctors belong
to W-2°(Y) (Y = [0, 1]" being the reference cell). The estimate is of ordéf. The additional regularity
of the correctors holds true when the coefficients of the operator are very regular, which is not necessarily
the situation in homogenization.

This study follows the notations of [2].

In Theorem 1, we show, that the"H4 periodic defect of a harmonic function éhis equivalent to its M
norm. We show that the orthogonal of the spa«%@rﬁ’) is isomorphic to the direct sum of the spaces of the
differences of the traces on the opposite faces of thercdlhis theorem is the consequence of a lemma of
orthogonality: the orthogonal of the periodic functions with respect to thefiksi variables in the set of
periodic functions with respect to the fifsvariables, is isomorphic to the set of traces on(the 1)-face
of the cellY (i.e., onyy+1 = 0). This lemma is proved by an explicit lifting of the traces from the faces
of Y.

Adresse e-mail : georges.griso@wanadoo.fr (G. Griso).
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Part 3 is dedicated to Theorem 2 which is the essential tool to obtain estimates. This theorem is related
to the periodic unfolding methodde [2]). We show that for allp in HL(Q), whereQ is an open set dR”,
there exists a function, in L%($2, H%e,(Y)), such that the distance between the unfoldeV.¢) and

V. + V, . is of order ofs in the space HY(Q2, L2(Y, R")). In the first part of its proof, we first evaluate
the differences of the traces @fon all opposite faces of the cells contained(in Recall thatp can be
decomposed in the forgh = Q. (¢) + R (¢), see [2]. Then estimates (1), are obtained by projecting each
term of the decomposition on the spac&®, Hi(Y, R")).

Theorem 3 gives an estimate of the error without any hypothesis on the regularity of correctors, but it
requires that the solution of the homogenized problem bea &), p > n (which occurs for example, if
the boundary of2 is regular and if the right hand sigéof the homogenized problem is ir’[£2)). Finally,
we make precise the error estimate in the case of a better regularity of the correctors. We get in particular,
the classical estimate mentioned above.

The detailed demonstrations including the case of a domain of Lipschitzian boundary Ard #1(2)
(p> n%) will be presented in forthcoming articles.

1. Introduction

L'estimation de I'erreur dans le probléme d’homogénéisation périodique a été présentée pour la premiere
fois dans [1] par Bensoussan, Lions et Papanicolaou, puis reprise dans [4] par Oleinik, Shamaev et Yosifian
et plus récemment dans [3] par Cioranescu et Donato. Dans tous ces travaux on fait I'hypothése que
les correcteurs appartiennent &'W(Y), I'estimation obtenue étant ert/2. La régularité supposée des
correcteurs peut étre obtenue dans le cas ou la matrice de I'opérateur est trés réguliére, ce qui n'est pas le
cas en général en homogénéisation.

Le Théoréme 1 mesure le défaut de périodicité d’'une fonction appartenaht¥d,H l'aide des
différences de ses traces sur les faces opposégs lde Théoréme 2 est I'outil essentiel de I'éclatement
périodique pour obtenir des estimations. On évalue la distance entre les éclatés des gradients des fonctions
de HL(Q) et la somme des gradients des éléments H&bet des gradients des éléments cﬁ;r{-Y). Le
Théoréme 3 donne une estimation de I'erreur sans hypothése supplémentaire sur la régularité des corecteurs.
Dans le cas d’'une plus grande régularité de ceux-ci, on retrouve I'estimation classique.

Ce travail fait suite et utilise toutes les notations de [2].

2. Un résultat préliminaire

On munit H(Y) du produitscalairég, ) = [, Vy¢ - Vy ¥ + [, ¢ Onnote Vo = HL(Y), Y =10, 117,
et Vi, k € {1,...,n}, le sous-espace delty) formé par les fonctions périodiques de périodes
i €{1,...,k}, Vs =HaedY), Vi1 l'orthogonal deVi 41 dansVi, k € {0, ..., n — 1} et Hj (Y) l'orthogonal
de Hie(Y) dans H(Y). Les faces de la cellulg sont dénotéek; = {y € ¥; y; =0}, i € {1.....n}.

THEOREME 1. —On al’'inégalité suivante:

n
¥ eHL W), 19l < C Y II6C+8) = dlluary, -
i=1

LEMME. — Pour toute fonction ¢ appartenant a \7k+1, onal¢llgiyy < Cl@lyyzy,,,)- Laconstante ne
dépend que de n.

Démonstration. —Le lemme se démontre en deux étapes. On commence par construire un relevement
dansV; des traces su¥;1 des fonctions dé&;1. On en déduit ensuite I'estimation des élément¥dg
par projection.

Etape 1. On se donne une fonctighappartenant @(—1/2,1/2) égale a 1 au voisinage de zéro. On
rappelle que pour toute {0, ..., n — 1} il existe un relévement contirfig dansVy des traces sui1 des
éléments dé/.
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Soient¥ € Vi1 ety sa trace suj.1. Les éléments d&.1 vérifientW (y1, ..., 1 — yei1, ..., yn) =

—W(y). La fonctionW (y) = 6 (ye+- D7 (W) (y) — O (L — yir D) A (¥) (V1. - .., 1= yaq1, - .., ya) @ppartient a
Vi et ales mémes traces qwesur les face§;, 1 etéy 1+ Yo 1. Par aﬂleursﬂ\l} ||H1(y) C||W||H1/z(yk+l)

Etape?2. La différencell — W appartient &.1. La projection orthogonale d& surVk+1 est donc égale
awv, doulelemme. O

Démonstration du Théoréme 1.—On a H: (Y) = V,, @ - -- @ V1. On décomposg € H! (¥) dans cette
somme directe et on évalue les normes des projections grace au lemme.

3. Un résultat complémentaire
Q est un domaine borné de frontiere lipschitzienfg,est la réunion des cellulegé + Y), & € Z",
rencontrant2. Pour toute fonctios € L2($2) on note

M@= [ T@w =7 [ b .
Y " Jelx/ely+eY)
THEOREME 2. —Soit ¢ € HL(Q), ona:
17:@) = 8|l 2y < CellDlln ay- (1)
Deplus, il existe ¢, € L2(2, Hlo(Y)) tel que
18 2@ sory < Cldlneys 1 7(V2d) = Vid = Vyellyy1g 2y < CellD by (2)

Les constantes ne dépendent que de n et 9L2.

Démonstration. — L'estimation (1) s’obtient en évaluantZ;(¢) — M; (¢) dans (2, x Y) puis
My (¢) — ¢ dans [2(2,) grace a l'inégalité de Poincaré—Wirtinger.

On démontre ensuit@) en deux étapes.

Etape 1. NotonsK; =Y U (¢; + Y), i € {1,...,n}. On définit I'opérateurZ; , de L2(Q) dans
L2(Q, x K;) par

v elXQ), Tox,(W)(x.y) =¥ <e H n ey), pourx € Q, y € Ki,
ou ¢ est prolongé par 0 en dehors ﬁeOn montre Yoir [Y2])
| Ze.k; (W) G-+ &) — Tek, ()G ) || - w2y S Cell¥lliizg)- 3)
Etape 2. Soit¢ € HX(Q), on a¢ = ® + &, oll & = Q. () et ¢ = %R8(¢). On a les estimations
suivantes | @[y q,) + ||¢||Lz(Q£) + || Vx ¢|||_2(Q£ rry < ClI@ gy, voir [2]. On décompos€, ([5) en
la somme d’'un elememg appartenant a4(Q,, H per(Y)) et d’'un élément appartenant &(KQ,, Hl (Y)).
On obtient de cette decomposmqms||L2(Q,H1(Y)) < Cll¢llr g et du Theoreme 1 et de) 172 (¢) —

¢s||Hfl(gz,|_2(Y,]Rn)) < C8||¢||Hl(gz)-

On évalue ensuit7; (V@) — Vi ®@||y-1(q 1 2(y.rn)) - POUr cela on compar€,d a sa projection sur
I'espace des fonctions constantes dans les cellule®,druis utilisant le fait queZ, (V,®) appartient a
L2(Q¢, HL(Y,R™)) (cary — T. (V. ®)(x, y) est linéaire) et que sa projection darf§Q., Hie (Y, R™)) ne
dépend pas de, on aboutit & I'estimation cherchéer

COROLLAIRE. —S ¢ € H%(Q), en appliquant (1) du Théoréme 2 & V,¢, il vient que ||Z; (V,¢) —
Vol 2xyry < Céll@llizg)-

4. Estimation del’erreur

On considére le probléme d’homogénéisation suivant : tro@%erH%o(Q) tel que

v e HE (9) = {¢ € HY(Q); ¢ =0 'surlo}, /QAG)W.WZ/QM
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ou 'y est une partie de mesure non nulle @@, f appartient & H(Q) et A est une matrice carrée
d'éléments appartenant &d.(Y), verifiant la condition d’uniforme ellipticité|£]%2 < A(y)E - £ < CIE|?
p.p.y € ¥, avec des constanteset C strictement positives. On a montre, voir [2], qUg¢® — V,d —
ug(Vyd)) converge fortement vers 0 dang(R2,RR"), ol U, est 'opérateur de moyennisation et ou

(P, ¢) e HL T (§2) X L2(<2, Hper(Y)/R) est la solution du probléme limite d’homogénéisation éclaté

// ALV @+ Vyp) - (VoW + V0 ) :/ 9, VW, P) e HE () x LA(Q, HIo(Y)/R).  (4)
On r:pgelle gue les correcteyrs i € {1, ..., n}?sont les solutions des problémes variationnels
Xi € Hrl,er(Y), / AMVy (i) + i)V () dy=0, Vye H;l)er(Y)-
Ils nous permettent d’ exprlmenren terme d&/,® : ¢ > dxl X

THEOREME 3. —On suppose que la solution & du probléme éclaté appartient 8 W27 (Q), p > n.Ona
alors

< Cginf{l/Z,l—n/p}. (5)
L2(Q,R")

Vet — Vi — w( )

La constante dépend de A, n, p, || @[lwz.r(q) € 92,

6 - @z +|

Démonstration. — Soit & € H: ,(Q). Par le Théoréme 2, il existg, € L2(Q, Hler(Y)) vérifiant (2). On

prend le couplgVy, wg) comme fonction test dans le probléme éclaté (4). Le gradied:t dppartient a
HY(Q,R"), et]|(1 - p) Vi @l 2(q rr) < CeY2[@llz(q, OU o (x) = inf{ TLID 1} ce quinous donne

< Ce?| Wl q)- (6)

/f‘l’—/ A(Y)pe (x) Vx‘b(X)WLG:E(X)VyXi(y) (VoW + V)
Q QxY — i

On remplace ensuit€, ¥ + Vy@g parZ: (V. ¥) (p.V,® appartient a %I(Q, R™) par (2) du Théoréme 2),
puis on supprimep.. On poursuit en remplacant d'une part® par 7, (V, ®) gréce au corollaire du
Théoréme 2, et d'autre pa}f par7.(53), car du théoréme de Morrey il vient qi@: (52) — 5% llLx(q) <

Cel™ "/1’||<1>||Wz,,,(9). On peut dés lors compargf a la solution approché® + lel s,oga—mx,»(;) pour
obtenir (5). O

Complément 1. — Les hypothéses du théoréme sont vérifiées dans le c&s sl de frontierect1,
[o=0Q et f € LP(Q), p > n. En effet, la solution® du probléme éclaté appartient VW 2) (avec
[ @llwzr ) < ClIlfllLr)-

Complément 2. — Sid e W2P(Q) (2< P) Xi € Waa(Y) (2<r), avecp etr vérifiant 1 + 1141
I'exposant des devient inf{ 3,1 — n( +1-1)}. Cetexposant est egal%a& 141 + .

THEOREME 4. —On suppose que 2 est de frontiere 11, Tp = 0Q et f € LP(Q), avec p > -2%. Ona

2.
e e ~ inf(1/2, X&1n-1/p, "
alors [|¢° — @l 2(q) + IVx§® — Vi ® —Ue(Vy@) I 2 rry < Ce 7 fllLe (o). La constante
dépendde p, n, A et 9Q2.
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