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Résumé Dans cette Note, on annonce l’annulation des formes de torsion analytique holomorphes du
complexe de de Rham relatif d’une fibration équivariante.Pour citer cet article : J.-M. Bis-
mut, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 243–247.  2002 Académie des
sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

The holomorphic torsion forms of the de Rham complex

Abstract In this Note, we announce the vanishing of the holomorphic torsion forms of the relative de
Rham complex of an equivariant fibration.To cite this article: J.-M. Bismut, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 243–247.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

0. Introduction

Soit π :M → S une submersion holomorphe de variétés complexes, de fibre compacteX, et soitE un
fibré holomorphe surM. Soit ωM une (1,1) forme fermée surM, qui induit une métrique hermitienne
hTX sur TX. Soit hE une métrique hermitienne surE. Soit G un groupe de Lie compact agissant
holomorphiquement surM le long des fibresX. On suppose que cette action deG se relève àE et queG
préserveωM ethE . On suppose également que lesRiπ∗E sont localement libres surS. Si g ∈G, Bismut,
Gillet et Soulé [6], Bismut et Köhler [7] et Ma [11] ont défini des formes de torsion analytique équivariantes
holomorphesTg(ωM,hE). SoitMg ⊂M la sous-variété des points fixes deg, qui fibre surS, de fibreXg .
Les formesTg(ωM,hE) sont des sommes de formes de type(p,p) surS, telles que

∂∂

2iπ
Tg

(
ωM,hE

) = chg
(
R·π∗E,hR

·π∗E) −
∫
Xg

Tdg
(
TX,hTX

)
chg

(
E,hE

)
. (0.1)

Les classes caractéristiques qui apparaissent à droite de (0.1) sont les classes apparaissant dans la formule
de Lefschetz d’Atiyah et Bott [1,2], et sont évaluées en théorie de Chern–Weil en utilisant les connexions
holomorphes hermitiennes correspondantes. En particulier la métriquehR

·π∗E surR·π∗E est une version
convenablementnormalisée de la métrique L2 obtenue par identification deR·π∗E aux formes harmoniques
qui lui correspondent par la théorie de Hodge.

Les formesTg(ωM,hE) sont utilisées par Gillet et Soulé [10] dans la définition de l’image directe en
théorie d’Arakelov.
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Appliquons la construction précédente au fibréZ-gradué�·(T ∗X). Comme les fibresX sont kählé-
riennes,R·π∗E est la cohomologie de de RhamH ·(X,C) des fibresX. SoitTg(ωM) les formes de torsion
analytique holomorphes correspondantes. On vérifie facilement que (0.1) devient dans ce cas

∂∂

2iπ
Tg(ω

M)= 0. (0.2)

Si S est compacte et kählérienne, on déduit de (0.2) queTg(ω
M) définit une classe de cohomologie surS.

L’objet de cette Note est d’annoncer qu’en toute généralité, les formesTg(ω
M) sont non seulement

fermées, mais exactes.
Le résultat d’annulation des formes de torsion analytique du complexe de de Rham est utilisé par Maillot

et Roessler [12] dans leur calcul de hauteurs de degrés arithmétiques de fibrés associés à des fibrations
semiabéliennes.

Les preuves des résultats annoncés dans cette Note sont données dans [5].

1. Algèbres extérieures et algèbres de Clifford

Soit V un espace vectoriel réel de dimension pairen = 2�. On suppose queV est muni d’une forme
symplectiqueω, et d’une structure complexeJ ∈ End(V ) telle queω estJ -invariante et queJ polariseω,
c’est à dire queω(J ·, ·) est un produit scalaire surV . SoitW,W les espaces propres deJ dansV ⊗R C
relativement aux valeurs propres i et−i.

SiX ∈ V , siX∗ correspond àV par le produit scalaire, on pose

c(X)=X∗ − iX, ĉ(X)=X∗ ∧ +iX. (1.1)

Soit [ ] le supercommutateur dans End(�·(V ∗)). Alors siX,Y ∈ V , on a[
c(X), c(Y )

] = −2〈X,Y 〉, [
ĉ(X), ĉ(Y )

] = 2〈X,Y 〉, [
c(X), ĉ(Y )

] = 0. (1.2)

Les identités (1.2) font de�·(V ∗) un c(V )-module de Clifford à gauche et à droite.
SiX ∈W , alorsX∗ ∈W ∗

. Les algèbres extérieures�·(W ∗
) et�·(W∗) sont également desc(V )-modules

de Clifford. SiX ∈W,Y ∈W , on pose en effet

c
W
(X)= √

2X∗∧, c
W
(Y )= −√

2iY ,

cW (X)= −√
2iX, cW (Y )=

√
2Y ∗ ∧ .

(1.3)

Soit L l’endomorphisme de�·(V ∗), α → ω ∧ α et soit� son adjoint. Notons ici que� peut être
considéré comme l’adjoint symplectique deL, et ne dépend donc pas deJ . Soit N l’opérateur de
nombre de�·(V ∗), soit N(0,1) et N(1,0) les restrictions deN à �·(W∗

) et �·(W∗) de telle sorte que
N =N(0,1) +N(1,0). On pose

N =N(0,1) −N(1,0), M = L−�. (1.4)

PROPOSITION 1.1. – Si X ∈ V , on a les identités,

i−N(1,0) eπ/4McW (X)e
−π/4M iN

(1,0) = c(X), iN
(0,1)

eπ/4McW(X)e−π/4M i−N(0,1) = c(X),
i−N(1,0) eπ/4McW (X)e−π/4M iN

(1,0) = −iĉ(X), i−N(1,0) eπ/4MN(0,1) e−π/4M iN
(1,0) = 1

2
N + n

4
+ i

2
M,

i−N(1,0)eπ/4MN(1,0) e−π/4M iN
(1,0) = −1

2
N + n

4
+ i

2
M. (1.5)

2. Fibrations de Kähler et superconnexions de Levi-Civita

Soit π :M → S une submersion holomorphe de fibre compacteX de dimension complexe�. Soit
TX = TM/S le fibré tangent holomorphe relatif, etTRX le fibré réel correspondant. SoitωM une(1,1)
forme fermée surM, qui induit sur TX une métrique hermitiennehTX . Soit T HM ⊂ TM le fibré
orthogonal àTX pourωM . Soit ωX, ωH les restrictions deωM à TRX, T

H
R M. Alors ωX est la forme

de Kähler des fibresX. Dans la suite, on adopte les notations de la Section 1 avecV = TRX.
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De l’identitéTM = T HX⊕ TX, on tire l’identification

�·(T ∗
RM)� π∗�·(T ∗

RS)⊗̂�·(T ∗
RX). (2.1)

SiA ∈ TRS, soitAH ∈ T HR M le relevé horizontal deA. SiA,B ∈ TRS, on pose

T H (A,B)= −PTX[
AH,BH

]
. (2.2)

Par [6, Théorème 1.7],T H est un tenseur de type(1,1).
Soit (#·(X,R), dX) le complexe de de Rham des fibresX. Soit ∗ l’opérateur de dualité associé à la

métriquehTX . On munit#·(X,R) du produit scalaire

s, s′ ∈#·(X,R)→ 〈s, s′〉 = 1

(2π)�

∫
X

s ∧ ∗s′. (2.3)

SiA ∈ TRS, l’opérateur de dérivée de LieLAH agit sur#·(X,R). On pose

∇#·(X,R)
U s = LAH s. (2.4)

Alors ∇#·(X,R) est une connexion sur#·(X,R). Si (#·(M), dM) est le complexe de de Rham deM, on a
l’identité

dM = dX + ∇#·(X,R) + iT H . (2.5)

CommeωM est fermée, on vérifie facilement queωX est parallèle pour∇#·(X,R) et queT H ∈ TRX est un
champ de vecteurs de HamiltonienωH . L’opérateurL associé àωX est donc parallèle pour∇#·(X,R). Son
adjoint�, qui est aussi son adjoint symplectique, est également parallèle pour∇#·(X,R). Soit∇#·(X,R)∗ la
connexion adjointe de∇#·(X,R) relativement au produit scalaire (2.3).

Soit∇#·(X,C),u la connexion unitaire sur#·(X,C) qu’on construit naturellement à l’aide deT HM et de
la connexion holomorphe hermitienne sur(T X,hTX). On montre dans [5] l’identité non triviale

∇#·(X,R),u = 1

2

(∇#·(X,R) + ∇#·(X,R)∗). (2.6)

Pour t > 0, on désigne parBt la superconnexion de Levi-Civita holomorphe agissant sur#·(X,C),
construite dans [6,7,4]. On a l’identité

Bt =
√
t
(
∂̄X + ∂̄X,∗) + ∇#·(X,C),u− cTX(T

H )

2
√

2t
. (2.7)

Dans (2.7),cTX(T
H )/(2

√
2t) est une section impaire de�·(T ∗

RS) ⊗̂End(#·(X,C)).
Pourt > 0, on désigne parCt la superconnexion construite par Bismut–Lott [8, Section 3]. Rappelons

brièvement sa construction pourt = 1. Par (2.1), (2.5), on peut considérerdM comme une superconnexion
C

†
1 sur#·(X,R). On définit alors la superconnexion adjointeC†∗

1 relativement au produit scalaire (2.3). On
pose

C1 = 1

2

(
C

†∗
1 +C†

1

)
. (2.8)

On a la formule

Ct =
√
t

2

(
dX + dX,∗) + ∇#·(X,R),u− c(T H )

2
√
t
, (2.9)

qu’il convient de comparer à la formule (2.7) pourBt .
Rappelons queM est défini par (1.4).

THÉORÈME 2.1. – On a l’identité

e−π/4M iN
(1,0)
C2t i−N

(1,0)
eπ/4M = Bt . (2.10)

Démonstration. – On utilise la Proposition 1.1. ✷
La connexion∇#·(X,R) induit une connexion plate∇H ·(X,R) sur H ·(X,R), qui est la connexion de

Gauss–Manin. Par identification deH ·(X,C) aux formes harmoniques dans la fibre et par projection
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orthogonale, la connexion∇#·(X,C),u induit une connexion unitaire sur(H ·(X,C), hH ·(X,C)) qui préserve
la décomposition de Hodge. On montre facilement cette dernière connexion est la connexion holomorphe
hermitienne sur les fibrés holomorphes hermitiensH(p,q)(X,C).

3. Formes de superconnexion et annulation des formes de torsion

SoitG un groupe de Lie compact agissant holomorphiquement le long des fibres deX, et préservant
toutes les données précédentes. Dans la suite, on fixeg ∈G. On utilise le formalisme des superconnexions
de Quillen [13] appliqué au fibré#·(X,C). En particulier, Trs désigne la supertrace. Pourt > 0, on pose

N
(0,1)
t =N(0,1) + iωH

t
. (3.1)

Soit, l’endomorphisme de�·(T ∗
RS)⊗R C donné parα→ (2iπ)−degα/2α.

Pourt > 0, on pose

αt =,Trs
[
g exp

(−B2
t

)]
, βt = 1√

2iπ
,Trs

[
g
∂

∂t
Bt exp

(−B2
t

)]
,

γt =,Trs
[
gN

(0,1)
t exp

(−B2
t

)]
, δt =,Trs

[
gN(1,0) exp

(−B2
t

)]
.

(3.2)

Alors αt , γt , δt sont des formes surS qui sont sommes de formes de type(p,p). En utilisant les résultats
de [3], on vérifie queδt est une forme fermée surS, dont la classe de cohomologie ne dépend pas det

et est égale à la classe de Chern équivariante
∑

0�p,q��(−1)p+qp chg(H (p,q)(X,C)). De plus, par [6,
Théorème 2.9], on sait que

∂

∂t
αt = −dβt, βt = 1

4iπ
(∂ − ∂)γt

t
. (3.3)

En utilisant le Théorème 2.1, on montre que

αt =,Trs
[
g exp

(−C2
2t

)]
, βt = 1√

2iπ
,Trs

[
g
∂

∂t
C2t exp

(−C2
2t

)]
. (3.4)

En utilisant les résultats de [8], on tire de (3.3) et (3.4) que siL(g) désigne la supertrace de l’action deg
surH ·(X,R), alors

αt = L(g), dγt = 0. (3.5)

Les formes de torsion analytique holomorphes du complexe de de RhamTg(ω
M) sont définies dans [6,

7,9] comme la dérivée ens = 0 de la transformée de Mellin deγt . De (3.5), on tire queTg(ωM) est une
forme fermée surS.

THÉORÈME 3.1. – On a l’identité

γt + δt =,Trs

[
g i

(
2L+ ωH

t

)
exp

(−C2
2t

)] + n

2
L(g). (3.6)

Démonstration. – On utilise la Proposition 1.1 et le Théorème 2.1.✷
SoitMg la sous-variété des points fixes deg, qui fibre surS de fibreXg . Soit Tdg(T X) ∈H ·(Mg,C) la

classe de Todd qui apparaît dans la formule des points fixes d’Atiyah et Bott [1,2]. Soit Td′
g(TX) la classe

dérivée de la classe de Todd équivariante, obtenue en remplaçant les classes de Chernxi parxi + b, et en
dérivant enb = 0. SoitL le genre multiplicatif associé à la fonction 1− e−x , et soitLg(T X) la classe
équivariante correspondante surMg .

Soit [γt ] ∈H ·(S,C) la classe de cohomologie de la forme ferméeγt .

THÉORÈME 3.2. – Pour tout t > 0, on a l’identité

[γt ] =
∫
Xg

ωM

2π
cmax(T Xg)

1

t
+ n

2
L(g)−

∫
Xg

Td′
g(T X)Lg(T X). (3.7)
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Démonstration. – On utilise la formule (3.6), le formalisme de [8] et le fait queωM est fermée. ✷
On a enfin le résultat final annoncé sur les formesTg(ω

M).

THÉORÈME 3.3. – Les formes Tg(ωM) sont exactes.

Démonstration. – Par le Théorème 3.2,[γt ] est un polynôme de degré 1 ent−1. La transformée de Mellin
d’un tel polynôme est nécessairement nulle.✷
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