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Résumé On se place dans un cadre de dépendance faible proposé par Doukhan et Louhichi dans [2].
On estime le saut au point de rupture, connu, de la fonction de régression du modéle
Y, =m(X,) + o(Xp)e,. La suite(e,),ecn €St indépendante et identiquement distribuée
(i.i.d.) etindépendante de la suite faiblement dépendantg,cn. On énonce un théoréme
de limite centrale du sauRour citer cet article: P. Ango Nze, C. Prieur, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 335 (2002) 267—270. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Change point estimation for a weakly dependent sequence

Abstract Let (X, Yn),en be a stationary sequence governed by the mbglet m(X,,) + o (X,)en
where(e,),en isi.i.d. and independent froiX ), cn. The latter sequence satisfy a weak
dependence condition proposed by Doukhan and Louhichi in [2]. We provide a Central
Limit Theorem for jumps in the regression function. Our method deals with linear local
regression described in [4]. We use a variation on Lindeberg—Rio method as Tio [Se
this article: P. Ango Nze, C. Prieur, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 267-270.
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1. Introduction, notations

Dans cette Note, nous nous intéressons au probléme d’estimation d’'une rupture dans un modeéle de
régression Y, = m(X,) + o(X,)e, ou la suite(s,),cn €st i.i.d. et indépendante de la Suit€,),cy.
On reprend I'étude de ce modéle par Grégoire et Hamrouni [4] dans le cadre indépendant, mais dans
un contexte de dépendance faible : la siXg), N est supposée faiblement dépendante au sens de la
Définition 1.1. La premiére partie est consacrée a la présentation du modéle étudié. On suppose que la
fonction de régression présente un unique point de discontingid@nu. On cherche a estimer 'amplitude
du saut. La méthode d’estimation retenue est une méthode non paramétrique. On estime le saut au point
7, y(t) = ms(r) — m_(7), en utilisant un estimateur a droite paur.(z) et un autre a gauche pour
m_(t). Les estimateurs a droite et & gauche choisis sont des estimateurs de régression linéaire locale.
L'article [4] motive l'utilisation de cette procédure en vue de résoudre des probléemes de rupture. Les
résultats de convergence pour I'estimateur de I'amplitude du saut sont présentés dans la deuxiéme patrtie.
On montre en particulier le Théoréme de limite centrale 2.3.
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1.1. Hypotheésesde dépendance faible

Commengons par introduire la notion de dépendance faible utilisée dans cette note. Pour un espace
mesurable et norm@., | - ||) on définitla famille L>°(E"*) (u € N*), des fonctions numériques mesurables
et bornées sur I'ensemblg. Ce dernier est muni de la norni&: |x|l1 = llx1]l + -+ + xull, x =
(x1,...,xy) € E*.

Le coefficient de Lipschitz d’une fonctiofi : E* — R étant défini par Lipf) = sup.., %‘yﬁ”

on s'attache aux fonctions appartenant a la cl#sse J;> ;{ f € L™°(E"): Lip(f) < oo, || flleo <1}.
La définition de dépendance faible qui suit reprend l'article [2].

DEFINITION 1.1.— Une suitgZ,),ey de v.a. & valeurs dans = R? sera dite(9, £, ¥)-faiblement
dépendante s'il existe une suite= (6,),cn décroissant vers zéro, une fonction numériguedéfi-
nie pour les quadrupletéf, g, u,v) € £2 x N*2, telles que pour tout tripletu, v,r) € (N*)2 x N,
|Co(f(Ziy, .. Zi,), 8(Zjy, ..., Zi )| < Y (f, g,u,v)6, pour toutu-uplet (iy,...,i,) et toutv-uplet
(15 Jv) dé5|0quU@1<"'<iu <l +7r<J1<c < e

Cette définition présente une alternative intéressante a des conditions de dépendance plus classiques
(le mélange, par exemple). Parmi les choix les plus courants(dieg, u, v), on retienty1(f, g, u, v) =
uLip(f) + vLip(g), ¥1(f. g, u,v) = vlip(g). La ¥1 dépendance faible s’applique & des modeéles
markoviens généraux ainsi qu'aux schémas de Bernoulli. La fongtjorenvoie a I'analogue causal de
Yr1. L'article [2] propose une revue plus détaillée de tels modeéles applicatifs. Le lecteur intéressé pourra le
consulter avec profit.

1.2. Hypothésessur lemodele

Les observations forment une suité,, ¥, ),<x de v.a. a valeurs dari¥?. Elles obéissent au modéle

Y; =m(X;) + o (X;)e; pour une fonctiomn (-) réguliére partout sauf au point connuune fonctiors (-)
continlment dérivable, et une suite de v.a. a valeurs ré@ll@scy i.i.d. centrée réduite. On suppose de
plus que les suite€X,,),en et (e,)nen SONt Mutuellement indépendantes.

Les hypothéses suivantes seront utilisées par la suite.

1. Eeo=0, E(e3) = 1, E|eg|® < oo.

2. La loi de Xg est concentée sur l'intervall®, 1]. Elle posséde une densifé strictement positive et
continue.

3. Les lois des coupleXp, X;) posseédent des densitggx, y) uniformément bornées par rappoliit a
SUR.>1SUR | fr(x, y)| < oo.

4. La fonction de régressiom(-) = E(Yp|Xo = -) est deux fois continlment dérivable dans chaque
intervalle [0, ] et [7, 1]. En particulierm et ses deux dérivées successives possedent des limites a
gauche et a droite au point

5. La variance conditionnelle?(-) = Var(Yp| Xo = -) est continiment dérivable.

6. Le point de saut de la fonctionn (-) est dans l'intervallg@ 0, 1.

1.3. Estimateurslinéaireslocaux

Les fonctionsn eto sontinconnues. On utilise des estimateurs a noyau pour les estimer. Les définitions
qui suivent reprennent [3]. SoK un noyau, eth, = h une fenétre. Les parameétres rééls et 8,
sont obtenus en résolvant le probléme de minimisatior) e, (Y; — oy — Br(x — Xi))%K;(x), avec

Ki(x) = K (*5%0).
DEFINITION 1.2.— L'estimateur linéaire local de(:) estm (x) =&, = (3 _/_1 i (x)Yi)/> /_q wi(x),
avecw; (x) = K; (x)(S2(x) — (x — X;)S1(x)) ou, pourl € N, §;(x) = Z;’zl(x — X)'K; (x).

1.4. Estimateursadroite et a gauche

On reprend ici des hypothéses de [4] pour faciliter la lecture du texte. On considére unKpyau
[—1, 0] — R, continment différentiable. On pose alors
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0 0
K,+=/ x'Ky(x)dx, et L+=/ lei(x)dx, [eN,
-1

0
By = (K§)2— KKk}, et v+=/ (Ki — xK})2K2 () .
-1

On définitk_ (x) = K4 (—x), puis les quantité&,”, L,", B_ etV_ relativement au noyak_. On a alors
Vio=V_,B,.=B_etV, =(K)?L} + (K{)?Ly — 2K KSLT.

D’autre part, il n’y a aucune perte de généralité a imposer la normaliskiti&iy — K12 = 1. Les noyaux
K et K_ conduisent alors a des estimateurs linéaires logawetm_ définis par la Définition 1.2.

2. Réaultats

On suppose Vérifiées les hypothéses de la Section 1.2.

THEOREME 2.1. — On suppose que le processxisest (0, L, ¥1)-faiblement dépendant. 8} = r~¢
aveca > 3, sih, — 0, etnh, — +00, alors, pour tout € N, et pour toutr €10, 1|

Si(x) =nh'™ () K1 (1+0p (D),

Ri(x)=> (x — X)' Ki (x) (m(X;) = m(x) — (X; — x)m'(x))

i=1

= %nh’+3m”(x)f<x>1<z+z(1+ or(D), x#t,

Ti(x) =Y (x — X)) KA(x)o2(X;) = nh' o ?(x) f () L (1+ 0p (1)),
i=1

Ex)=) (x— X)) Ki(x)o (X;)e; = Op (n*/?hTH2)),
i=1

> wi(x) =n®h* f2(x) (1+0p(D). (1)

i=1
Ligne de démonstration.On poseS;(x) = >_7_; Zi(x) et A;(x) = Cou(Z1(x), Zi+1(x)). Alors,

8i(x) =nE(Z1(x)) + Op (v/Var(8;(x))). 2

Gréace a I'hypothese d'existence et de bornitude des densités jgintd'sine part, et a 'hypothese de
(6, L, 1) dépendance faible d’autre part, il vignit/—}(n — i) A; (x)| < Cnh?+2-3/9_On conclue avec
(2). Létude der;, T; et&; est analogue. On déduit ensuite (1) de I'expressiofy de O

Remarque— Dans le cas otk =n~? (§ €]0, 1[), la condition sur le taux de dépendance s'énonce
6, =r~% aveca > 334.

THEOREME 2.2. — On suppose que le processkigst(9, L, y1) faiblement dépendant. Si le parametre
de fenétre vérifidr, — 0 et nh, — +o0o, si de plusf, = r~¢ aveca > 3, alors I'erreur quadratique
conditionnelle moyenne d&z) est

~ (2) 2
E[7 () =y (@)2IX1,..., Xpl = [E52h2B1 12 + 2500 op (bt + 7).

Démonstration. ta décomposition de I'erreur quadratique conditionnelle moyenne fait ressortir les
termes suivants E[ (74 (1) — m4(1))2|X1, ..., Xnl, E[(A— (1) — m_(1))?|X1, ..., Xn], etE[(m(7) —
m(0)(m—(t) —m—_(1))|X1, ..., Xnl.
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Les deux premiers termes se traitent comme dans le cadre indépendant. On suit les décompositions
de [4]:

S ot (@) my(Xi) — m+<r)>>2 N S (@ (0))%e?(X))
o (1) Ol o (1))?
= (B)?+V, .

E[(4 () —my ()1 X1,..., X,] = (

On établit une formule analogue avec . Par contre, on n’a plus ici I'indépendancese () — m (1)

et dem_(r) — m_(z) conditionnellement &1, ..., X,. Cependant, remarquons que conditionnellement
aXi,..., X, wi*(r)wi‘(r) = 0 presque srement : c'est une conséquence du fait que les supp#its de
et deK_ sont respectivemefit-1, 0] et [0, 1]. On a alors, grace aux propriétés d'indépendance de la suite
(€)iens El(m4(t) —my(t))(m_(t) —m—_(7))|X1, ..., X,] = B;} B, . Onretrouve alors le méme résultat
gu’en indépendant [4]. O

THEOREME 2.3. — On suppose que le process¥isest (6, £, y1) faiblement dépendant. 8} = r—

aveca > 3, et sinh5 — 0, nh — +o0 alors Vah(7(z) — y (1)) =% N(O, 2‘}((:)) V).

Remarque— Si le paramétre de fenétre vérifie=n"%, 1/5 < § < 1, alors le TLC précédent est valable
poura > 65/(1+6).

Ligne de démonstration.ke contréle du terme de biais suit la ligne de démonstration de [4].
rZ _10] (D) (m (X)) —my (7))
>0 1w+(f)
h2B,.m? (1)
= \/_7(14-013(1)) =Op(Vnh®).

On obtient une borne analogue paynh (E(m_(7)| X1, ..., X,) —m_(1)).
On déduit de la décompositig(t) — y (1) = (M4 (t) —m4 (1)) — (M—(1) —m_(1)), que sinh® — 0,
alors

Vil (E(iip (DX, ..., Xp) —ma (1)) =

Vnh(E(7(0)1X1, ..., Xa) =y (1)) = 0p(D). (3)
Onse propose ensuite de prouverle comportement asymptotique gaussiend& (7 ()| X1, ..., X,) =

> 1 , avec; = Q7 — Q7 , ol Qi (hKy (= Xi )K )Ki(f_’lXi Jo(Xier

La technlque utlllsee est une varlatlon de la methode de Lindeberg—Rio développée dans [1]. L'idée est
d’établir, pour toute fonctiop : R — R possédant des dérivées continues et bornées jusqu’a I'ordre trois :
An(p) = E(p(Sy) — ¢(oun)) — 0 avecs, = (31, ) /v/nh3, 2 = Var(s,), etn une variable aléatoire
de loi gaussienne centrée réduite. L'hypothése de causalitéy lieu dew;, est essentielle en raison des
termes de covariances, non symeétriques, considérés dans cette démonstration.
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