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Résumé Nous montrons qu’il existe des nombres de Liouville normaux ainsi que des nombres
de Liouville qui ne sont normaux dans aucune base.Pour citer cet article : Y. Bugeaud,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 117–120.  2002 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Liouville numbers and normal numbers

Abstract We prove that there exist Liouville numbers which are normal, as well as Liouville numbers
which are non-normal to any base.To cite this article: Y. Bugeaud, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 335 (2002) 117–120.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Suite à [9], où se trouvent construits les premiers exemples explicites de nombres transcendants, un
nombre réel irrationnelξ est ditde Liouvillesi, pour tout entier positifw, il existe un rationnelp/q avec
q � 2 tel que|ξ − p/q| < q−w. L’ensembleL des nombres de Liouville est de dimension de Hausdorff
nulle (cela se déduit, par exemple, du théorème de Jarník–Besicovitch, voir [6, p. 264]) et deh-mesure de
Hausdorff infinie pour toute fonction dimensionh qui croît au voisinage de l’origine plus vite que toute
fonction puissance [1]. Suivant la terminologie de Borel [4], l’entierb � 2 étant fixé, un nombre réelξ est
dit simplement normal en baseb si chaque chiffre 0, . . . , b − 1 apparaît dans le développement deξ en
baseb avec une fréquence égale à 1/b. Il est dit normals’il est simplement normal en toute baseb � 2.
L’ensembleN des nombres normaux est de mesure de Lebesgue totale, et la dimension de Hausdorff de son
complémentaire est égale à 1. Ces simples considérations métriques ne permettent de prouver ni l’existence,
ni la non-existence, de nombres de Liouville normaux dans une base fixée. Dans cette Note, nous résolvons
ce problème à l’aide, d’une part, d’une construction semi-explicite et, d’autre part, de l’analyse de Fourier.

Le Théorème 1 assure que l’ensemble des nombres de Liouville qui ne sont normaux dans aucune base
n’est pas « trop petit ».

THÉORÈME 1. – Il existe des nombres de Liouville qui ne sont normaux dans aucune base entière. En
outre, l’ensemble de ces nombres est deh-mesure de Hausdorff infinie pour toute fonction dimensionh qui
croît au voisinage de l’origine plus vite que toute fonction puissance.

Ainsi que l’explique Montgomery [10, p. 203], si un ensembleE de nombres réels est le support d’une
mesure de probabilitéµ dont la transformée de Fourier tend vers 0 à l’infini, mais pas trop lentement, alors,
grâce à un résultat de Davenport, Erdős et LeVeque [5],µ-presque tout élément deE est normal. Tel est le
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cas siE est l’ensemble des nombres réels à quotients partiels bornés [7] ou encore, pour tout réelw > 1, siE
est l’ensembleKw des nombres réelsξ approchables à l’ordre 2w par des rationnels (i.e. tels que l’équation
|ξ −p/q|< 1/q2w possède une infinité de solutions rationnelles) [8]. Nous suivons cette démarche afin de
démontrer le Théorème 2 ci-dessous.

THÉORÈME 2. – Il existe des nombres de Liouville normaux.

Les démonstrations des Théorèmes 1 et 2 s’inspirent grandement de plusieurs résultats antérieurs, aussi,
plutôt que d’en donner tous les détails, nous choisissons de présenter les idées directrices et de renvoyer le
lecteur aux articles originaux.

Démonstration du Théorème 1. –Elle combine une construction de Pollington [11] et une idée de
Baker [1]. Pour tout réelw > 1, Pollington [11] a déterminé la dimension de Hausdorff de l’ensemble
des nombres réels appartenant àKw et normaux dans aucune base. Pour cela, posantg :x �→ x1/w et
f :x �→ x−w logx, il considère une famille dénombrableI d’intervalles telle que

∑

I∈I
g
(|I |)< 1,

où |I | désigne la longueur de l’intervalleI . Puis, une suite(sj )j�0 d’entiers dans laquelle tous les entiers
suffisamment grands apparaissent une infinité de fois étant fixée, il construit inductivement des ensembles
emboîtés

[0,1] = I0 ⊃ J1 ⊃ I1 ⊃ J2 ⊃ · · · ,
une suite strictement croissante d’entiers positifs(Kj )j�1 et une suite d’entiers positifs(kj )j�0 possédant
les propriétés suivantes. Pour toutj � 1, l’ensembleJj est réunion finie d’intervalles fermés disjoints de

longueurηj := f (Kj ) = K−w
j logKj , centrés en des rationnels de dénominateurs comparables àK

1/2
j ,

et ne rencontre aucun intervalleI ∈ I tel queηj < |I | � µj−1, où µj−1 := s−kj−1
j−1 . Pour toutj � 1,

l’ensembleIj est réunion finie d’intervalles disjoints de longueurµj := s−kjj et ne rencontre aucun
intervalleI ∈ I tel queµj < |I | � ηj . De plus, pour toutξ ∈ Ij , le chiffresj − 1 apparaît au pluskj/(2sj )
fois dans le développement deξ en basesj . L’ensemble

J :=
∞⋂

j=1

Jj =
∞⋂

i=0

Ii

est alors non vide et ne rencontre aucun intervalle deI. La définition desJj montre queJ est inclus dans
Kw, et celle desIj entraîne qu’aucun point deJ n’est normal en bases, dès ques apparaît une infinité de
fois dans la suite(sj )j�1. Il en résulte que la familleI ne recouvre pas l’ensembleKw ∩ N , et donc que
cet ensemble possède uneg-mesure de Haudorff positive.

Afin de démontrer le Théorème 1, nous modifions deux points de la méthode de Pollington. D’une part,
au lieu de la fonctiong, nous prenons, comme Baker [1], une fonctionh qui croît à l’origine plus vite
que toute fonction puissance, c’est-à-dire telle que, pour toutδ > 0, on ait tδ = O(h(t)) au voisinage de
l’origine. D’autre part, nous n’utilisons plus à chaque pasj la même fonctionf , mais nous choisissons,
pour toutj � 1, la fonctionfj :x �→ x−j logx. Il est alors facile de voir que l’on peut suivre ligne à
ligne la démonstration du pas récurrent de [11], en choisissant, à chaque étape, un entierKj suffisamment
grand, dont l’existence est assurée par les propriétés de croissance de la fonctionh. Nous obtenons ainsi
un ensemble de nombres de Liouville, normaux en aucune base, disjoint de la familleI, donc deh-mesure
strictement positive.
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Démonstration du Théorème 2. –Un théorème de Davenport, Erdős et LeVeque [5] affirme que si(sn)n�1
est une suite de nombres réels et siµ est une mesure de probabilité à support dans un ensemble réelE telle
que la série

∞∑

N=1

1

N3

N∑

m,n=1

µ̂
(
�(sm − sn)

)

converge pour tout entier� non nul, alors la suite(snx)n�1 est uniformément répartie modulo 1 pourµ-
presque toutx appartenant àE . Pour démontrer le Théorème 2, il suffit donc de construire une mesure à
support dans l’ensemble des nombres de Liouville, dont la transformée de Fourier tend vers 0 à l’infini,
mais pas trop lentement. À cet effet, nous utilisons un résultat de Bluhm [2,3], qui reprend des idées de
Kaufman [8]. Pour tout nombre réelM et tout entierk � 1, on pose

E(M,k) :=
⋃

M�p<2M
p premier

{
x ∈ R :‖px‖ � p−1−k}.

On désigne parF" la transformée de Fourier d’une fonction" .

LEMME. – Soit k � 1 un entier et soitθk la fonctionx �→ (1 + |x|)−1/(3+k). Pour toute fonction" de
classeC2 à support compact et pour toutδ > 0, il existe un entierM0 =M0(", δ) et, pour toutM �M0,
une fonctiongM de classeC2, de période1, telle que

supp(gM)⊂E(M,k), FgM(0)= 1

et
∣∣F("gM)(x)−F"(x)

∣∣ � δθk(x), pour toutx ∈ R.

Le lemme correspond au Lemme 3.2 de [2], avec cependant un choix différent deθk, destiné à simplifier
les quelques calculs ultérieurs. Précisons qu’il s’agit du produit"gM et non de la composition des deux
fonctions.

Dans [3], Bluhm construit une mesure positiveµ∞, à support inclus dans l’ensembleL, comme limite
au sens de la convergence faible d’une suite de Cauchy de mesures(µk)k�1. Pour cela, il fixe une fonction
positive"0 de classe C2, à support dans[0,1] et d’intégrale égale à 1. Le lemme assure alors l’existence
d’un nombreM1 =M1("0,3−1) et d’une fonctiongM1 de classe C2, à support dansE(M1,1), telle que
FgM1(0)= 1 et

∣∣F("0gM1)(x)−F"0(x)
∣∣ � 3−1 θ1(x), pour toutx ∈ R.

Par applications successives du lemme, nous obtenons, pour tout entier� � 2, un nombreM� =
M�("0gM1 . . . gM�−1,3

−�) et une fonctiongM� de classe C2, à support dansE(M�, �), telle queFgM�(0)=
1 et

∣∣F("0gM1 . . . gM�−1gM�)(x)−F("0gM1 . . . gM�−1)(x)
∣∣ � 3−� θ�(x), pour toutx ∈ R.

Pour tout entier�� 1, on poseµ� ="0gM1 . . . gM�λ, oùλ désigne la mesure de Lebesgue. Siµ0 est la
mesure"0λ, les inégalités précédentes se réécrivent, pour tout�� 1 et tout réelx,

∣∣µ̂�(x)− µ̂�−1(x)
∣∣ � 3−�θ�(x),

d’où l’on déduit que la suite(µ̂�)l�0 est une suite de Cauchy pour la norme sup. CommeFgM�(0) = 1
pour tout entier�� 0, elle converge pour la topologie faible vers une mesure positiveµ∞, dont le support
est inclus dans l’intersection des ensemblesE(M�, �), donc dansL.
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Un rapide calcul montre l’existence d’une constante absoluec1 > 0 telle que 3−kθk(x) est inférieur à
exp{−c1√log(1+ |x|)}. Écrivant alors

∞∑

k=1

3−kθk(x)�
[√log(1+|x|)]∑

k=1

3−kθk(x)+
∞∑

k=[√log(1+|x|)]+1

3−kθk(x)

�
[√

log(1+ |x|)]exp
{−c1

√
log(1+ |x|)} + 3−[√log(1+|x|)]

2
,

et tenant compte du fait queF"0(x)= O(|x|−2), il existe une constante absoluec2> 0 telle que

µ̂∞(x)� exp
{−c2

√
log(1+ |x|)}.

Il suffit maintenant d’appliquer le résultat de Davenport, Erdős et LeVeque mentionné ci-dessus avec
sn = bn, pour tout entiern� 1, afin de montrer queµ∞-presque tout élément deL est simplement normal
en baseb. Par suite,µ∞-presque tout élément deL est normal.

Le fait queb > 1 est entier n’intervient pas dans la démonstration, qui permet donc d’obtenir un résultat
légèrement plus fort que celui annoncé.
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