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Résumé Nous montrons qu'il existe des nombres de Liouville normaux ainsi que des nombres
de Liouville qui ne sont normaux dans aucune b&®ewr citer cet article: Y. Bugeaud,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 117-120. O 2002 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Liouville numbers and normal numbers

Abstract We prove that there exist Liouville numbers which are normal, as well as Liouville numbers
which are non-normal to any bas€o cite this article: Y. Bugeaud, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 335 (2002) 117-120. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Suite a [9], ou se trouvent construits les premiers exemples explicites de nombres transcendants, un
nombre réel irrationngd est ditde Liouvillesi, pour tout entier positifv, il existe un rationnep/q avec
q > 2 tel quelé — p/q| < q~". LensembleL des nombres de Liouville est de dimension de Hausdorff
nulle (cela se déduit, par exemple, du théoréme de Jarnik—Besicovitch, voir [6, p. 264})-atetire de
Hausdorff infinie pour toute fonction dimensi@nqui croit au voisinage de I'origine plus vite que toute
fonction puissance [1]. Suivant la terminologie de Borel [4], I'entiet 2 étant fixé, un nombre réélest
dit simplement normal en bagesi chaque chiffre 0...,b — 1 apparait dans le développementsden
baseb avec une fréquence égale Ablll est ditnormals'il est simplement normal en toute base: 2.
LensembleN des nombres normaux est de mesure de Lebesgue totale, et la dimension de Hausdorff de son
complémentaire est égale a 1. Ces simples considérations métriques ne permettent de prouver nilI'existence,
ni la non-existence, de nombres de Liouville normaux dans une base fixée. Dans cette Note, nous résolvons
ce probléme a I'aide, d'une part, d’'une construction semi-explicite et, d’autre part, de I'analyse de Fourier.
Le Théoreme 1 assure que I'ensemble des nombres de Liouville qui ne sont normaux dans aucune base
n’'est pas «trop petit».

THEOREME 1. — Il existe des nombres de Liouville qui ne sont normaux dans aucune base entiere. En
outre, I'ensemble de ces nombres estidmesure de Hausdorff infinie pour toute fonction dimensigui
croit au voisinage de I'origine plus vite que toute fonction puissance.

Ainsi que I'expligue Montgomery [10, p. 203], si un ensemélde nombres réels est le support d'une
mesure de probabilitg dont la transformée de Fourier tend vers 0 & I'infini, mais pas trop lentement, alors,
grace a un résultat de Davenport, &sdet LeVeque [5]-presque tout élément deest normal. Tel est le
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cas sk estI'ensemble des nombres réels a quotients partiels bornés [7] ou encore, pour out tBedi £

est 'ensembldC,, des nombres réefsapprochables a I'ordrei2par des rationnels (i.e. tels que I'équation

|€ — p/q| < 1/¢?* posséde une infinité de solutions rationnelles) [8]. Nous suivons cette démarche afin de
démontrer le Théoréme 2 ci-dessous.

THEOREME 2. — Il existe des nombres de Liouville normaux.

Les démonstrations des Théoremes 1 et 2 s’inspirent grandement de plusieurs résultats antérieurs, aussi,
plutét que d’en donner tous les détails, nous choisissons de présenter les idées directrices et de renvoyer le
lecteur aux articles originaux.

Démonstration du Théoréme 1EHe combine une construction de Pollington [11] et une idée de
Baker [1]. Pour tout réelv > 1, Pollington [11] a déterminé la dimension de Hausdorff de I'ensemble
des nombres réels appartenant’a et normaux dans aucune base. Pour cela, pasant— x¥/* et
f x> x""logux, il considére une famille dénombraldel’intervalles telle que

> () <1,

1eZ

ou |7] désigne la longueur de l'intervalle Puis, une suitgs;) ;>0 d’entiers dans laquelle tous les entiers
suffisamment grands apparaissent une infinité de fois étant fixée, il construit inductivement des ensembles
emboités

[0,1]l=10D>J1DL1DJ2D---,

une suite strictement croissante d’entiers posiikfg) ;>1 et une suite d’entiers positif ;) ;>0 possédant
les propriétés suivantes. Pour tguk 1, 'ensemble/; est réunion finie d'intervalles fermés disjoints de

longueurn; := f(K;) = Kj‘w logK;, centrés en des rationnels de dénominateurs comparalﬂééza
. N —kj_ .
et ne rencontre aucun intervallee 7 tel quen; < |7| < pj—1, OU pj_1 := sj_"l . Pour toutj > 1,

I'ensemble/; est réunion finie d'intervalles disjoints de longueuy := s, /et ne rencontre aucun
intervallel € 7 tel quew; < |[I| < n;. De plus, pour tout € I;, le chiffres; — 1 apparait au pluk; /(2s;)
fois dans le développement éen base;. Lensemble

o o0
T=(7=)

j=1 i=0

est alors non vide et ne rencontre aucun intervall& dea définition des/; montre que/ est inclus dans
Ku, et celle ded; entraine qu’aucun point d& n’est normal en basg des que apparait une infinité de
fois dans la suités;) ;>1. Il en résulte que la famill& ne recouvre pas I'ensembl&, NN, et donc que
cet ensemble posséde usienesure de Haudorff positive.

Afin de démontrer le Théoréme 1, nous modifions deux points de la méthode de Pollington. D’'une part,
au lieu de la fonctiorg, nous prenons, comme Baker [1], une fonctipgui croit a I'origine plus vite
que toute fonction puissance, c’est-a-dire telle que, pourdteuD, on aitr® = O(h(r)) au voisinage de
I'origine. D’autre part, nous n’utilisons plus & chaque pada méme fonctionf, mais nous choisissons,
pour toutj > 1, la fonction f; : x — x~/logx. Il est alors facile de voir que I'on peut suivre ligne a
ligne la démonstration du pas récurrent de [11], en choisissant, a chaque étape, uki estiisamment
grand, dont I'existence est assurée par les propriétés de croissance de la fanblmrs obtenons ainsi
un ensemble de nombres de Liouville, normaux en aucune base, disjoint de la fardiflec deh-mesure
strictement positive.
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Démonstration du Théoréme 2Un théoreme de Davenport, Eislet LeVeque [5] affirme que i), >1
est une suite de nombres réels et st une mesure de probabilité a support dans un ensemble ek
que la série

o0 1 N
Z N3 Z A (€Csm — sn))
N=1 m,n=1

converge pour tout entigr non nul, alors la suités,x),>1 est uniformément répartie modulo 1 pquy
presque touk appartenant &. Pour démontrer le Théoréme 2, il suffit donc de construire une mesure a
support dans I'ensemble des nombres de Liouville, dont la transformée de Fourier tend vers 0 a I'infini,
mais pas trop lentement. A cet effet, nous utilisons un résultat de Bluhm [2,3], qui reprend des idées de
Kaufman [8]. Pour tout nombre rédf et tout entiek > 1, on pose

EM k)= |J {xeRilpxll<p ™}
M<Lp<2M
p premier

On désigne pafV la transformée de Fourier d’'une fonctign

LEMME. —Soitk > 1 un entier et soit la fonctionx — (1 + |x|)~Y/@+X Pour toute fonctionV de
classeC? a support compact et pour todt> 0, il existe un entieto = Mo(W, §) et, pour toutM > Mo,
une fonctiong,, de classeC?, de périodel, telle que

suppgm) C E(M, k), Feu@Q) =1

et
| F(Wgm)(x) — F¥(x)| <86k(x), pourtoutr €R.

Le lemme correspond au Lemme 3.2 de [2], avec cependant un choix diffémgnihstiné a simplifier
les quelques calculs ultérieurs. Précisons qu'il s'agit du proflgjf; et non de la composition des deux
fonctions.

Dans [3], Bluhm construit une mesure positjvg,, & support inclus dans I'ensembfe comme limite
au sens de la convergence faible d’une suite de Cauchy de meswyes:. Pour cela, il fixe une fonction
positive Wg de classe & a support dang, 1] et d’intégrale égale & 1. Le lemme assure alors I'existence
d’un nombreM; = M1(¥o, 37 1) et d’une fonctiongy, de classe & a support dang (Mg, 1), telle que
Fem(0)=1et

| F(Woga,)(x) — FWo(x)| <37161(x), pour toutx € R.

Par applications successives du lemme, nous obtenons, pour tout £ati@; un nombreM, =
M¢(Yogm, - -8M,_4- 3=% etune fonctiorgy, de classe & a supportdang (M, ¢), telle queFgu, (0) =
let

|f(‘llogM1 o 8My_18M)(x) — F(Wogmy - --8My 1) (X)| < 3¢ O¢(x), pourtoutx € R.

Pour tout entief > 1, on poseu, = Wogu, - - - &M, », OU L désigne la mesure de LebesgueuGiest la
mesure¥pl, les inégalités précédentes se réécrivent, pourttaul et tout réel,

[fie(x) — fo—1(x)| <370 (x),
d’oul I'on déduit que la suitéfi¢); >0 est une suite de Cauchy pour la norme sup. Configg, (0) =1

pour tout entie > 0, elle converge pour la topologie faible vers une mesure pogitiyedont le support
est inclus dans l'intersection des ensemifi€ss,, ¢), donc dan<’.
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Un rapide calcul montre I'existence d’une constante absejue 0 telle que 3%6;(x) est inférieur &

exp{—c1/10g(T+ |x[)}. Ecrivant alors

00 [4/109(1+]x])] 00
Y stam< Y 3Few + > 3k (x)
k=1 k=1 ke=[/log(1+]x)]+1
3-[/10g(1+x])]
< [V1og(X + [x])] exp{—c1v/log(L + |x } + —

et tenant compte du fait qUEWq(x) = O(|x|~2), il existe une constante absoluge> 0 telle que

floo(x) < exp{—c2+/log(1+ |x|) }.

Il suffit maintenant d’appliquer le résultat de Davenport, @&r@t LeVeque mentionné ci-dessus avec
s, = b", pour tout entien > 1, afin de montrer qug.o-presque tout élément deest simplement normal
en base. Par suiteu-presque tout élément deest normal.
Le fait queb > 1 est entier n’intervient pas dans la démonstration, qui permet donc d’obtenir un résultat
Iégérement plus fort que celui annoncé.
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