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Abstract Let G be a connected semisimple algebraic group @/eP a parabolic subgroug and
p their Lie algebras. We prove a microlocal version of Gyoja’s conjectures [2] about a
relation between the irreducibility of generalized Verma moduleg maluced fromp and
the zeroes ob-functions of P-semi-invariants oi;. Our method uses a duality for twisted
D-modules on generalized flag manifold®. cite this article: C. Marastoni, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 111-116. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Modules de Verma généralisésh-fonctions des quasi-invariants et
dualité pour les D-modules tordus sur les variétés de drapeaux
généralisées
Résumé SoientG un groupe algébrique s connexe semi-simple? un sous-groupe parabolique,
g etp leurs algebres de Lie. On démontre une version microlocale des conjectures de Gyoja
[2] sur une relation entre l'irreductibilité des modules de Verma généralisés isduits
dep et les zéros dek-fonctions des quasi-invariants stirpar rapport aP. Notre méthode
utilise une dualité pour le®-modules tordus sur les variétés de drapeaux généralisées.
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Version francaise abrégée

SoientG un groupe algébrique s connexe semi-simple avec ident#éB un sous-groupe de Borel,
T un tore maximal dan8, B~ le sous-groupe de Borel tel quN B~ =T etg, t, b, b~ leurs algebres
de Lie. SoientA = AT U A~ C t* le systéme des racinegp; : i € Ig} C t* les poids fondamentaux.
Pour uni € Iy, la fonction réguliéref; : G — C caractérisée par les propriétgge) = 1 et f; (b'gh) =
@; (b)w; (b) f;(g) pour toutd’ € B~ eth € B, est appelée keéme quasi-invariant» dé ; en général, si
V=" vimi € £, on définit ¥ =T, £

Pour unl C Io fixé, soientA; =37, Zay N A, pr =3 yent\a, @ €t

[=t® > g /= Y, G Pr=ldny;
Q€A aeAF\A;
considérons les sous-groupes connexes corresporidfuu*ﬁgt et P,jE deG.
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Posonst} = {A € t* : (A, a") € Zxo Y € A}F}. Pour una € t%, on noteraV (i) la représentation
irréductible del; de plus haut poids., étendue ép}—L avec l'action triviale denf. Le U(g)-module
M,+ M) =U(g) ®p1+ V(1) est appelé « module de Verma généralisé ».

Les conjectures de Gyoja. — L'action deP;” x PI“L surG donnée patx, y)g = xgy ! est préhomogéne
avec orbite ouvert&®; = G \ f,‘l(O), ou f; = Hie,o\, fi. Soit N7 le Dg-module holondme associé
avec f7, et notonsx; la variété caractéristique d&; (voir [3]). On a l'inclusionx; C J, Ao, ou O
parcourt 'ensemble fini des orbites @& x P;" dansG et A est le fibré conormal ® dansG. Dans
l'autre sens,Ap est dit «étre une bonne Lagrangiennemin [8]) si Ap C X, et I'action induite de
P; x P} surAg est préhomogeéne.

Considéron®g[s] = D ®c C[s], faisceau des opérateurs différentiels réguliergsavec paramétres
complexes = (s;)ier,\/- En idéntifiants ~ Zie,o\, siw;, pourtouti € I\ I l'idéal

Bri = {b(s) € Cls]: P(s) f*™ = b(s) f* IP(s) € Dglsl}
est différent de zérovbir [7]). D’autre part, siAg est une bonne Lagrangienne, on peut microlocaliser la
définition de3; ; en A o et obtenir un idéal différent de zéro et principadif [8]). Le générateub; i (s)
de cetidéal, qui divise tout élément Be;, est appelé i-emeb-fonction locale » em .
Dans son travail [2]\oir 3.1 et 3.3), Gyoja avait formulé les conjectures suivantes :

(C1) il existe une orbite0D C G telle que A est une bonne Lagrangienneigt,,, ;(s) € By,; pour
touti € Ip \ I (donc, en particulier3;; est un idéal principal engendré par l&émeb-fonction »
(globale)b; ; (s) :=by,a,,i(8));

(C2) pourr =A¢ € Zie,o\, Cw;, le module de Verma généralisé;r(kc) est irréductible si et seulement
Sibri(Ac —@; —v) Z0pourtouti € Ip\ I etv € Zie,o\, Z>ow;.

Transformations intégrales pour les D-modules tordus. — Considérons les variétés de drapeaux
généralisées duale§” = G/P;", et notonsr.. : G — X7 les projections canoniques.
Soit i € t}. Pour tout ouvert/ C X7 on pose

d
Oyt W) = {9 €T (V). 06 8 V() To(€*)|,_o=FA-p(e) VecG. Acl .

Siu est intégral(’)xli(u,) est le faisceau des sections réguliéres du fibré vectoriéI%uissocié & (uw);
en général, si on écrjt = uc + (g avecCuc € Zie]o\, Co; etuq € Zie]o Z>owi, anrsOXIi (u) aune
structure de faisceau smjE tordu paruc (voir [5]).
Pour uni = Ac € 3 ;0\ Comi donné, soierfDXI;AC I'anneau des opérateurs différentiels Q&'Ii (Ac)
(on note queDy= ;  est un faisceau d'opérateurs différentiels tordus it voir [5]) et Db(DXli,)\C)
la catégorie dérivée bornee d@g(li,kc-modules a gauche. On considere les opérations d’'image inverse

D(-)*, image directe propré(-),, produit tensoriel@g, produit tensoriel extérieuk”, au sens des
D-modules tordusvoir [5]). En particulier, on peut construire un faisceau d'opérateurs différentiels tordus
Dy+x e = Dyt s ®P Dy- , SUrX] x X7

L'action diagonale d& surX;L x X, définit un espace préhomogéne qui a le méme type de singularité
que celle de I'espace préhomogene défini par I'actiodex P,+ surG. Si O estune orbite d®,” x P,+
dansG, on noteO’ l'orbite correspondante d& dansX; x X, et Ao le fibré conormal &0’ dans
X7 x X7 . En particulier, I'orbite ouvert€) ~ G/L; est une variété affine.

Soit Bg ;. le faisceau Suk; x X; des fonctions méromorphes a poles sur le fe(®g x X;) \ @,
muni d’une structure de module STy X e le dual (au sens deB-modules a ga\uche!};‘ypAC sera

donc un module suDXl+ X7 e Ces modules donnent deux foncteurs (que I'on appelle « transformations

intégrales» d’aprés [1]) par les formules suivantesX(}‘u?—l X;r x Xy % X, sont les projections :
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‘BBZ;,-AC 9B, = Dg2,(Dq1*(-) (XEJ B . )
D (Dx+ —AC) ~ Db(Dx—,)LC)’ QI’_DAC ’ 5 §2p.—he
BQ,IV—}»CO. BQ,,s_)LC o = Dq:]_! (BQ/[a_)\C ® qu*())

A l'aide de [6, Lemma 2.2], on démontre que ces foncteurs sont en fait des équivalences de catégories
quasi-inverses l'une de l'autre.
Sip e tj estintégral, le faisceally+ ; (1) := Dy ®@Xli Oy (n) estunDy- , -module a gauche,

. D
et on peut donc considérer la transforn@f)’_AC o Dxf 2 (1) dansDb(DX+ i)

THEOREME —I| existe une et une seule orbite O; de P, x P; dans G telle que Ay, C =, et les
projections naturelles AO/ — T*Xi soient surjectives au pomt générique. Pour unetelle orbite, A, est

une bonne Lagrangienne et A o, T*X; *+ sont des applications birationnelles.
Enoutre, pour Ac € >, 1o\ Coi les propriétéﬁ suivantes sont équivalentes:

(1) M; (rc) estun g-moduleirréductible;

(2) bI,Ao,J()‘C —w;—v)ZQOpourtouti e I[p\ I etve Zie]o\l Z}Ow',' ;

~ D
(3) Dy s, — Bay s, © Dy, 5, (—2p1) dans DP(Dx, —sc)-

Ce résultat montre que l'irréductibilité des modules de Verma généralisés est bien contié|é€Z))
par une famille deé-fonctions, décrites en tant quefonctions locales le long du fibré conormal a une
orbite « privilégiée »0; dansG. Cependant, nous ne savons pas si, en générdl;fmetions locales sont
aussi globalesvpir (C1)).

This Note is organized as follows. After recalling Gyoja’s conjectures (Section 1), we introduce our
approach based on an integral transform for twisfe2anodules on dual generalized flag manifolds
(Section 2) and then we state and comment our main result (Section 3).

1. Generalized Verma modules and-functions of semi-invariants

Let G be a connected semisimple algebraic group @&verith identity e, B a Borel subgroup of;, T a
maximal torus contained iB, B~ the Borel subgroup such th8tN B~ =T, and letg, t, b, b~ be their
Lie algebras. Leh = AT U A~ C t* be the root system, and denotekythe reflection int* and byg,
the root space i associated ta € A. Let {o; : i € Ip} C AT be the simple rootdw; : i € Ip} C t* the
fundamental weightsy = (r,, : i € Ip) the Weyl group. For € I let v; be a highest weight vector in the
irreducibleg-module with highest weightr;, and letv;” be a lowest weight vector in the dugdmodule
normalized so thatw;, v;") = 1. Thei-th semi-invariant oG is the regular functiorf; : G — C defined by
fi(g) = (gvi, v), which is also characterized by its propertje&) = 1 andf; (b'gb) = w; (b")w; () fi(g)
forany’ € B~ andb € B. More generally, fov =~ v;m; € t* we intendf” =[], /" as asingle
valued branch of a multivalued function.

Letus fix/ G Io, and set; =Y, Zoti N A, pr =3 3 yepia, @ ANAW; = (rq, :i € ) C W letwy
be the longest element &f;. We also set

[Izt@zgav n]i: Z o> p[iz[l@n[iQ
Q€A aeAT\A;
let L;, Ni* and P;* be the associated connected subgrougs.of

The isomorphic classes of finite dimensional irreducible representatiofs afe parametrized by
tft={ret': (A a)eZxoVac A*} by associating to a representation its highest WelghtAF@n*,
we denote byV (1) the irreducible representation &f with heighest weighi, extended tqa, with the
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trivial action of n}:. The generalized Verma modules associated to the(pair) are thelU (g)-modules
with highest weight. (resp. lowest weighiv; 1) defined byM,“—L(A) =U(g) ®pli V(A).

The action ofP;” x P;r on G given by (x, y)g = xgy~! is prehomogeneous, with open oriy =
P,‘P,*, and one ha®; =G\ f,‘l(O), where f; = Hie[o\, fi (see[2, Lemma 2.6]). To the functiorf;
one associates a holonondig;-moduleN; (see[8]); let =; be the characteristic variety &f;. One has the
estimateX; C |J, Ao, whereO ranges in the finite set @, x P,“L)—orbits inG andA ¢ is the conormal
bundle toO. ConverselyA o is called a “good Lagrangians¢e [8]) if Ao C ¥; and the induced action
of P, x P} on Ao is prehomogeneous.

Let D be the sheaf of rings of linear partial differential operatorsowith regular coefficients. Let
s = (s8i)ierp\s be complex variables, and sPg[s] = D ®c Cls]. By identifying s >~ Zie[o\, siwi, the
following ideal of C[s] is nontrivial for anyi € Io \ I (see[7]):

Bri = {b(s) € Clsl: P(s) f*"™ = b(s) f* 3P (s) € Dglsl}.
On the other hand, ifAp is a good Lagrangian then the following ideal, whekg is the sheaf of
microdifferential operators of finite order @, is nontrivial and principal for any e Ip \ I (see[8]):
Biag.i ={b(s) € Cls]: Q(s) f£17 = b(s) £ 30(s) € Egls] generically invertible at\ o } .
The generatab; A, i (s) of B a,,; is called the i-th local b-function” at A .
In [2], Gyoja conjectured that:

CONJECTURE 1.1 ([2, 3.1]). — There exists a orbit O C G such that Ao is a good Lagrangian and
biag,i(s) €By; foranyi e Ip\ I.

Sinceby A, ,i(s) divides any element 0B, ;, Conjecture 1.1 would imply thas; ; is a principal ideal
generated by thei“th (global)b-function” b ; (s) := b1 a,,i (s).
Assuming Conjecture 1.1, Gyoja’s main conjecture is:

CONJECTURE 1.2 ([2,3.3]). —For A=A¢ € Zie[o\, Cuw;, the following statements are equivalent:

(1) the generalized Verma module M; (A¢) isirreducible;
(2) bri(Ac — ;i —v) #Oforanyielp\ I andv e Eie,o\, Z>ow;.

2. Duality for twisted D-modules on generalized flag manifolds

We refer to [5] for the notions of twisted sheaves and twigtechodules.

Consider the dual generalized flag manifoldy = G/P;-. The diagonalG-action on X x X
defines a prehomogeneous space whose singularity is of the same type than the one determined by the
above prehomogeneoy®; x P,*)-action onG. For a(P; x P,*)-orbit O in G we denote byO’ the
correspondingz-orbitin X7 x X, and byA o the conormal bundle t®’ in X x X; . Observe that the
open orbit®?} is an affine variety.

Foric € > ¢, Cwi We denote b)Dﬁ‘C ((Cxli) the bounded derived category xf-twisted sheaves on

X;—L, and we consider the operations of inverse image, direct image, tensor product etc. in the framework of
twisted sheaves. Anflic, ve)-twisted sheaf oiX; x X induces &g — ve)-twisted sheaf o®; ~ G/L,
via the diagonal embeddirig— p; x p; .
Letusfixic € >\ s Coi, and denote b =N X} x X7 the open embedding and by, the constant
sheaf one2; with fiber C. To j!kQ/I we can give a structure @k, A¢)-twisted sheaf OIX}L x X7, and we
denote it byCo . the d“al(c?z’,,xc = RHom(Cqy 5., Cx+, ;) is in degree zero and has a structure of

(—h¢, —Ac)-twisted sheaf oK™ x X, . By usingCq ;. andCy

2 We can define “integral transforms”
B

(see[1]) for twisted sheaves betwegfj andX; by the following functors, whera;” & xF x x7 & x7
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are the projections:

.OC*/ _l L
DP (Cy+) % DP (Cy-) "o (C*Q/I,—AC = Rqz (CI]_ O C>'£2,17_)\C)7 2.
—A X A X/ r .
c I W c I CQ’P—)\C o= Rqq, ((C*Q,]’_)LC ®L s 1())

Letny: G — X,i be the canonical projections. Givere t}, for any opernly C X,i we define

_ d
O (V) = {0 e (17 W). 06 ® V(W) : T 9(s€")|,o=FA-9(®) g€ G. Al |. (22)
If w is integral, V(1) can be exponentiated tB,lL: in this case,(’)xli(u) is identified to the sheaf of

regular sections of the vector bundle fi(r)t associated td/ (). More generally, ifu = pc + g with
e €D i Comi andug € 3, py Zxowi, thenOy= (1) has a structurg.c-twisted sheaf oK.

The sheaf of ringﬁ)xli,AC = {P € 5ndModxc(Cxi)(0x,i(>‘c)) : P islocally a differential operatc}ris a
1

sheaf of twisted differential operators &} ; let Db('DXIi’)\C) the bounded derived category of 'Q&f,kc'
modules. We consider the operations of inverse imBgé*, proper direct imageD(-),, tensor product
D
®, external tensor produ? in the framework of twisted>-modules: in particular, we define a sheaf of
twisted differential operators ki x X; by Dytsxr e = Pxt xP Dy~ e BY using the Riemann—
Hilbert correspondencede [4]), from the twisted shewig/l,kc (resp.Cg, , ) we get a regular holonomic
1°c

DXI+XX;,M—modulel’g’g},kC (resp. a regular hoIonom’DXfXX;y_AC—moduleBg‘Z,l’AC). In fact, By, ;,, is the
sheaf of meromorphic functions with poles @n}“ x X))\ ), endowed with the structure of module over
Dyt xr e andB, , isthedual o5y ;. inthe sense of lefD-modules. As in (2.1), we define functors
of “integral transforms” for twisted-modules:

D

oBY, D x _ * D *
Byt Db(Dy— , ). ° BQ’,,—AC = Dq2,(Dq1*() ‘XD’ BQ’,,—AC)v

1°7¢ D

BQ/I.,ACE‘ Bo 5, © = Dq1(Bo, 5, ® Dg2*()).
The geometric criterion of [6, Section 2] has a straightforward generalization to the twisted case and can be
used to prove the following fact.

D°(Dy+ ;) (2.3)

PROPOSITION 2.1. — The functors - o (C*Q’,,—Ac and Co ;o - (resp. - BBE’,,—AC and B ;. 0 )
are quasi-inverse to each other, and thus they are equivalences between DEAC((C X1+) and DEC (C X;) (resp.

D°(Dy+ _;,) and DDy ; ).

3. Local b-functions and irreducibility of generalized Verma modules

If et} is integral, the sheaf
,Dxli,)hc(,u) = IDXIi’)\C ®OX1i Oxli(ﬂ)
has a natural structure of quaSkequivariant IeftDXIiyAC—moduIe 6ee [5]); in particular, it is possible to

D .
apply the 1‘unct0|t5’9/l,_kC o-to DXMC (). We can state our main result.

THEOREM 3.1.— (i) There exists a unique (P, x P,+)—orbit O; C G such that Ap, C ¥; and the
natural projections A o, =~ T*X ;—L are generically surjective. For such an orbit, A o, isa good Lagrangian

and themaps A o, — T*X7 arebirational.
(ii) For Ac € Y ;e 1o Coi the following propositions are equivalent:
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(1) M; (x¢) isanirreducible g-module;
(2) bI,Ao,J()‘C —w; —v)#0foranyielp\Iandv e Zie[o\l Z>ow;i;

~ D .
(3) Dy i = Baj e © Dy o (200 IND Dyt ;).

Let us sketch the proof. Part (i) follows from Proposition 2.1. In part (i), we prove that both of (1)
and (2) are equivalent to (3). As for (1), there is an equivalence of categeeefb]) between quasi-
G—equivariantDX;_Ac—modules and-Ac-twisted (g, P;")-modules, which associate'st = Dy+ ;10

M = M,*(AC) and M’ = BQ/IV_AC B’DXI—’)\C(—Z,()[) to M’ = M, (—wric)* (here(-)* denotes duality).
Now, there exists a canonical nontrivial morphismi@fP;")-modulesp : M — M’ (and hence a nontrivial

morphism® : M — M) which is an isomorphism if and only i#/ is irreducible. The statement (2) is
equivalent to the fact that the canonical global secjidnof BQ/ _5. Is amicrolocal generator (BQf e

on AO/ and global sections dfy _, correspondsge [1]) to morphismsM — M’; in parUcuIarfAC
corresponds td. Then the proof goes as in [6, Section 3.4].

Remarks 3.2. —

(1) Unlike Example 3.3 and several other particular cases, the “privileged’@yh# not always the closed
(P; x Pj)-orbitinG.

(2) Part (ii)(3) can be viewed as a quantization of the contact transformation beiWéfe}h andT*X
induced byAO/ (seealso [1)).

(3) We do not know whether, in general, the idells (i € Ip \ I) are principal or not, and in particular
whetherbI,Aol,, (s) € By,; or not (see Conjecture 1.1).

(4) We have a partial “higher rank version” of part (igeé also [2, p. 398]): forx = Ac + Ag € ] with
Ac € Zie,o\, Cw; andAg € Zie,o Z>ow;i, the properties () M;r(k) is an irreducible g-module, and

(3) Dy+ s, (ha) — Bay s, BDX;,AC(—de —2p1) inD°(Dy+ _,) are equivalent. However, we
do not have a precise statement foi) (&t.

Example 3.3 (see[6]). — Let G = SL(n + 1, C). Using the standard notations of Bourbaki, pet Iy =
{1,...,n}and setl =1, =Ip\ {p}. In this case thé-function, which coincides with the locatfunction
on the conormal bundle to the closed orbitis(s) = ;’zl(s +j). LetA = Aic =rw,, Wwherer € C. Then
the above conditions are satisfied if and only & Z> _(,—1).
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