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Résumé A partir d’'un corps de nombre& de degré:, on définit un tore maximal’ de G = GL,.
Si x est un caractére du groupe des classes d'idéleX dsatisfaisant des conditions
adequates, les formes torigues pguont les fonctions sut g Za\Ga, dont le coefficient
de Fourier correspondant@par rapport au sous-groupe induit gaest nul. L'hypothése
de Riemann pouL (s, x) est équivalente a des conditions portant sur certains espaces de
formes toriques, construits a partir des séries d’Eisenstein. Enfin, on construit un espace de
Hilbert et un opérateur auto-adjoint sur cet espace, dont le spectre est égal a 'ensemble des
zéros del (s, x) sur la droite critiquePour citer cet article: G. Lachaud, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 335 (2002) 219-222. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Zeroes of L-functions and toric forms

Abstract An algebraic number fiel& defines a maximal torug of the linear groupG = GL,,.
Let x be a character of the idele class groupkbf satisfying suitable assumptions. The
x-toric form are the functions defined dfigZa\Ga such that the Fourier coefficient
corresponding toy with respect to the subgroup induced Byis zero. The Riemann
hypothesis is equivalent to certain conditions concerning some spaces of toric forms,
constructed from Eisenstein series. Furthermore, we define a Hilbert space and a self-
adjoint operator on this space, whose spectrum equals the set of zerbés pj on the
critical line. To cite this article: G. Lachaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002)
219-222. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

SoientK un corps global ef un caractére du grougég des classes d’ideles dé (voir [6]). Dans [3],
Connes définit uspace de Pélya—Hilbepour la fonctionL (s, x) comme un couple formé d’'un espace
de HilbertH et d'un opérateub deJ, fermé, non borné, & domaine dense, tel que I'on ait

SpecD = {y eR|L=(3+iy,x) =0}
Les espaces de Pélya—Hilbert qu'il a construits dans [3], généralisés par Soulé [5], sont des espaces L
le groupeCk . Il signale qu’il serait souhaitable de clarifier les rapports entre ces espdtespate des

formes toriquesntroduit par Zagier [8] : c’est ce que nous allons faire ici, en construisant un espace de
Pdélya—Hilbert a partir des formes toriques et des séries d’Eisenstein.
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2. Sériesd’ Eisenstein

On noteA I'anneau des adeles d& et G, le groupe des points deé = GL ,, a valeurs dand. On note

r=1(6 %))

le sous-groupe parabolique maximal standard:dge type(n — 1, 1), otg’ € GL,,_1, ouir € G,, = GL 1,
et olix € A"~1, Le module deP, estsp(p) = |t"~1/detg’|4. On aGy = PAK, oUK est le sous-groupe
compact maximal usuel dé,. Sig = px € G4, avecp € P etk € K, on poseip(g) = ép(p). La série
d’Eisenstein normaliséeorrespondant & est

E.9)= Y dr(ye)', geGa.
y€Po\Go
Cette série converge pour Re¢> 1 et appartient a 'espad@(X) des fonctions continues définies sur la
variété modulaireX = GpZs\G /K, ouZ estle centre d&. La sérieE(g, s) se prolonge en une fonction
méromorphe de dansC, satisfait & I'équation fonctionnelle

§(n(l—y)) 52 S
2y T — sler( =

Ens) §(s)=m > ¢(s),
etsin =2, 0naE(g™L,s) =E(g, s). Les seuls pdles de la fonctidrins) E(g, s) sont les points = 0 et
s = 1. Enfin, siD = 4/(n(n — 1)) Dg, oU Dg est 'opérateur de Casimir de 'algébre de Lie@geet sis
n'est pas un pdle dé(g, s), on aDE(g, s) =s(1—s) E(g, s).

E(g,s) =c(s) E(’g_l, 1-— s), olc(s) =

3. Formestoriques

Soientk un corps de nombres algébriquesketine extension de degré> 1 dek. On noteT ¢ /i le k-
tore de dimension représentant le groupe multiplicatif g, tel queT x/x (k') = (K ® k')* sik’ est une
k-algébre. Soient I'anneau des entiers de et O I'anneau des entiers d€. Soit (a1, ..., ;) unebase
fondamentalele K surk, c’est-a-dire une base dumoduleD, aveca; = 1 ; une telle base existe toujours
si o est principal. On définit laeprésentation réguliére droite de Tk, dans I'espace affind} de la
maniére suivante : & est unek-algébre et s € Tk« (k"), on notep (¢) la multiplication pa#, et on pose

Eau=1"topE) o), olu=(uy,...,uy) €k’ ete(u) =uror +---+uyo, € T (k).

La représentation induit un isomorphisme d&k /, sur un tore maximal non déploye de G. On note
Cx = K*\Ag le groupe des classes d'idélde K . La représentation induit un isomorphisme

Ci\Cx —> Tk Za\Th, .
Le groupeClg des classede K est fini. Le groupd Z,\Ts est compact, extension de,GIClx par un
tore topologique (un produit de cercles) de dimensgienl. On noteX le groupe discret des caractéres de
K*ANAR /U =T Zy \Ta,/ Ur,
ouU (resp.Ur) est le sous-groupe compact maximalAdg (resp. deTy, ) ; ces caractéres sont non rami-
fiés en toute place finie d€. Sik = Q, et si on note1 etrp le nombre de places réelles et imaginaires de

K, le groupeX est extension d’un groupe libre de rangt- r» — 1 par le groupe des caractéres dg Cbi
F € C(X), le coefficient de Fourier dé& de fréquence € X est

I, (F)(g) = / Flhg) xr (W) dh, 0l xr = yor L,
T Zpy \Tay

et on dit queF € C(X) est uneforme torique erny si IT, (F)(g) = 0 pour toutg € G4 ; on noteT, (X)
I'espace de ces formes, qui ont été introduites par Zagier [8] loragae et y = 1. Soité un élément
primitif de K, et ¢ la classe de conjugaison d€&) dansGy. Pour queF € C(X) soit torique pour le
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caracteree = 1, il faut et il suffit que I'on ait

| F@udg=0. otucte) =Y u(sty)

GQZa\Ga yec

est laserie orbitaled’'une fonctioru € C.(Za, \Ga, /K) suffisammentréguliere, auguel easest a support
compact suX. Laformule de Heckévoir par ex. [7]) montre qué (g, s) est torique ery si L(s, x) =0,
plus précisément :

PROPOSITION 1. — Supposong = Q. Siy € X etsig € G, posons
/ E(hg, s)xx(h)dh = L(s, x)H (g, s, x).
ToZp\Ty

La fonction&(ns)H (g, s, x) est holomorphe dans le demi-pl&e(s) > O, et il existeg, € G, tel que
E(ns)H (g, s, x) ne s'annule pas dar.

4. Trainsd ondesd’Eisenstein

Un train d’'ondes d’Eisensteiffini) (ou train d’'ondespour simplifier) est une combinaison linéaire de
séries d’Eisenstein. Plus précisément, I'espA¢&) de ces trains d’ondes est formé des fonctions qui
s'écrivent

W(0)(g) = /B E(g.5)du(s) (g€ G,

ou u appartient a I'espac®(,,(B) des mesures dans la bande ouvétte {s € C| 0 < Re(s) < 1}, et a
support fini, disjoint de I'ensemble des polesEig, s) dansB. Lorsquen = 2, on noteMgL(B) le sous-
espace dévip(B) formé des mesures telles quél — s) = c(s)u(s). Si F € E(X) et sin > 3 (resp. si
n = 2), il existe une unique mesuge de M, (B) (resp. deM}(B)) telle queF = W(w); on dit que le
support deu est lespectrede F, noté Sped’. On déduit de la Proposition 1 :

THEOREME 1. — Soity € X. Pour queF € E(X) soit torique eny, il faut et il suffit que
SpecF C {s € B| L(s, x) =0}.

On dit qu’un train d’'ondes egirincipal si son spectre est contenu dansltaite critique D d’équation
Re(s) = 1/2, et on noteE1(X) I'espace des trains d’ondes principaux. Le Théoréme 1 implique que les
racines dd.(s, x) dansB sont situées sub si et seulement si tout train d’'ondes d’Eisenstein toriqug en
est principal.

Arthur [1, p. 89] a défini unopérateur de troncature\” sur 'espaceC(X), ol T est un élément
convenable de 'algébre de Lie du tore maximal standar@ dsi H est I'élément tel quéw, H) = 1 pour
toute racine simple de G, on peut prendr@ = (logm)H sim > 0 est assez grand; on poa& = AT,

On noteA?(X) I'espace préhilbertien de&s e C(X) telles que

/ |A™F(g)|? dg < 400,
GQZa\Ga

et A2(X) I'espace de Hilbert séparé complétéAf& X). On déduit deselations de Maass—Selbefdf. par
ex. [4, p. 401]) sih = 2, et de leur généralisation par Arthur [2, p. 70ksk 3 :

PROPOSITION 2. — Si F est un train d’ondes principal non nul, alos< || F|2 < +00, autrement dit
EYXX) Cc A%(X);sin=2,onaEY(X) = E(X) N A%(X).

THEOREME 2. — Soity € X. Considérons les conditions suivantes

(1) Les racines dd.(s, x) dans la bandeB sont situées sur la droite critique.

(2) Sis € B etsiE(g, s) esttorique ery, onaE(pg, s) = O p(p)/?) pourtoutp € Py, uniformément
lorsqueg parcourt un compact dé& 4.
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(3) Tout train d’ondes torique ep appartient a42(X).
Ona(l) ¢ (2) = (3). Sin = 2, les conditiong1)—(3)sont équivalentes.

5. Un espace de Pélya—Hilbert modulaire

On noteTXZ(X) I'espace de Hilbert qui est 'adhérence #&(X) N T, (X) dansA2(X). On noteD,
I'opérateur non borné d@XZ(X) défini par I'opérateur de Casimip de G (normalisé comme ci-dessus)
dont le domaine est le complété gé(X) N T, (X) pour la norme|DF||2.

THEOREME 3. — L'opérateurD, est un opérateur auto-adjointdl§(X), etona

SpecD, :{M)»:%l—}—yz, ye‘é}, OUH:{V eRlL(%—i—iy,X):O}.
SiL(1/2, x) =0, lavaleur proprexr = 1/4 est simple. Si > 3, toute valeur propre. £ 1/4 est double, les
fonctions propres étari(g, 1/2 +iy). Sin = 2, toute valeur propre est simple.

Autrement dit, le coupIeTXZ(X), D,) est un espace de Pdlya—Hilbert pour la fonctlon, x) (mis a
part le changement de variablesjydé ). On notera que le spectre dg, prend en compte les zéros des
fonctionsL(s, x) avec une multiplicité uniforme. Or ces fonctions ont des racines multiples en général;
toutefois, ce point de vue semble compatible avemlajecture de simplicité de Sersaivant laquelle les
zéros del (s, x) dans la band® sont simples sj est cette fois-ci un caractere galoisien irréductible.

On note?U(G) l'algébre de Hecke des fonctionse C.(Zx\Gp) bi-invariantes souX et R(u) la
représentation réguliére droite @6G) dansC(X). Siu € A(G), on aRu)E(g,s) = u(s)E(g, s), ou
on a introduit la fonction entiére

u(s) = / 5p(g)°u(g)dg;
Zp\Gap

on en déduit une représentatifn (1) de2(G) dansTXZ(X).
COROLLAIRE 1.— Siu €2(G),0na

TrR, )= u(3+iy).
yeY
ou la sommation ne porte que sur lgs> 0sin = 2.
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